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Wstep

W klasycznym ujeciu przez funkcje harmoniczng rozumiemy funkcje
w o cigglych drugich pochodnych eczastkowyeh, spelniajaca réwnanie
Laplace’a

p u I 0*u 0
=— +.i.—— = 0.
ox? 0x

Pierwsze zagadnienie brzegowe, zwane zagadnieniem Dirichleta, polega
na znalezieniu, przy danej funkeji ciaglej f na brzegu U obszaru U,
funkeji harmonicznej na U, ciaglej na U i przyjmujacej zadane wartosci
f(2) na 0U. Fizycznie oznacza to znalezienie potencjalu w obszarze nie
zawierajacym ladunkéw, przy zadanych wartosciach na brzegu.

Teoria potencjatu jest jedng z wciaz rozwijajacych si¢ klasycznych
dziedzin matematyki. Problemy, ktére wydawaly si¢ calkowicie opraco-
wane, nadal fascynuja matematykéw; kazde dziesigciolecie przynosi
nowe pomysty.

Na podkre§lenie zasluguja dwie cechy tego rozwoju. Przede wszyst-
kim w szerokim zakresie stosowane s3 metody analizy funkcjonalnej:
przestrzenie Hilberta (w zwiazku z calkami energii i zasada Dirichleta),
metody Schaudera, pélgrupy operatoréw, dystrybucje, struktury liniowe,
przestrzenie funkeji ciggltych i miar na przestrzeniach lokalnie zwartych,
zbiory wypukle.

Druga cecha jest coraz silniejsze powigzanie teorii potencjalu z pro-
babilistyka. Zwigzek ten, zauwazony przez Kakutaniego [1], otworzyl
nowe mozliwo§ei zar6wno w teorii potencjalu, jak i w teorii proceséw
Markowa. Wymienié¢ tu nalezy nazwiska Dooba, Dynkina, Hunta i Kaca.

Celem tego artukulu jest omdwienie niektérych nowych koncepcji,
ktére byly dzielem ostatnich kilkunastu lat. Pomy§lany jest on jako
wstep do prac bardziej specjalnych; nie chodzi wiec ani o ukazanie calo-
ksztaltu teorii potencjalu, ani o szczegélowe wykazy bibliograficzne,
a raczej o uwypuklenie i intuicyjne podbudowanie niektérych waznych
pojeé i twierdzen.

Zaklada sie, ze czytelnik zna podstawowe pojecia analizy funkcjo-
nalnej i teorii calki, natomiast nie zaklada si¢ Zadnej glebszej znajomosci
teorii potencjatu. Z tego powodu oraz ze wzgledu na koniecznog§é utrzy-
mania cigglo§ei i kompletnodei, artykul zawiera sporo materialu, ktéry
mozna réwniez znalezé w podrecznikach. Dowody podawane s3 rzadko,
chyba ze s3 latwe i instruktywne, lub gdy dowdd jest wazny a malo znany;
natomiast czesto objasniona jest szkicowo metoda.

Artykul podzielony jest na trzy czesci. Pierwsza z nich obejmuje
material, ktéry czesciowo mozna zaliczy¢ do klasyeznego: miary harmo-
niczne, metoda Perrona-Wienera-Brelota, badanie regularno§ei punktow
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brzegowych, wlasnodci jadra Greena, wymiatanie masy, energia i jej
zwigzek z pojemnodcig. Sposéb przedstawienia tego materialu opiera sie
na pracach matematykéw francuskich: Brelota, Cartana, Choqueta i in-
nych. Rozumowanie odbiega wiec od tradycyjnego, co spowodowane jest
badz to checia nowocze$niejszego ujecia i uwypuklenia istoty pewnych
dowodéw, badZz tez tym, aby argumenty tu uzyte mozina bylo bez wigk-
szych zmian stosowaé w znacznie ogélniejszych wypadkach: w przestrze-
niach Greena, dla ogélniejszych typoéw réwnan eliptycznych czy para-
bolicznych. Czeséé druga omawiaé bedzie rozmaite abstrakcyjne pojecia
brzegu wprowadzone przez Choqueta, Martina i Szylowa. Cze§é trzecia
wreszcie poswiecona bedzie metodom probabilistyeznym.

Tematy poruszane w tym artykule byly wielokrotnie dyskutowane
z profesorami H. Bauerem, J. L. Doobem, R. Getoorem, M. Kacem,
L. Lumer-Naim, R. Ranga Rao i S.J. Taylorem, od ktérych nauezyli§my
sie podstaw nowoczesnej teorii potencjatu i ktérym skladamy w tym
miejscu serdeczne podziekowanie.

Literatura z teorii potencjalu jest ogromna. Najwiecej materiatu
mozna znalezé w skrypcie Brelota [1] (tam mozna znalezé wiele dowodéw
opuszezonych tutaj). Ponadto duze zestawy bibliograficzne podane s3
w artykule Angera [1], [2], w ksiazce Twsuji [1] oraz w pracy Ohtsuka
[1]. Z licznych ksiazek, w ktérych omawiane s3 pewne zagadnienia teorii
potencjatu, wymienimy: Ahlfors i Sario [1], Choquet [1], Courant [1],
Courant i Hilbert [1], Dynkin [1] i [2], Epstein [1], Gelfand i Szylow
[1], Giinter [17], Heins [1], Kellog [17], Krzyzanski [1], Leja [1], Maurin
[1], Miranda [1], Pietrowski [2], Rado [1], L. Schwartz [1], Sobolew
1], Tichonow i Samarski [1], de la Vallée Poussin [1].

I. Funkcje nadharmoniczne

§ 1.1. Oznaczenia. Symbole U, N, oznaczaé beda sume, przekrdj
i réznice zbioréw. Punkty N-wymiarowej przestrzeni euklidesowej R"
oznaczane bedg literami x, vy, 2, ..., a odleglto§é symbolem |x— y|. Nadto

A = {xeR*: |z| < 1} — wnetrze kola jednostkowego,

0A = A n RN\ A — brzeg zbioru A.

% (U) = rodzina wszystkich zbioréw otwartych zawartych w U,

%.(U) = rodzina wszystkich zbioréw otwartych, ktérych domknie-
cie jest zwarte i zawarte w U,

# (U) = klasa funkeji harmonicznych na U (dla Ue%(RY)),
#%(U) = klasa funkeji harmoniecznyeh ograniczonych na U,

H€(U) = klasa funkeji harmonicznych na U majacych ciagle prze-
dtuzenie na U (dla U <% (RY)).
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Przestrzenie ##(U) i #¥€(U) sa przestrzeniami Banacha z normg
|lul| = sup{|u(w)|: weU}.

Dla 4 e#%(U) mamy rowniez ||u|| = sup{|u(z)|: xed0U} (na mocy zasady
maksimum). Przestrzenie te sa czeSciowo uporzadkowane, nier6wnosé
U; = U, 0zZnacza, ze u;(r) = u,(r) dla kazdego zeU.

Pozostate symbole sa zdefiniowane w tekscie, a mianowicie % (X),
M(X), 0y ul W §1.2, Hy, R(U), uf w§1.31§2.2,#1(U)iup w§ld,
regu w §3.4, BZ i RY w §3.5,0,U w § 3.6, h(x), h,(x), G,(2) = GV (z,¥)
w§4.2, G, w§43, (u,»), €4, & || la W §5.2, vg i ug W§5.3, 2(4) w§b.7.

§ 1.2. Miary Radona. Zal6zmy, ze X jest przestrzenia topologiczng
zwartg. Oznaczmy przez ¥ (X) przestrzen Banacha funkeji rzeczywistych
ciagglyeh na X, z normg

Ifl = sup{|f(x): we X}

i czeSciowym porzadkiem: f > ¢, gdy f(x) > g(x) dla kazdego r< X. Miarq
Radona na X nazywamy kazda skoficzony, regularna, oc-addytywna
funkeje zbioru, okre§lona na ciele podzbioréw borelowskich przestrzeni
X. (Regularno$é nieujemnej miary u oznacza, ze dla dowolnego zbioru
borelowskiego A oraz dowolnego & > 0 istnieja: zbiér otwarty G i zbidr
domkniety F takie, ze FC A CG oraz u(G\F) < ¢; jezeli miara u nie
jest nieujemna, to warunek regularnosci zakladamy dla x. i u_ osobno,
gdzie y = p,— u_ jest rozkladem Jordana. Jezeli przestrzen X jest me-
tryzowalna, to warunek regularnoseci jest zbedny, bo kazda miara bore-
lowska jest regularna.)

Méwimy, ze miara u jest skoncentrowana na podzbiorze borelowskim
A przestrzeni X, jezeli u znika poza A4, tzn. u(B)=0 dla BC X\ 4. Nosni-
kiem miary u nazywa sie najmniejszy zbiér domkniety F taki,
ze u jest skoncentrowana na F (istnienie takiego zbioru wynika z re-
gularnodci miary).

Na mocy twierdzenia reprezentacyjnego Riesza istnieje jednoznaczna
odpowiednio§¢ pomiedzy miarami Radona na X a funkcjonalami linio-
wymi na % (X), dana wzorem

(1.1) w(f) = [f(@)p(de)
X

dla fe#(X). Litera u po prawej stronie wzoru oznacza funkeje zbioru,
po lewej funkecjonal na %(X). Ponadto miara u jest nieujemna wtedy
i tylko wtedy, gdy odpowiedni funkejonal jest nieujemny, to znaczy,
gdy u(f) > 0 dla kazdego f > 0. Normg miary Radona nazywamy liczbe

et = Nl +-lle—ll = V}?W = sup{u(f): fe%(X), [fil <1}.
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Miare pu bedziemy nazywaé miarq probabilistyczng, jezeli u > 0 oraz
ll#ll = u(X) = 1. Miare probabilistyczna skoncentrowana na zbiorze
jednopunktowym {x}, gdzie x< X, nazywaé bedziemy miarq Diraca i ozna-
czaé przez d,. Innymi stowy,

d €
5,(4) = gdy xed,
0 gdy a¢A
oraz
o0(f) =f(®) dla fe#(X).

Zbioér wszystkich miar probabilistyeznych Radona na X oznaczaé
bedziemy symbolem . (X). Jest to zbiér wypukly, tzn. jezeli u,e.#(X),
paeM(X) 10 <t <1, t0 tuy+(1—1t)ppeM(X).

Zbior ten bedzie rozpatrywany jako przestrzen topologiczna ze stabg
topologig indukowang przez przestrzen sprzezong do ¢ (X); innymi slowy,
baza otoczen miary u, sa wszystkie zbiory postaci

ié {us 1 (f) — po(fi)l < &},

gdzie f,, ..., f, jest dowolnym skorniczonym ukladem funkeji z €(X)ie > 0.
Wiadomo, ze zbior .#(X) jest zwarty w tej topologii. Ciag (u,) C 4 (X)
jest zbiezny w tej topologii do u, wtedy i tylko, gdy w.(f) = u,(f) dla
kazdego fe#(X). Zbiezno§é ta znana jest jako slaba zbiezno$é miar praw-
dopodobienstwa.

Punkt a zbioru wypuklego K nazywa sie punkiem ekstremalnym,
jezeli nie moze byé przedstawiony w postaci ¢ = ta,+(1—t)a,, gdzie
0<t<l, a,eK, ayeK, a, # a,. Wiadomo, Ze na to, aby miara u byla
punktem ekstremalnym zbioru #(X), potrzeba i wystarcza, aby u = 9§,
dla pewnego xelX.

Jezeli X jest lokalnie zwarte, to przez nieujemng miare Radona
na X rozumiemy dowolna regularng lokalnie skoiiczona miare borelowsks
na X (lokalna skoneczonos$é réwnowazna jest temu, ze miara jest skoni-
czona na kazdym zbiorze zwartym). Innymi stowy, jest to miara wyzna-
czona wzorem (1.1) przez funkcjonal liniowy i nieujemny, okre$lony na
przestrzeni %,,(X) funkeji ciagglych na X o zwartych no$nikach.

Konieczna jest tu pewna ostroznosé, jezeli bowiem Ue%,(RY), to
miara Radona na U moze byé nieskoniczona (U traktowane jest jako
przestrzen lokalnie zwarta), natomiast miara Radona na U skoncentro-
wana na U, musi byé skonezona.

Rodzina 2 funkeji rzeczywistych na X nazywa sie rodzing filirujace
w gore, jezeli dla dowolnych f, ge? istnieje he? takie, ze f <h i g < h.
Nastepujace twierdzenie jest waznym uogélnieniem twierdzenia o catko-
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waniu ciggéw monotonicznych: jeseli {f.} jest rodzing filtrujaca w gore
funkeji pdleiaglych z dolu na przestrzeni lokalnie zwartej X, to

(1.2) | sup fu(@)p(dw) = sup [ fu(2)u(dw);
X a ¢ X

jeseli jedno z tych wyrasen jest skoviczone, to drugie musi byé tes skoticzone.
Dualnie definiuje sie rodziny filtrujace w dot, dla ktérych zachodzi ana-
logiczne twierdzenie: jezeli {f,} jest rodzing filtrujaca w dot fumkeji pdl-
cigglych z gory ma przestrzeni lokalnie zwartej X, to

(1.3) [int fu(@)u (do) = ink [ f.(x)u(do).
x ¢ ¢ X

§ 1.3. Miary harmoniezne. Zbiér V nazywa sie zbiorem reqularnym,
jezeli Ve (RY) oraz dla dowolnej funkeji fe%(dV) istnieje funkcja
H;e#% (V) taka, ze H;(x) = f(x) dla xedV, tzn. jezeli zagadnienie Di-
richleta ma rozwiazanie przy dowolnym oblozeniu ciaglym na 0V; wia-
domo, ze takie rozwigzanie jest jednoznacznie wyznaczone przez f. Z(U)
oznaczaé¢ bedzie rodzine wszystkich zbioré6w regularnych V takich, ze
VCu.

Jezeli VeZ(RY), to odwzorowanie f — H; jest operacja izotoniczna,
liniowa i izometryczng z €(0V) na #€(V), tzn. f > g jest réwnowazne
temu, ze H, > H,, nadto

Hy,=H;+H, oraz |Hj =]|fl dla f,ge€(0V).

Dla dowolnego, ustalonego eV, wyrazenie H,(x) jest funkcjonatem li-
niowym na przestrzeni €(dV), zatem (patrz §1.2) istnieje dokladnie
jedna miara Radona pe ma OV taka, ze

(1.4) Hy(@) = [f(2)ps (d2) = p] ()
v

dla dowolnego fe% (V). Poniewaz H, > 0 dla f > 0, miara u) musi byé
nieujemna; poniewaz funkecja 1 nalezy do s#'%(V), musi byé nadto

ezl = s (0V) = [1pf(de) =1,
v

co oznacza, ze u, jest miara probabilistyczng. Nazywa sie ona miarg
harmonicznag punklu x.

Wiyrazenie u, (A) rozwazane przy ustalonym z jest miara borelowsksg;
dowodzi sie do$é tatwo, ze przy ustalonym A jest to funkeja harmoniczna
zmiennej x. Uzasadnimy poézniej, ze u) (4) moze byé traktowane jako
uogélnione rozwigzanie zagadnienia Dirichleta przy (nieciagtlym) oblo-
zeniu f = y4 na brzegu 0V, gdzie y, oznacza funkeje charakterystyczng
zbioru A.
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Typowymi zbiorami regularnymi w RY sa kule (wzglednie kola,
gdy N = 2). Wéwezas miary harmoniczne sg absolutnie ciagle wzgledem
miary powierzchniowej Lebesgue’a i gesto§ciami ich sa odpowiednie ja-
dra Poissona, tzn. jezeli V jest kulg o §rodku ¥, i promieniu o, to

92"" |e— yo|2

1
V — e e — —_— .
a i flenm ) = - i fe) S o),

gdzie ¢ jest miarg powierzchniows na 0V, a wy jest powierzchnig sfery
jednostkowej, tzn.

- 2rN2
(1.5) o(0V) = o™ oy, oy= Oy N>2.

Wzoér (1.4) mozna wiec uwazaé¢ za uogélnienie wzoru Poissona; jest on
stuszny bez zadnych zalozen o gladkosei brzegu.

7Z jednoznacznosci rozwigzania zagadnienia Dirichleta wynika, ze
funkeja » ciggla na U jest harmoniczna wtedy i tylko wtedy, gdy

(1.6) u(@) = [u(e)uy (dz)
oV
dla kazdego VeZ(U) i xeV.
Stosujage (1.6) do szezegblnego przypadku u(x) = uZ (A) otrzymu-
jemy

(1.7) [ ¥ (A) g (d2) = pud (4)
. v

dla dowolnego Ue#(RY )y VeZ(U) 1iaxeV. Jest to podstawowe réwnanie
wigzgee miary harmoniczne odpowiadajace réznym obszarom.

7 zasady minimum wynika, Ze jezeli nieujemna funkeja harmoniczna
u(x) = uy (A) przyjmuje warto§é 0 dla pewnego weV, to u, (4) =0
dla kazdego v V. Oznacza to, ze miary harmoniczne sg absolutnie ciggle
jedna wzgledem drugiej i mozemy moéwié ,,zbiér miary harmonieznej
zero** rozumiejac przez to, ze u, (A) = 0 dla pewnego (a stad dla kazdego)
xeV.

Cigglo§é funkeji (1.4) na brzegu obszaru oznacza, ze jezeli zedV,
vV ix—2z to

(1.8) Hy(@) = py (f) — f(2) = 0,(f).

Poniewaz warunek (1.8) spelniony jest dla dowolnego fe%(9V), oznacza
to, ze u. dazy do 8, w slabej topologii zbioru . (dV) (patrz § 1.2) Miary
d, (2¢0V) mozna wiec uwazaé za graniczny przypadek miar harmonicz-
nych.
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§ 1.4. Definicja funkeji nadharmonicznej. W dalszym ciagu U
oznacza ustalony zbiér z ¢ (RY). Funkeja v okreflona na U nazywa sie
funkcja nadharmoniczng, jezeli:

(i) —co<w(r) <oo dla zeU,

(ii) o jest poélciagla z dotu, tzn. dla dowolnego xeU zachodzi nie-
rownosé (1) :

(1.9) v(2) < liminf »(y),

Y—x

(ili) dla dowolnego Ve#(U) i dowolnej funkeji ue#’% (V) warunek
v(y)=u(y) dla yedV pociaga v(x) = u(x) dla xeV, co jest rownowazne
temu, ze
(1.10) v(@) > [v(y)ps (dy)

v
dla kazdego VeZ(U) 1 weV.

(iv) zbidr {x: v(x) < oo} jest gesty w U.

Na mocy (i) oraz (ii) funkcja nadharmoniezna jest ograniczona z dolu
na kazdym zbiorze zwartym. Funkeja v nazywa sie funkcjg podharmo-
niczng, jezeli funkeja — v jest nadharmoniczna. Klase wszystkich funkeji
nadharmonicznych na U oznaczaé bedziemy symbolem »#'(U). Dla
funkeji nadharmonieznych obowigzuje zasada minimum, dla funkecji
podharmonicznych — zasada maximum.

Zwréémy uwage, ze nieréwnosé (1.10) méwi, ze funkeja nadharmo-
niczna lezy powyzej swej fredniej ,,harmonicznej* ul (v), ktéra moze
byé brana po dowolnie malej kuli, natomiast nieréwnos§é (1.9) daje sza-
cowanie z przeciwnej strony. Wynika stad, ze jakkolwiek funkecja nad-
harmoniczna moze mieé gesty zbidr punktéw nieciaglosci, to jednakze
niecigglosci te maja specjalny charakter, miedzy innymi z (1.9) i (1.10)
otrzymujemy réwnosé

(1.11) : v(2) = lim inf v (y).
Y- B
Jezeli u jest funkejg nadharmoniczng w U oraz VeZ(U), to funkeja
. u(x) dla zeU\V,
(1.12) wl® =\ [u@)ul(d) da eV
oV

jest réwniez nadharmoniczna (catka ta jest skonczona dla kazdego xe V).

§ 1.5. Rodziny funkeji nadharmonieznych. Jezeli v,, ..., v,e# ! (U),
to min (v,,...,v,) e # 1 (U), natomiast max (v, ..., v,) nie musi byé funkeja
nadharmoniczng. Nalezy nadto oczekiwaé, ze ani supremum, ani infimum

(*) W definicji limsup i liminf (przy y — ) zakladamy (w przeciwienstwie
do matematykéw francuskich), ze y = x. ’
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nieskonczonej rodziny funkeji z # ' (U) nie musi nalezeé do #' (U), bo-
wiem (1.9) nie zachowuje si¢ przy braniu infimum, a (1.10) nie zachowuje
si¢ przy braniu supremum. Jednakze supremum rodziny filtrujacej w gére
(patrz § 1.2) funkeji z #' (U) nalezy do #' (U), o ile tylko warunek (iv)
jest spelniony. Twierdzenie o zachowaniu sie infimum rodziny funkeji
nadharmonicznych wymaga wprowadzenia dodatkowych pojeé i bedzie
omoéwione w § 3.4.

Jezeli & jest dowolng (niepusta) rodzing funkeji nadharmonieznych
na U, spelniajacych nastepujace warunki:

(1.13) jezeli ueF 1 veF, to min(u, v)F,
(1.14) jezeli ueF i VeR(U), to upcF,

to funkecja wu,(x) = inf{u(x): uF} jest harmoniczna w kazdej skladowej
zbioru U, w ktérej u,(r) > —oo. Twierdzenia tego dowodzi sie latwo,
korzystajac z faktu, ze & jest rodzing filtrujaca w dét oraz z (1.3).

Omoéwny teraz pewien prosty, ale bardzo wazny przyklad, ktérego
réznorodng interpretacje omawiaé bedziemy kilkakrotnie.

Oznaczmy przez w, funkcje okre§long w kole jednostkowym A4 jako
infimum wszystkich nieujemnych funkeji nadharmonicznych w 4, przyj-
mujaeych w punkcie 0 warto§é nie mniejsza niz 1, tzn.

(1.15) wo () = inf{u(x): we ' (A), u >0, u(0) >1}.

Wowezas w,(0) =1 1 wy(x) = 0 dla 40 (aby to uzasadnié, wystarczy
zauwazyé, ze funkeje u,(x) = —n~'log|x| oraz u,(x) = 1 sa nadharmo-
niczne w 4). Funkeja w, nie jest nadharmoniczna w 4, bo nie jest pol-
ciagla z dotu, jakkolwiek jest to infimum pewnej rodziny funkeji nadhar-
monicznych. Do sprawy tej wrécimy w § 3.4.

Literatura

§ 1.2. N. Dunford i J. T. Schwartz [1], M. A. Naimark [1], Z. Semadeni i P.
Zbijewski [1]. .
§1.4. T. Rado [1].

II. Metoda Perrona-Wienera-Brelota

§ 2.1. Nadharmoniczne majoranty. Celem tego rozdzialu jest wpro-
wadzenie pojecia nogélnionego rozwigzania zagadnienia Dirichleta. Uogol-
nienie to dotyczy dwoéch kwestii: obszaru, dla ktérego dane zagadnienie
jest rozpatrywane (nie zaklada sie regularnosci) oraz oblozenia na brzegu, .
o ktérym nie zaklada sie, ze jest ciagle.

Znanych jest kilka metod definiowania uogélnionych rozwigzan.
Najprostsza jest chyba metoda nadharmonicznyeh majorant, pocho-
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dzgca od Perrona [1]; Wiener uzywat aproksymacji obszaru od wewnatrz
przez obszary regularne. Istotny postep zawdzieczamy w tej dziedzinie
Brelotowi, ktéry w szeregu prac doprowadzil te koncepcje do dzisiejsze]
postaci. Utarlo sie laczyé metody poszukiwan uogélnionych rozwigzan
z tymi trzema nazwiskami i metode¢ przedstawiong tutaj nazywa sie me-
todg PWB.

Zatézmy, ze U jest ustalonym zbiorem z %,(RY), a f funkeja o war-
to$ciach rzeczywistych okre§long na U, z dopuszezalnymi wartos$ciami
400 i —oo. Oznaczmy przez @; klase wszystkich funkeji » nadharmonicz-
nych i ograniczonych z dolu na U, spelniajacych nastepujacy warunek:
(2.1) lim info(y) > f(¢) dla kazdego z2¢dU.

Y-z
Wprowadzamy réwniez dualng klase ¥; funkeji podharmonicznych,
ograniczonych z gory na U i speliajacych warunek
(2.2) lim supw(y) < f(2) dla kazdego ze0U.
Yy->2

Zalézmy, ze obie klasy sg niepuste (jest to np. spelnione wtedy,

gdy f jest funkeja ograniczona). Oznaczmy

Hy(x) = inf{v(x): veDs}, Hj(x) = sup{w(x): wePy}.

Poniewaz warunki (1.13) i (1.14) sg spelnione, H; i H; sa funkecjami har-
monicznymi na U, nadto z warunkéw (2.1), (2.2) i z zasady minimum
wynika, ze H; > H;. Stosujemy tu zasade minimum w nastepujace]
postaci: poniewaz funkcja u = H;—H; jest harmoniczna oraz
lim infu(x) > 0 dla kazdego 2¢0U, to u(xz) > 0 dla xeU.

XT3

Jezeli klasa @, jest pusta, a U jest obszarem (tzn. zbiorem otwartym
i spéjnym), to definiujemy H; = +oo dla zeU. Aby objaé réwniez ten
przypadek w jednolitej definicji funkeji H;, wprowadza si¢ pojecie funk-
cji hiperharmonicznej, czyli funkeji nadharmonicznej w sensie szerszym.
Tak nazywamy kazda funkeje spelniajgca warunki (i), (it) i (iii) wymie-
nione w § 1.4. Funkeja hiperharmoniczna jest nadharmoniczna w kazdej
skladowej, w ktoérej nie jest identycznie réwna 4 co. Mianowicie, z nie-
réownosei (1.10) wynika, ze jezeli v(x) < co dla pewnego z, to v(y) < oo
w zbiorze gestym w U.

§ 2.2. Funkcje rezolutywne. Funkecja f okre§lona na dU nazywa
sig funkcjq rezolutywna, jezeli obie klasy @; i ¥; sa niepuste oraz H()
= H,(x) dla kazdego xeU. Jezeli warunek ten jest spelniony, to funkcje
te oznaczamy przez H,(r) i nazywamy wuogolnionym rozwiqzaniem za-
gadnienia Dirichleta przy oblozeniu f. Poniewaz dla dowolnej funkeji
fe€(0U), dla ktorej istnieje zwykle rozwigzanie zagadnienia Dirichleta,
rozwigzanie uogélnione pokrywa si¢ ze zwyklym, mozemy uzywaé tego
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samego symbolu. Funkeja H,; nie musi byé ciagla na U nawet, gdy
funkcja f jest ciagla.

Rozwazmy nastepujaey przyklad: U = A\{0} (kolo bez §rodka),
0U = 04 U {0}, f(x) =0 dla xedd, f(0) =1. Wéwezas H;(x) = 0 dla
xeU (poréwnaj z (1.15)) i punkt x, = 0 jest punktem niecigglosci nogdl-
nionego rozwigzania.

Fundamentalne twierdzenie Wienera orzeka, ze kazda funkecja ciagla
jest rezolutywna, tzn. jezeli fe#(dU), to H; = H,;. Naszkicujemy teraz
najprostszy ze znanych dowodéw tego twierdzenia, ktéry ma jeszcze
te zalete, ze mozna go stosowaé¢ w bardzo ogélnych przypadkach.

Oznaczmy przez E zbioér funkeji rezolutywnych z € (0U), przez FE,
zbiér wszystkich funkeji z €(0U), ktére moga byé rozszerzone do funkeji
cigglych na U i nadharmoniecznych na U, wreszcie

B, ={fi—fa: fiely, frc By}

Stwierdzamy latwo nastepujace fakty: 1° E jest podprzestrzenig liniowa
domknieta przestrzeni ¥(0U). 2° E,C B, C E, mianowicie jezeli feE,,
to f mozna przedluzy¢ do funkeji u cigglej na U i nadharmonicznej na U,
skad ue®; i w > H,;. Z drugiej strony, dla dowolnego 2¢0U mamy
lim sup H;(#) < lim supu () = u(2) = f(2),
XT—rZ T2

skad H,eW; i H; < H;. Pokazaliémy wiec, ze feE, pociaga H; = H,,
tzn. fe H. 3° E, jest podprzestrzenig liniowa. 4° E,; jest podstruktura prze-
strzeni €(0U), tzn. jezeli feB, i geHl,, to

max(f, 9) = 3(f+g9+If—gl)<E;.

Wystarczy w tym celu wykazaé, ze feE, pociaga |fleE,, a to wynika
z definicji E; i z identycznosci

(fi—fal = fit+fa—2min(fy, f,),

a takze z faktu, ze zar6wno suma, jak i minimum funkeji nadharmonicz-
nych jest funkeja nadharmoniczng. 5° E, separuje punkty zbioru U,
tzn. jezeli z,e0U, z,¢0U, 2, #* 2,, to istnieje feF, takie, ze f(z,) # f(2,).
Otéz juz funkeje liniowe separuja R", a kazda funkeja liniowa jest har-
moniczna, wiec jej obcigcie nalezy do E,.

Zatem E, jest liniowa podstrukturg przestrzeni ¥(0U) separujaca
0U i na mocy strukturowej wersji twierdzenia Stone’a-Weierstrassa E,
jest geste w €(0U), skad E = €(0U).

Wiemy juz zatem, ze dla kazdej funkeji cigglej fe%(0U) istnieje
jednoznacznie okre§lone uogélnione rozwiazanie H,e#'%(U). Wyznacza
to operator liniowy z €(0U) do #%(U). Mozemy obecnie powtorzyé
rozumowanie przeprowadzone w §1.3 i wzér (1.4) definiuje nam miary
harmoniczne uY dla dowolnego zbioru Ue%,(RY) niekoniecznie regular-
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nego. Pozwala to nam réwniez scharakteryzowaé funkcje rezolutywne,
mianowicie funkeja f okreglona na 0 U jest rezolutywna wtedy i tylko wtedy,
gdy jest calkowalna wzgledem kazdej miary harmonicznej u ;s jezeli
warunek ten jest spelniony, to wzér (1.4) daje uogdlnione rozwigzanie
(Brelot, 1939). Twierdzenia tego dowodzi si¢ korzystajac z metody Da-
niella definiowania calki f fdup, mianowicie catke dowolnej funkeji f mozna
otrzymad, wychodzace z klasy funkeji ciaglych, przez dwukrotne przejscie
do granicy z monotonicznymi ciggami. Ze wzgledu na twierdzenia Har-
nacka odpowiednie ciggi nogdélnionych rozwigzan sg réwniez zbiezne.

Jezeli U jest obszarem, to z zasady minimum wynika, ze jezeli funkcje
harmoniczne H; i H; s3 réwne w chociaz jednym punkcie, to sa réwne
wszedzie. Opierajac sie na tym wnioskujemy, ze jezeli funkeja f okreslona
na dU jest calkowalna wzgledem jednej miary uZ, to jest réwniez catko-
walna wzgledem kazdej innej miary harmoniczne;j.

Mozna podaé inne metody definiowania uogdlnionego rozwigzania
H;. Metoda Wienera polega na aproksymowaniu od wewnatrz dowolnego
obszaru obszarami regularnymi.

Wiszystkie metody prowadza do tego samego wyniku, o ile tylko
spelniona jest zasada minimum. Zachodzi bowiem nastepujace twierdze-
nie (Kieldysz, 1941):

Niech U bedzie obszarem ogramiczonym, a L, dowolnym odwzorowaniem
przestrzent €(0U) w H#(U) spetniajacym nastepujgce warunki: 1° jezeli
f =g, t0 Ly = L, i na odwrdt, 2° jezeli dla funkcji f istnieje zwykle rozwiq-
zamie zagadnienia Dirichleta (tzn. jeieli funkcja H; jest ciagta na U), to
H; = L;. Wowczas Ly = H; dla kazdej funkeji fe#(0U).

§ 2.3. Zupelno$é strukturowa przestrzeni funkeji harmonicznych.
Przestrzen #%(U) funkeji harmonicznych i ograniczonych na zbiorze
otwartym i ograniczonym U jest strukiurg liniowq przy naturalnej de-
finicji cze$ciowego porzadku: w,>u,, gdy %, (x)>=> u,(z) dla xe U. Zdanie
to kryje w sobie gleboka tresé i jest kluczem do zrozumienia metody Per-
rona i jej uogélnien. Oznacza ono, ze dla dowolnych dwéch funkeji
U, e B(U) 1 u,e*#(U) istnieje najmniejsza funkcja ue# % (U) taka,
e u = u, 1 4 > u,; bedziemy ja oznacza¢ symbolem w, V #,. Nalezy wy-
raznie jednak rozrézniaé u,Vu, (supremum w przestrzeni #%(U)) od
funkeji podharmonicznej
(2.3) v(x) = max [u; (), uy(2)],

ktéra jest rOwna supremum pary #,, u, w przestrzeni wszystkich funkeji-
cigglych na U. Podprzestrzen, ktdéra jest strukturg w czesciowym po-
rzagdku indukowanym przez caly przestrzen, nie musi bydé podstrukturs,
tzn. supremum relatywne (ze wzgledu na podprzestrzen) nie musi pokry-
waé sie z supremum ze wzgledu na caly przestrzeni. Dobrg ilustracje
stanowi tutaj podprzestrzen przestrzeni ¥ (<0,1)>) zlozona z funkeji li-



Przeglad metod w teorii potencjatu, I 159

niowych na <0,1); dla dowolnych dwoéch funkeji liniowych u, i u, na
(0, 1) istnieje najmniejsza funkecja liniowa majoryzujaca te dwie dane,
otrzymana przez liniowa interpolacje wartoSei max[u,(0), u(0)] oraz
max [#, (1), us(1)], natomiast funkeja (2.3) jest lamang, niekoniecznie
liniowa.

Przypusémy, ze u, i u, sg dowolnymi funkecjami z ##(U) i ze U jest
obszarem ograniczonym o dostatecznie gltadkim brzegu. Istnieja wéwczas
dla prawie kazdego ze¢dU granice katowe u,(2) i u,(2) i funkeja u,V u,
wyraza si¢ wzorem

(0 V ug) (2) = [ max [us (2), ua(2)] e (d)
U

Supremum #%, V #, w strukturze #%(U) odpowiada punktowemu supre-
mum na brzegu.

Nastepujaca konstrukeja pozwala wyznaczy¢ funkeje u; v u, dla do-
wolnych 4, e#° B (U), uye# % (U) bez zadnych zalozen o brzegu. Oznaczmy
w(x) = inf{v(x): veF}, gdzie F jest klasg wszystkich funkeji nadharmo-
nicznych majoryzujgcyech u, i u, jednocze$nie. F jest klasa niepusta,
u; 1 u, bowiem s3 wspoélnie ograniczone. Poniewaz warunki (1.13) i (1.14)
s3 w tym wypadku spelnione, funkeja w jest harmoniezna; jest to szukana
funkeja u, V u,.

Dokladnie ta sama metoda pozwala udowodnié¢ istnienie w; V u, dla
dowolnej pary u,, #, funkeji harmonicznych, o ile istnieje chociaz jedna
funkeja nadharmoniczna majoryzujgea %, i %, jednocze$nie. Funkcja
taka moze jednak nie istnieé. Przestrzen s (U) nie jest strukturg liniows,
nawet gdy U jest kolem jednostkowym A. Najlatwiej to uzasadnié w spo-
s6b nastepujacy. Gdyby #(4) byla strukturg liniowa, to kazda funkecja
harmoniczna na 4 bylaby réznicg dwéch funkeji harmonicznych nieujem-
nych. Funkeje harmoniezne dodatnie maja jednak skoiiczone granice ka-
towe prawie wszedzie na brzegu 04, mianowicie jezeli 0<u e (4), to u
= —log|f|, gdzie f = exp(— u—iv) jest funkecja holomorficzna ograni-
czong, ktéra ma granice katowe rozne od zera prawie wszedzie (Leja [1],
str. 398 i 408). Z drugiej jednak strony istnieje funkeja holomorficzna
f = u-+14v nie majaca granic katowych w zbiorze miary dodatniej (Leja
[1], str. 400), zatem albo jej czeS¢ rzeczywista, albo urojona nie moze
byé przedstawiona jako réznica dwéch funkeji harmonieznych nieujem-
nych.

Przestrzenn ##(U) jest nie tylko strukturg liniowa, ale jest nawet
strukturg warunkowo zupelns, tzn. kazdy zbiér ograniczony w #%(U)
ma supremum w #'%(U). Mianowicie, jezeli {u,} jest dowolng rodzing
funkeji harmonicznych oraz istnieje funkcja harmoniczna w taka, ze
U, < u dla kazdego a, to istnieje tez najmniejsza funkeja harmoniczna
0 tej wilasnodci. Dowod tego mozna przeprowadzié bezposrednio (jak
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w wypadku dwéch funkeji), albo korzystajac z faktu udowodnionego
dla skoniczonej liczby funkeji i twierdzen Harnacka o zbieznos$ci monoto-
nicznych ciggéw funkeji harmonicznych (ciag pozaskonezony monoto-
niczny, ztozony z roéznych funkeji harmonicznych, musi byé przeliczalny).

Podobnie mozna wykazaé, ze jeseli {v,} jest dowolng rodzing funkeji
nadharmonicznych 4 istnieje funkcja podharmoniczna w taka, ze w < v,
dla kasdego a, to istnieje najwicksza funkcja harmoniczna u taka, Ze
u < v, dla kaidego a.

Twierdzenia takie sa stuszne réwniez dla obszaréw nieograniczonych.

§ 2.4. Réownanie przewodnictwa cieplnego. Réwnanie

ou
Au == o
opisuje temperature ciala jednorodnego w punkecie x i w chwili £; jest naj-
prostszym réwnaniem parabolicznym i w tradycyjnym ujeciu bylo od-
dzielane od teorii réwnat eliptycznych. Sternberg (1929) pierwszy zwré-
cil nwage na to, ze zagadnienie Dirichleta, czyli pierwszy problem brze-
gowy, moze by¢ rozwigzywane dla réwnania ciepta zupelnie analogicznie.
Kazdy punkt (@,..., %y, 1) <R posiada N wspétrzednych przestrzen-
nych oraz wspolrzedns czasowa. Dla réwnania Laplace’a najprostszymi
obszarami regularnymi sg kule, tutaj podebng role odgrywaja otwarte
sympleksy (N +1)-wymiarowe, takie Ze ich N-wymiarowe podstawy 83
prostopadle do osi czasowej, a wierzcholki przeciwlegle tej podstawie
maja wspllrzedng czasowy wiekszg od wspélrzednej czasowej pod-
stawy.

Rys. 1 Rys. 2

Rysunek 1 przedstawia sympleks tego rodzaju dla R? (tzn. dla jedno-
wymiarowego réwnania ciepla ug, = u;), a rysunek 2 dla R® (tzn. dla
dwuwymiarowego réwnania ciepta). W kazdym przypadku wierzcholek
sympleksu lezy powyzej jego podstawy. Kierunkowo$é czasu zwigzana
z fizycznym znaczeniem réwnania odgrywa tu istotng role.
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Dla takiego sympleksu V mozna wprowadzié pojecie miary parabo-
licznej v, punktu xeV w sposéb analogiczny do miary harmonicznej.
Miara », jest absolutnie ciagla wzgledem miary powierzchniowej, zatem

vy (dy) = @u(y)dy
i jezeli feC(aV), to funkecja
w@) = [f)gs(2)dz

ov

jest rozwigzaniem réwnania Aw = u; w sympleksie V, ciaglym na brzegu
i takim, ze u(z) = f(z) dla 2e0V. Funkcja ¢, zeruje si¢ powyzej punktu x
(na czeSci MCN brzegu na rysunku 1), skad wynika, ze miary vy nie mu-
sza byé absolutnie ciggle jedna wzgledem drugiej.

Metoda PWB moze byé przeprowadzona dla réwnania ciepla dla

dowolnego zbioru U otwartego i ograniczonego w RY*! i kazda funkcja
ciggla na 0U ma uogdlnione rozwigzanie, ktére moze byé wyrazone za
pomocg uogélnionych miar parabolicznych; rozumowania te prowadzi
sie analogicznie do sposobu opisanego w 2.1. Zachodzy jednak pewne
istotne rdznice.
s Przede wszystkim obszary o bardzo prostej strukturze geometrycz-
nej mogg nie byé regularne (np. sympleksy nie sg regularne, gdy odwro-
cimy je wierzchotkiem w dol). Twierdzenie Harnacka nie jest prawdziwe
w tym samym sformutowaniu, co dla réwnania Laplace’a, zachodzi jed-
nakze nastepujace twierdzenie:

Jezeli {u,} jest rodzing filtrujaca w gore rozwiqean réwnania Au = u;
oraz funkcja u(x,t) = supu.(x,t) jest skoriczona w zbiorze gestym, to jest
skoviczona 1t ciagla wszedzie, a takie jest rozwiqrzaniem tego rownania.

Twierdzenie to umozliwia przeprowadzénie dowodu rezolutywnosei
funkeji ciagtych przy metodzie PWB dla réwnania ciepla, nieraz jednak
dowody komplikujg sie i dlatego uzywanie tej metody wymaga pewnej
ostroznogei.

§ 2.5. Aksjomatyczne ujecie zagadnienia Dirichleta, Widzielismy,
ze metoda PWB moze byé stosowana nie tylko do réwnania Laplace’a
Au = 0, lecz réwniez do innych réwnan.

Uogdblnienia dotycza nie tylko ogdlniejszej klasy réwnan (eliptycz-
nych lub parabolicznych), lecz idg réwniez w innych kierunkach, np.
obszary w U zastepuje sie przez przestrzenie Greena. Przestrzen Greena
jest uogdlnieniem powierzehni Riemanna typu hiperbolicznego do wiek-
szej ilogei wymiaréw. Definicja ulega modyfikacji o tyle, ze zamiast od-
wzorowan konforemnych dla N = 2 rozpatruje sie izometrie dla N >3
"(niekoniecznie zachowujace orientacje). Zastgpienie odwzorowania kon-
foremnego przez izometrie podyktowane jest tym, ze kazdy homeomor-

Prace Matematyczne VIII, 2 11
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fizm ¢ obszaru V C RV na obszar W C RV zachowuje laplasjan wtedy
i tylko wtedy, gdy jest izometrig (patrz Gehring i Haahti [1]), natomiast
na plaszezyznie kazde odwzorowanie konforemne zachowuje laplasjan.

Wynika stad, ze znalezienie prostego systemu aksjomatycznego
wystarczajacego na sformulowanie i rozwigzanie zagadnienia Dirichleta
byloby rzecza pozyteczng. .

Dla kazdego rozpatrywanego typu réwnan rézniczkowych wystar-
czyloby sprawdzié, czy sg spelnione aksjomaty i to gwarantowaloby
mozliwo$é rozwiniecia teorii bez konieczno$ci zmudnego powtarzania
wszystkich krokoéw.

Najbardziej rozwiniety jest system Brelota ([2], [8], [9]), ktéry
stosuje sie do dos¢ szerokiej klasy réwnan eliptyeznych. Doob [1] podat
system aksjomatyczny obejmujacy rdéwniez réwnanie ciepla, bardziej
jednakze skomplikowany. Najlepszym wydaje si¢ obecnie uklad aksjo-
matow H. Bauera [1], ktéry jest modyfikacja systemu Brelota i obej-
muje réwniez réwnanie ciepla.

Naszkicujemy tutaj gléwna koncepcje aksjomatyki Bauera. Dana
jest przestrzen lokalnie zwarta X oraz, dla kazdego zbioru otwartego
U C X, dana jest klasa »# (U) funkeji zwanych harmonicznymi. Przyjmuje
sie nastepujace aksjomaty:

() #(U) jest podzbiorem liniowym przestrzent €(U); jeiele U, jest
podzbiorem otwartym zbioru U oraz we#' (U), to funkcja obcigta w| U, na-
lezy do # (U,); funkcja lokalnie harmoniczna jest harmoniczna, ten. jeseli
dla kazdego xeU istnieje otoczenie G, tego punktu takie, ze |Gy H (Gy),
to ued(U).

(II) Zbiory regularne stanowiq baze otoczen w X. .

(Zbiér V nazywa sie regularny, jezeli jest otwarty, relatywnie zwar-
ty i ma te wlasno§é, ze istnieje operator liniowy, izometryeczny i izoto-
niczny f — H; przeprowadzajacy €(0V) na #€(V), taki ze H;(x) = f(x)
dla zedV). :

Aksjomaty (I) i (II) pozwalaja zdefiniowaé miary harmoniczne
ul dla V regularnych, funkcje nadharmoniczne (dokladnie tak samo
jak w §1.4) oraz udowodnié zasade minimum w nastepujacej postaci:
jezelive#t (U), zbiér U jest otwarty i relatywnie zwarty i lim info(z) > 0

X2

dla zedU, to v = 0.
(IIX) Jeteli w,e X, x,e X i @, # @y, to istnieje funkcja ve# 1 (X) taka,
ge v(z,) # v (%)
(IV) Jezeli {uglsca jest dowolng mniepustq fillrujaca w gére rodzing
funkeji harmonicznych na U oraz
u (@) = sup{u,(®): aed} << oo
dla xeU, to west’ (U).
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Jest to znacznie oslabiona forma twierdzenia Harnacka. Komplikacja
pochodzi stad, ze jezeli u jest rozwigzaniem réwnania ciepla, U C RV ™!,
u > 0 oraz u(x,) = 0 w punkcie wewnetrznym obszaru U, to funkeja »
nie musi byé identyeznie réwna zeru.

Aksjomaty (I)-(IV) pozwalajg zdefiniowad uogdlnione rozwigzania,
udowodnié, ze kazda funkeja ciagla jest rezolutywna, wprowadzié miary
harmoniczne dla dowolnych zbior6w otwartyeh relatywnie zwartych
oraz (przy dodatkowym zaltozeniu, ze X jest przestrzenia metryczna
ofrodkowa) udowodnié twierdzenie, ze rezolutywnosé funkeji f okreflo-
nej na 0U jest r6wnowazna catkowalnosei f wzgledem kazdej miary
harmonicznej ul (jakkolwiek miary harmoniczne nie musza byé wza-
jemnie absolutnie ciagle). Mozna réwniez wprowadzi¢ pojecie punktu
regularnego, pojecie wymiatania, bariery itd. (patrz rozdziat III). Nie-
ktore twierdzenia z teorii r6wnania Laplace’a s3 falszywe w tej ogo6lnosci,
np. twierdzenie Evansa-Kelloga (§ 4.6) nie zachodzi dla réwnania ciepla.

Rzecz oczywista, zZe to bardzo ogdlne podejicie zostalo okupione
skomplikowaniem niektérych dowoddéw, ktére sg proste, jezeli jest sie
w posiadaniu silnej zasady minimum dla rozwiazan réwnania Awu = 0,
jednakze dowody podane przez Bauera nie korzystaja z zadnych gleb-
szych frodkéw (wykorzystuje sie wlasno$ci funkeji péleiggltych i miar
Radona na przestrzeniach lokalnie zwartych).
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III. Zbiory cienkie. Wymiatanie. Punkty regularne

§ 3.1. Pojecie zbioru cienkiego w punkcie. Zbiér EC RY nazywa sie
cienki (ang. thin, franc. effilé, niem. diinn) w punkecie y, jezeli albo y nie
jest punktem skupienia zbioru E, albo istnieje funkeja « nadharmoniczna
W pewnym otoczeniu punktu y i taka, ze
(3.1) u(y) < liminfu ().

>y, xeE
Aby lepiej zrozumieé te definicje, poréwnajmy (1.11) i (3.1). Istnieja
funkeje nadharmoniczne nieciggle w y; dla takich funkeji mamy

u(y) = lim infu () < lim supu (),
—Y T—>Y
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totez jezeli dopuscimy nie wszystkie mozliwe ciggi x, -y, lecz tylko
pewne z nich, nalezace do zbioru FE, to otrzymamy ostrag nieréwnosé
(3.1); takie zbiory E nazywamy cienkimi w y. Jezeli obszar U ma brzeg:
dostatecznie gladki, to zaréwno U, jak i R¥\ U nie s3 cienkie w zadnym
punkcie brzegu 0U.

7 réwno$ci (1.11) wynika, ze zbiér nie moze byé cienki w swoim
punkcie wewnetrznym. Suma dwdch zbior6w cienkich w y jest cienka
w y. Kazdy podzbiér zbioru cienkiego w y jest cienki w y. Dowodazi sie,
ze jezeli y jest punktem skupienia zbioru E, to (3.1) jest réwnowazne
istnieniu funkeji » nadharmonicznej w otoczeniu punktu y, takiej, ze

v(y) <<oco i lim v(x) = oo.
Ty, xel
Jezeli E jest zbiorem domknietym zawartym w obszarze ograniczonym
W oraz y<0FE, to F jest cienki w y wtedy i tylko wtedy, gdy nie istnieje
funkcja nadharmoniczna i dodatnia w W\ E, dazgca do 0 przy « zmierza-
jacym do y.

§ 3.2. Topologia Cartana. Oznaczmy przez 2 rodzine wszystkich
zbior6w A takich, ze RV\ A jest cienkie w kazdym punkecie zbioru A.
Stwierdzamy latwo nastepujace fakty: 1° kazdy zbiér otwarty nalezy
do 2, 2° suma dowolnej ilo§ci zbioréw z 2 nalezy do 2, 3° przekr6j skon-
czonej ilo§ci zbioréw z 2 nalezy do 2. Wynika stad, ze 2 jest rodzing
zbioréw otwartych w pewnej topologii, zwang topologiq Cartana (franc.
topologie fine). Innymi slowy, otoczeniem punktu x jest dowolny zbiér A
taki, ze <A oraz R¥\ 4 jest cienkie w a.

Jest to topologia silniejsza od zwyklej, zarazem jest to najstabsza
topologia, w ktorej kazda funkeja nadharmoniezna jest ciggla (Cartan).
Punkt y nalezy do domkniecia zbioru ¥ w tej topologii wtedy i tylko wtedy,
gdy E nie jest cienkie w y, a zatem z (3.1) wynika, ze jest to topologia
kompletnie regularna.

§ 3.3. Zbiory polarne. Zbiér F nazywa sie zbiorem polarnym jezeli
jest cienki w kazdym swoim punkcie. Dowodzi si¢, ze zbiér I/ jest polarny
wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego punktu x<FE istnieje funkcja v*
nadharmoniczna w pewnym otoczeniu V tego punktu i taka, ze v(y) = oo
dla kazdego yeE ~ V.

Definicja podana tu ma charakter lokalny i nie zalezy od obszaru,
w ktérym rozwazamy funkeje nadharmoniczne; réwnowazna jest jednak
analogicznej definicji globalnej. Dowodzi si¢ mianowicie, ze jezeli F jest
zbiorem polarnym i B C RY, N > 3, to istnieje funkeja w nadharmoniczna
na RY i taka, ze w(x) = oo dla weFE; dla dowolnego ustalonego punktu
@, ¢ E mozna dobraé funkeje w tak, ze w(x,) < oco.

Zbiory polarne maja nastepujace wlasnodei: 1° kazdy zbiér polarny
jest brzegowy, 2° kazdy zbidr przeliczalny jest polarny, 3° kazdy pod-
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zbiér zbioru polarnego jest polarny, 4° suma przeliczalnej liczby zbioréw
polarnych jest zbiorem polarnym, 5° jezeli A jest zbiorem polarnym
i domknietym, a u jest funkcja nadharmoniczng i ograniczong z dotu
na U\ 4, to # ma (jednoznaczne) rozszerzenie do funkeji nadharmonicznej
na U (w szezegé6lnodci jezeli » jest funkeja harmoniczng i ograniczong na
U~ A4, to » ma przedluzenie do funkcji harmonicznej na U).

Zbiory polarne odgrywaja w teorii potencjalu role podobng do roli
zbioréw miary zero i zbioréw pierwszej kategorii Baire’a w teorii funkeji
rzeczywistych. Jegli jaki§ warunek zachodzi wszedzie z wyjatkiem pewnego
zbioru polarnego, to méwimy, ze zachodzi on quast wszedzie.

Pokazemy jeszcze, ze jezeli A jest zbiorem polarnym, a U dowol-
nym obszarem ograniczonym, to zbiér A ~0U ma miare harmoniczng
zero. Istotnie, niech v bedzie funkeja nadharmoniczng na RY, nieujemng
i taka, ze v(y) = oo dla yeA. Istnieje woéwezas punkt x nalezgcy do U
taki, ze v(x) < co i z nieréwnoseci (1.10), ktdéra jest prawdziwa nie tylko
dla obszaréw regularnych, ale i dla dowolnych obszaréw ograniczonych,
otrzymujemy nieréwnosci

0< [ o()pd () < [o@)pd (d) < v(@) < oo,
A~0U U
skad wynika, ze ul(4~0U) = 0.
Opierajac si¢ na tym mozna latwo udowodnié, ze kazdy zbiér po-
larny jest miary Lebesgue’a zero.

§ 3.4. Funkeje quasi nadharmoniczne. Funkcja w nazywa si¢ funk-
cja quasi nadharmoniczng na U jezeli jest réwna quasi wszedzie pewnej
funkeji nadharmonicznej na U, ktéra jest w tym wypadku wyznaczona
jednoznacznie przez funkecje # i réwna

(3.2) regu(z) = lim infu (y)
YL

dla zeU. Proces przejécia od # do regu nazywa sie regularyzacjq dolng
funkeji #. Na przyklad, funkeja w, zdefiniowana wzorem (1.15) jest quasi
nadharmoniczna na 4, a regw, = 0.

Bardzo wazng role w teorii potencjalu odgrywa nastepujace twier-
dzenie Cartana:

Jeieli F jest dowolng rodezing funkeji mnadharmonicznych lokalnie
ograniczonych z dotu ma zbiorze otwartym U, to funkcja

u(w) = inf {v(x): vF}

jest quasi nadharmoniczna na U.
Z twierdzenia tego bedziemy czesto korzystad.
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§ 3.5. Ogolne pojecie wymiatania. Opiszemy teraz pewien bardzo
wazny schemat postepowania, ktérego dwa przypadki szezegdlne (wy-
miatanie miary i szukanie potencjatu pojemno§ciowego) opiszemy w roz-
dziale IV i V.- .

Zatozmy, ze Ue%(RY) dla N >3 lub Ue%,(R*). Rozpatrzmy usta-
long funkecje » nadharmoniczng i nienjemnsa na U oraz ustalony zbiér E
zawarty w U. Oznaczmy

F={uet(U): wu=>0, u(y) =0y da yek},
RE(x) = inf {u(x): uF).

Poniewaz rodzina & spetlia warunki (1.13) i (1.14) na zbiorze UN\E,
funkeja RY jest harmoniczna na UNE. Na moey twierdzenia Cartana
(§ 3.4), RY jest funkeja quasi nadharmonieczng na U, a zatem funkeja
zregularyzowana

BE (x) = lim inf RF (y) = reg R (¢)

: Y-
jest nadharmoniczna; nazywa sie ona funkcjq ekstremizowanq funkeji o
wzgledem UNE lub tez funkecja wymieconqg wzgledem zbioru E. Jest to
najwieksza funkcja nadharmoniezpa spelniajaca nastepujace warunki:

(a) 0 <BY <RF<wvna U,
(b) BE jest harmoniczna na UNE oraz BZ = v quasi wszedzie na E.

Zauwazmy, ze BY zalezy jedynie od wartoSei funkeji v na zbiorze E;
ponadto zalezy ona w sposéb monotoniczny od E, tzn. FCE pocigga
BY < BE. Jeieli Ve%,(U), to

v(x) dla zeUNV,

(3.3) RN (2) = fv(z),ug(dz) dla eV,
oV

jezeli ponadto VeZ(U), to RO\ (w) = BY\" (») dla kazdego we U. Wzér
ten wskazuje na zwigzek uogélnionych rozwiazan z pojeciem wymiatania;
historyeznie odpowiada to podejéciu Poincarégo.

§ 3.6. Kryteria regularnosci punktéow brzegowych. Punkt z lezacy
na brzegu 0U zbioru Ue%,(RY) nazywa sie punktem regularnym, jezeli
warunek
(3.4) lim Hy(x) = f(2)

x>z, U

jest speliony dla dowolnej funkeji fe€(0U), w przeciwnym wypadku
punkt z nazywa sie¢ punktem nieregularnym. Tak wiee zbior U jest regular-
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ny wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy jego punkt brzegowy jest regularny.
Zbiér punktéw regularnych brzegu 0U oznacza¢ bedziemy symbolem
0, U. Z uwagi na (1.8) mozemy powiedzie¢, ze z¢0, U wtedy i tylko wtedy,
gdy warunek x —z pociaga zbieznosé ud — 8, w slabej topologii zbiorn
A (0U) omawianej w § 1.2. Klasyczne przyklady Zaremby i Lebesgue’a
pokazuja, ze rozmaite ostrza moga byé nieregularne. Poniewaz badanie
regularnofei punktéw ma podstawowe znaczenie w teorii zagadnienia
Dirichleta, opracowano szereg kryteriow regularnosci. Oto niektore
z nich.

1. Punkt 20U jest reqularny wtedy & tylko wtedy, gdy istnieje bariera
tego punktu; barierq punktu z¢9dU nazywamy kazdg funkcje w nadharmo-

niczng i dodatnig na U oraz taka, ze lim w(x) = 0. Koniecznodé tego wa-
T—>2

runku mozna wzmocnié¢ zadajac, aby funkeja ta miala ciagle rozszerzenie
na U (patrz §4.8).

2. Punkt z¢0U jest regularny wtedy i tylko wtedy, gdy dopelnienie
zbioru U mie jest cienkie w tym punkcie.

3. Punkt 2e0U jest regularny wtedy ¢ tylko wtedy, gdy dla dowolnej
funkeji w nadharmonicznej w pewnym zbiorze otwartym W zawierajgcym U
zachodzi réwnosé

u(z) = BNV (z).
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1V. Potencjaly

§ 4.1. Rozklad Riesza. W calym tym rozdziale zaklada¢ bedziemy,
ze U jest dowolnym obszarem w RY przy N > 3 lub obszarem ograniczo-
nym przy N = 2.

Funkeja v okreslona na U nazywa si¢ potencjalem, jezeli jest nadhar-
moniczna, nieujemna oraz funkeja 0 jest jej najwieksza harmoniezna
minorantg (w sensie omdéwionym w § 2.3), tzn. v jest potencjatem, gdy
ve#1(U), v >0 oraz warunki we# (U), 0 <u <o pociagaja u = 0.
W § 4.3 uzasadnimy, ze jest to naturalne uogélnienie pojecia potencjatu
grawitacyjnego. Z definicji tej wynika natychmiast, ze jezeli w jest nad-
harmoniczna, » jest potencjatem i 0 < w < v, to w jest tez potencjatem.
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Z rozwazan § 2.3 wynika latwo nastepujace twierdzenie F. Riesza:

Jezeli funkcja nadharmonicena na U ma chociaz jedng harmoniceng
minoranie (W szczegdlnofei jezeli jest ograniczona z dola na U), to moze
byé przedstawiona jednoznacznie w postact

(4-1) v = /vha,r_l_/vpow

gdzie vy, jest funkcjq harmoniceng, a v, potencjalem; vy, jest w tym przy-
padku najwiekszq harmonicang minorantq funkcji v (3).

§ 4.2. Funkcja Greena. Rozwiqzaniem fundamentalnym réwnania
Laplace’a nazywamy funkcje

—log|xz| dla N = 2 (potencjat logarytmiczny),

(4.2) k@) =] 1

I—W dla N > 3 (potencjal newtonowski).
x

Jest to funkeja nadharmoniczna na RY (N > 2) i zarazem jest to poten-
cjal na zbiorze 4 dla N = 2 i na RY dla N > 3 (jedynym potencjatem
na R? jest potencjal zerowy).

Zalézmy, ze y jest ustalonym punktem zbioru U. Zastosujemy
twierdzenie (4.1) o rozkladzie do funkeji &,(x) = h(z—y), rozpatrywanej
jako funkecja nadharmoniczna ograniczona z dolu na U. Potencjalowy
skltadnik rozktadu h, = (hy)nar+ (Py)por, tzn. rozkladu (4.1) funkeji pod-
stawowej przesunietej do punktu ye U, nazywa sie funkcja Greena obsza-
ru U 2 biegunem w punkecie y; oznaczana jest ona przez Gf ().

Zalézmy, ze U jest obszarem ograniczonym i oznaczmy przez H;
uogélnione rozwigzanie przy oblozeniu (ciaglym) f(z) = h,(2) dla 2¢0U.
Wéwezas h,—H; jest funkeja nadharmoniczng i nieujemng na U, nadto
hy(x)—Hy(x) - 0, gdy @ — 2 (xeU) oraz 2¢0,U. Mozna wiec powiedziec¢,
ze h,—H, zeruje sie quasi wszedzie na dU, skad wynika, ze h,—H; jest
potencjalem, a zatem h, = H;+ (h,—H/) jest rozkladem (4.1) funkeji ,.
Wynika stad podstawowy wzér

(4.3) 67 @) = hy(@) — [ hy(2)ul (@) = hy(@)—F (@, y).
oU

Opierajac sie na réwnosci hy,(x) = h,(y) 1 na wzorze (4.3) mozna
dowie§é, ze Gf (x) = GY (y)(3); ze wzgledu na te symetrie uzywa sie réwniez
zapisu GY(z,y) i méwi sie o jadrze Greena. Litere U w dalszym ciggu
bedziemy opuszczaé wtedy, gdy nie bedzie watpliwodei jaki obszar jest

(?) Sformulowanie tego twierdzenia przypomina twierdzenie o rozkladzie miary
na czedé absolutnie ciagla i osobliwa; oba te twierdzenia sy szczeglélnymi przypad-
kami ogélnych twierdzen o rozkladach w strukturach liniowych zupelnych.

(3) F(x,y) jest najmniejsza funkecja harmoniczng zmiennej x nie wiekszg od
h(x—y) oraz F(y,x) < h(x—y), zatem F(x,y) > F(y, x).
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rozwazany. Jezeli przyjaé¢ G,(r) = 0 dla y<0,U, to z (4.3) wynika, ze G,
jest funkcja ciagla w kazdym punkecie regularnym i jest ona wspélng
barierg dla wszystkich punktéw z 0, U, natomiast jest nieciagla w kaz-
dym punkeie nieregularnym, tzn. dla dowolnego y<U warunek

(4.4) lim sup GV (x, y) >0

T2

jest warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, by punkt z¢0U byl
nieregularny.

Jezeli Ve¥%.(U), to miedzy funkcjami Greena obu zbioréw zachodzi
nieréwnosé @7 (x,y) < GY(x,y) dla x,yeV oraz zwigzek

45) 6@,y =@y~ [V, 2)uy(de) dla  @,yeV.
14

Wynika stad nastepujaca regula zamiany wskaznikéw

(4.6)  [GU(x,2)puy (d2) = @Y (2, 9)—G" (@, y) =
v

="y, 0)—6" (y,2) = [G7(y,2)u (de)
oV

dla Vegc(U), ZTe V, Ye V.
Udowodnimy jeszcze, ze jezeli Ve¥%,(U), to

(4.7) [GV(@,2)py (d2) = G7(z,y)  dla  @cUNV, yeV.
oV

-

Gdy x¢7, to funkeja GJ jest harmoniezna na ¥ i (4.7) wynika z (1.6).
Ustalamy teraz zedV i yeV, stosujemy (4.6), lemat Fatou i korzystamy
z polcigglosei funkeji GY (x). Wowezas

[6% (@, )y (d2) < [ limint GV (2, 1)y (d2) <
oV ov t:V,t—;a;

<limint [6Y(z,y)uf (de) < |u!|| sup G¥(z,9) < oo.
teV, >z 57 zedV

Wynika stad, ze funkcja GY jest rezolutywna na 0V (patrz § 2.2) i istnieje
uogdlnione rozwigzanie w(t) = [ GY(z,x)ul (dz) dla te<V, oraz t—z
av

pocigga u(t) > G¥ (z) dla dowolnego z¢d, V\{x}; zatem u(f) = G (t) dla
kazdego teV, w szezegélnoSei u(y) = G¥ (y).

Jezeli V,e%,(U), V,CVppy dla n=1,2,... oraz U = |JVa, to
N=1

(4.8) GY(x, y) = lim G"n(w, y).
N—>00
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§ 4.3. Potencjaly Greena. Z elektrostatycznego punktu widzenia
funkeja Greena obszaru tréjwymiarowego jest potencjalern ladunku
punktowego umieszczonego w punkeie y przy uziemieniu brzegu obszaru U.
Jezeli natomiast potencjatl jest wyznaczony przez pewien rozklad ladun-
kéw stalego znaku, to

w(@) = Y G@, y) g+ [G(@,y)e.(y)o(dy)+
+ [[G @y es@) S+ [ [ [ 6@,y e.(9)dy,

gdzie poszczegolne skladniki odpowiadaja ladunkom punktowym, roz-
ktadowi krzywoliniowemu o gestosei ¢,, rozkladowi powierzchniowemu
o gestodci gy oraz rozkladowi przestrzennemu o gestosci o,. Z matema-
tycznego punktu widzenia ladunek jest miarq Radona, podobnie jak masa
jest nieujemng miara Radona, jest to bowiem niewatpliwie funkcja
zbioru, a przeliczalna addytywnosé jest postulatem zgodnym z faktami
do§wiadczalnymi. Traktowanie takie obejmuje w sposéb jednolity i ele-
gancki wymienione powyzej miary, jakkolwiek pewne miary (np. miary
osobliwe konstruowane za pomocg zbioru Cantora) moga nie mieé inter-
pretacji fizycznej. Nalezy tu podkreslié, ze ujecie to nie obejmuje poten-
cjatéw dipolowych, takich jak potencjal warstwy podwoéjnej, ktérych
wyjasnienie wymaga teorii dystrybucji.

W dalszym ciggu przez mase rozumieé bedziemy dowolna nieujemng
miare Radona u na obszarze U (zgodnie z umowg przyjeta w § 1.2, masa
moze przyjmowac¢ wartoSci nieskonczone). Zakladaé bedziemy ponadto,
ze w rozpatrywanym obszarze istnieje funkcja Greena G(z, y). Wyrazenie

(4.9) (@) = G,(2) = [ G, y)pdy)
U

nazywa sie potencjalem Greena masy p na obszarze U. Jezeli masa u jest
skoncentrowana na pewnym zbiorze zwartym zawartym w U, to G,
jest funkeja nadharmoniczna i nalezy do najmniejszego domknietego
idealu strukturowego zawierajacego funkeje G, (yeU), a wiec jest poten-
cjalem w sensie definicji z § 4.1 (mozna to pokazaé¢ stosujac twierdzenia
o przechodzeniu do granicy pod znakiem catki). Jezeli masa u nie jest
skoncentrowana na pewnym podzbiorze zwartym obszaru U, to przed-
stawiamy U w postaci U = | JF,, gdzie F, sa zbiorami zwartymi. Wéw-
czas "

G, (0) =1lim G, (v) = lim [ G(w,y)u(dy),

n—>00 N—>00 Fn

gdzie u,(F) = u(E~F,). W ten sposéb przedstawiamy G, jako granice
rosngcego ciaggu potencjaléw, skad wynika, ze G, jest réwniez potencja-
tem, o ile tylko G, (x) < oo chociaz w jednym punkcie ze U. W ten sposéb
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wzor (4.9) przyporzadkowuje pewnym masom potencjaly. Odwrotne
twierdzenie jest rowniez prawdziwe, mianowicie kagdy potencjal jest poten-
cjatem Greena pewnej masy u 1 masa ta jest wyznaczona jednoznacznie przez
swdj potencjal.

Glebokie to twierdzenié pochodzi od F. Riesza, a jego najelegantszy
i najnaturalniejszy dowod daje teoria dystrybucji. Ponizej naszkicujemy
dowéd tego twierdzenia uwypuklajgce strone rachunkows, a pomijajac
szereg trudnosei technieznych.

Punktem wyjdcia jest uwaga, ze jezeli v jest funkeja o cigglych
drugich pochodnych czastkowych, to warunek

(4.10) Ao <0

jest konieczny i dostateczny na to, by » byla funkejs nadharmoniezng.
Jezeli v jest funkcja nierdzniczkowalng, to mozna rozpatrywaé Av jako
dystrybucje; gléwnym punktem dowodu twierdzenia Riesza jest poka-
zanie, ze dla dowolnej funkeji nadharmonicznej spelniona jest dystry-
bucyjna nieréwno$é (4.10) oraz ze kazda dystrybucja spelniajaca wa-
runek (4.10) jest rownowazna funkeji nadharmonicznej.

Pierwszym krokiem dowodu twierdzenia Riesza jest wiec dowdd
nieréwnosei 4v < 0 dla ves#! (U); dowodzi sie jej aproksymujac lokalnie
funkcje » funkejami nadharmonieznymi nieskonczenie rézniczkowalnymi
(za pomoca splotu z funkejami nieskonczenie rézniczkowalnymi aproksy-
mujgcymi funkeje Diraca). Korzysta sie nastepnie ze znanego w teorii
dystrybucji faktu, ze dystrybucje nieujemne s miarami Radona. Ozna-
cza to, ze —Jdv jest pewna masg.

Najprostszy przypadek mamy woéwezas, gdy v jest funkcja Greena
z biegunem w punkcie y; mozna latwo wykazaé ze laplasjan funkeji
Greena jest miara atomowg skoncentrowang w biegunie, a mianowicie

(4.11) A,Gy(x) = —ayd,
gdzie —wy jest strumieniem rozwigzania fundamentalnego (4.2), tzn.

~ & ah 275 dla/ ]_V = 2’
(4.12) oy = — ‘ T de =
3 (N—2)oy dla N =3,

gdzie wy oznacza powierzchnie sfery jednostkowej § w RY dana wzo-
rem (1.5). Ujecie takie pozwala zdefiniowaé funkcje Greena G,(x) jako
‘najmniejsza nieujemng funkcje nadharmoniczng spelniajaca rownanie
Av = —oy .

Z drugiej strony wiemy, ze funkcja Greena @, jest potencjalem
Greena miary ¢,; mozna wiec oczekiwaé, ze masa u, o ktérej mowi twier-
dzenie Riesza, jest proporcjonalna do masy —Av i ze wspdlezynnikiem
proporcjonalnosei jest stala oy. Definiujemy wiec mase u wzorem

(4.13) M= —oyu.
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Zauwazmy tutaj, ze podstawiajac N = 3, U = R? dostajemy 4v = —4rpu,
co jest dystrybucyjna forma réwnania Poissona dotyczacego zwiazku
potencjalu z ladunkiem.

Pozostaje do wykazania, ze masa p okreS§lona wzorem (4.13) ma
zadane wlasnodei, tzn. ze v ='G,. Zalézmy dla uproszczenia, ze N =3
oraz U = RY; woéwezas G,(r) = h(x—y) i wzér (4.9) mozna zapisaé za
pomoca splotu
(4.14) Gu(2) = [ h(@—y)p(dy) = (hep)(@).

RN

Poniewaz miara Diraca 6 skoncentrowana w zerze jest jednoscig w alge-
brze splotowej, mozemy przeprowadzi¢ formalny rachunek

1

dv = éxdv = (— = —Ah)*Av = Ah*p = A(h*p) = 4G,

Wy

skad 4(v—@G,) = 0. Dowodzi si¢ teraz, ze jezeli funkcja v— G, ma dystry-
bucyjny laplasjan réwny 0, to v— @G, jest funkejg harmoniczna, skad juz
latwo wynika réwno$é¢ v = G,.

Zbierajac poprzednie rozwazania mozemy twierdzenie Riesza wypo-
wiedzie¢ w nastepujacej formie: istnieje jedno-jednoznacena odpowiedniosé
pomiedzy potencjatami na zbiorze U a tymt miarami Radona okreslonyms
na U, dla ktérych G, = oo. Odpowiednio$é ta dana jest wzorami (4.9)
i (4.13). Jednoznacznosci masy u dowodzi si¢ podobnie, mianowicie jeSli
G, =G, to

—c~oN,u = —&)Né*,u = Ah*,u = AG” = AG,, = —(I)NV-

Z réwnoéei (4.13) wynika, ze dopetnienie no$nika miary u jest najwiek-
szym zbiorem otwartym, na ktérym G, jest funkecjq harmoniczng.

Rozwigzania fundamentalne réwnania Laplace’a w RY okreSlone sa
z dokladno$cig do czynnika stalego. Zazwyczaj okreéla sie je wzorem (4.2),
gdzie wspomniany czynnik jest ré6wny 1. Bardziej naturalny dobdr tego
czynnika stalego podyktowany jest wzorem (4.11) i niektorzy autorzy
(np. Courant i Hilbert [1]) przyjmuja, ze funkcja Greena réwna jest
funkeji G okre§lonej powyzej podzielonej przez wy, skad wynika, ze jej
laplasjan jest réwny dokladnie —¢,. Dyskutujac teorie potencjatu
z punktu widzenia proceséw Markowa i pélgrup operatoréw (Dynkin [2],
str. 584 i 587) przyjmuje sie, ze funkeja Greena réwna jest (2/wy)G(®, y);
ale jednocze$nie operator Laplace’a A zastepuje sie przez 14.

Nalezy zwrocié uwage na jeszcze jeden szezegol: okreflenie ,,dystry-
bueja jest miara” rozumieliSmy w sensie Schwartza [1], mianowicie
dystrybucja T bedaca funkecjonatem 7: D — R jest identyfikowana
Z miarg u, jezeli T (p) = fqo(w) ,u (dz) dla peD. Natomiast Gelfand i Szy-
low [1] oraz Dynkin [2] rozumieja zdanie ,dystrybucja jest miarg’”
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w innym sensie, np. w ich ujeciu dystrybucja Diraca nie jest miara, lecz
pochodng miary, co lepiej odpowiada klasycznemu ujeciu réwnania
Poissona.

§ 4.4. Potencjaly ograniczone a zbiory polarne. Chociaz potencjat
pojedynczego ladunku jest funkejg nieogramiczong, to potencjat ladunku
rozlozonego powierzchniowo moze byé ograniczony.

W wielu rozwazaniach korzysta sie z nastepujacego twierdzenia:

Jezeli v jest nieujemng miara Radona na U ¢ potencjal @, jest ograni-
czony na U, to v znika na kaidym zbiorze polarnym.

Istotnie, zalézmy, ze F jest zbiorem polarnym oraz G, (x) < M dla
xzeU. Istnieje woéwczas miara Radona u na U taka, ze G,(x) = oo dla
xweE (patrz §3.3 i §4.1). Zalézmy najpierw, ze u(U) < oco. Oznaczmy

A, ={x<U: G,(x) > a},
gdzie a > 0. Wowcezas 4, jest zbiorem otwartym i £CA4,, skad

1 1
0 < v(B) < v(d) <— fGﬂdv <= fa,,dv
@ @y

1
L [ < MO)

a a
U

Przechodzac do granicy przy a — oo otrzymujemy »(FE) = 0. Zalozenie
u(U) < oo mozna omingé rozbijajac odpowiednio zbiér F na sume | JE,
i rozbijajac odpowiadajace potencjaly.

§ 45. Wymiatanie masy. Jezeli v =G, jest potencjalem na U
oraz ECU, to funkcja wymiecona BY (patrz §2.5) jest potencjatem,
jest bowiem nadharmoniczna i 0. < BY <v. Wynika stad, ze BY = G,
dla pewnej miary u’ skoncentrowanej na K. Méwimy, ze miara u’ po-
wstaje przez wymiecenie (franc. balayage) miary u wzgledem zbioru I.

Zalézmy, ze Ve¥%,(U) oraz ze v jest miarag Radona na U. Oznaczmy
przez » miare powstala przez wymiecenie miary v wzgledem UN\V.
Wéwezas
(415) 6/(@) S By (@) = [G(@,2) [ (d)r(@y)+ [ &(a, y)»(dy).

av v v
Mianowicie, jezeli z¢V, to korzystamy z (3.3), (4.6) i przestawiamy ko-
lejnoéé calkowania, jezeli xe UNV, korzystamy z (4.7).

Z wrzoru (4.15) wynikaja wazne wnioski:

Miara v' jest postaci v'(A) = wo(A)+v(A\YV), gdzie v, jest skoncentro-
wana na 0V 1 absolutnie ciagla wzgledem miar harmonicznych, nadto

(4.16) v (A) = [ uf (A)v(d@t)+»(A\T).
vV
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Ten ostatni wzér wynika z (4.15) oraz z tego, ze jezeli G, =G, to
u, = uy (jednoznacznos$é reprezentacji Riesza, § 4.3). Zauwazamy, ze v,
nie zalezy od U; ta niezmienniczo$¢ pojecia wymiatania jest istotna
w wielu rozwazaniach. Mogzemy zatem przyjaé, ze U = RV dla N >3
oraz U = {zxeR’: |v—y| <7} dla N = 2. Z drugiej strony jednak, masa
umieszczona poza V nie ulega zmianie przy wymiataniu.

Szczegéblnie wazny wniosek otrzymujemy podstawiajae » = J, we
wzorze (4.16), mianowicie:

Miara harmoniczna Hy powstaje przez wymiecenie miary Diraca wzgle-
dem zbioru UV, ten. 6, = u, dla yeV.

Jest to rozwiniecie idei Poincarégo; w interpretacji fizycznej réw-
nosé o, = u, oznacza, ze ladunek rozlozony na powierzehni 0V w taki
sposdéb jak miara harmoniczna ,u;' daje potencjal na U\ V taki sam, jak
ladunek punktowy umieszezony w punkcie y.

Ze wzoru (4.16) wynika réwniez, ze catkowita wielkodé¢ ladunku
zostaje zachowana przy wymiataniu, tzn. »(V) = »,(dV).

Najprostszy przyklad wymiatania otrzymujemy rozpatrujac funkeje

@s(@) = min[h(x), s],

ktora powstaje przez obcigcie rozwigzania podstawowego (4.2) na wyso-
kosei s, gdzie s jest pewna liczbg dodatnig. Jest to potencjal masy réwno-
miernie rozlozonej na powierzchni kuli A(x) = s, tzn. masy powstalej
przez wymiecenie miary Diraca §, ze §rodka na powierzchnie kuli.

Metoda wymiatania pozwala zdefiniowaé miary harmoniczne dla
dowolnego obszaru ograniczonego, a tym samym, za pomoca wzoru (1.4),
pozwala zdefiniowaé uogdlnione rozwigzania.

§ 4.6. Twierdzenie Evansa-Kelloga. Z poréwnania wzoréw (3.3),
(4.3) i (4.4) wynika, ze jezeli W = RN i N >31lub W = 41i N = 2 oraz
Ue9. (W), to dla yeU

GI(x) dla  zeU,

(4.17) hy(m)—B},Z\U(x): 0 dla xeW\U oraz xeo, U,
£ 0 dla  2c0UN0,U.

Funkeja ta jest podharmoniczna na W\ {y} (jakkolwiek nie jest ani
nadharmoniczna, ani podharmoniczna na W). Wynika stad, ze

(4.18) dUNO,U = {z: BR U (2)< By NU(2)},
a zatem rozwazania z §3.3 i §3.5 prowadzag do bardzo waznego twier-

dzenia Evansa 1 Kelloga:

Zbior punktow nieregularnych brzegu dowolnego obszaru ograwiczonego
jest zbiorem polarnym, a zatem U\ 0, U jest zbiorem o mierze harmonicz-
nej zero.
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Wynika stad w szczegdlnoscei, ze we wzorze (1.4) wystarczy catkowad
po zbiorze 0, U.

§ 4.7. Ciagloéé potencjalu na nosniku miary. Weréd wielu twierdzen
o potencjatach Greena jednym z najwazniejszych jest nastepujace twier-
dzenie Evansa i Vasilesco (1933).

Zaldimy, e p jest miarq Radona o zwartym nosniku K, KCU oraz
zoldimy, e funkeja powstajaca przez obcigcie potencjalu G, do zbioru K,
tzn. funkcja

y(@) = [6" (@, y)u(dy), z<K,
K

jest ciqgta na K. Wowczas potencjat G, jest ciqgty na U.

Zauwazmy, ze G, jest funkeja harmoniczng na U\ K, zatem w twier-
dzeniu chodzi o to, ze w tym przypadku warunki ¢ -y, e UNK, yeK
pociagaja @,(x) — G,.(y).

§ 4.8. Twierdzenie Kieldysza o punktach regularn.ych. Kieldysz
(1941) podal dowdd nastepujacego waznego twierdzenia:

Jeseli z, jest punktem regqularnym brzequ obszaru ograniczonego UCRY,
to istnieje funkeja w harmoniczna na U, ciagta na U i taka, se u(z,) = 0
oraz u(z) >0 dla zeU\ {z}-

Twierdzenie to oczywifcie charakteryzuje punkty regularne, gdyz
taka funkcja u jest bariera punktu z,. Oryginalny dowdd Kieldysza
uzywa silnych §rodkéw analityeznych. Brelot [3] podat prosty i naturalny
dowéd tego twierdzenia oparty na wlasno$ciach potencjaléw. Ponizej
podajemy ten dowéd w nieco zmodyfikowanej formie. Sklada sie on
z nastepujacych dwoéch lematéw.

LeMAT 1. Jedeli 2, jest dowolnym punktem przestrzeni melryczne)
rwartej X, a H jest domknietq podprzestrzeniq przestrzeni € (X) takq, Ze
dla dowolnego otoczenia W punktu z, ¢ dowolnych liccb a >f >y >0
istnieje funkcja feH taka, 2¢ 0 < f(x) < a dla veX, f(z)) > ¢ f(x) <y
dla xe X\ W, to istnieje foeH takie, Ze fy(2,) = 1 oraz 0 < fy(xr) <1 dla
rveX, ¢ £ 2.

LEMAT 2. Zaldémy, e 2,e0,U, V ={weR": |w—2) < o}, UCV,
WeR(V), 2,eW, a > >y > 0. Wowczas istnieje funkeja w ciagla na V,
nadharmoniczna na V, harmoniczna na U < taka, 2e 0 < w(x) <a dla
zeV, wx) <y dla £e VW oraz w(z,) > f.

Dowéd lematu 1 jest latwy, natomiast dowéd lematu 2 jest bardzo
pomystowy i w ladny sposéb stosuje pojecie wymiatania, dlatego pedamy
g0 ze szezegllami.

Oznaczmy u,(x) = AG" (x, 2,), gdzie A jest staly dodatnia i tak mala,
ze uy(w) <y dla xe V\W; funkeja %, moze byé przedstawiona w po-
staci Ah(x—z))+e¢, gdzie h jest rozwiazaniem fundamentalnym (4.2),
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a ¢ jest odpowiednig stalg. Oznaczamy przez W, kule, w ktérej u,(2) > a.
Dokonujemy teraz dwukrotnego wymiatania: pierwszy raz wymiatamy u,
wzgledem V\ W, (oznacza to ucigcie wykresu funkeji na wysokosei a),
drugi raz wymiatamy funkcje ofrzymang w pierwszym wymiecenin
wzgledem zbioru VN U. Za pomocg symboli zapisujemy to.nastepujaco:

5s(@) = wy(x) dla @V \W,,

! - a dla xeW,,

oal) = v, (@) dla zeV\U,
e f’vl ,um (dy) dla zeU,

oraz vy(w) = lim info,(y) dla zeV. OczywiScie (%) = a, 0 < v3(x) < «
Y-

dla zeV, v(x) <y dla xzeV\W, oraz v,(®) = 0 dla x<dV. Na mocy
(4.16), v, jest.potencjalem Greena pewnej miary » skoncentrowanej na
oUVOW,.

' Poniewaz v4(2)) = [ G (2, y)v(dy) < oo, istnieje & >0 takie, ze

(4.19) v(B) < 6  pociaga fGV(zO, y)v(dy) < a—B.
B

Na rhocy rozwazall § 4.5 i § 4.6 miara » znika na 0U\0, U, istnieje zatem
zbiér otwarty A taki, ze dUNO,UCA, z¢A, ACV oraz »(4) < d.
Oznaczmy

v(@ = [ & (@ y)v(dy) = [6"(z,y)hdy),
N4 14

vy (@) = fG (@, Y)v(dy) = [ 67 (@,9)4(dy),
14

gdzie 1,(B) = »(B\4), 4,(B) = v(A~B). Jedynymi punktami niecig-
glodci funkeji v3 moga byé punkty nieregularne brzegu 0 U, zatem funkcja
obcieta v,| V\ 4 jest ciagla (na V\A). Poniewaz v, = v,-+v; i funkcje
vy 1 v5 83 poéleiagle z dolu (jako potencjaty), funkeja v,]| V\ A jest ciggla
na V\A4. Poniewaz miara A, jest skoneentrowana na V\ A4, na mocy
twierdzenia Evansa i Vasilesco (§ 4.7) wnioskujemy, ze v, jest funkcja
ciggla na V. Nadto 0 < v,(x) < v3(x) < a dla eV, v,(x) = 0 dla 20V
(wynika stad ciaglo§é na V), v,(#) <y dla xeV\W; z (4.19) wynika, ze
b < a—v5(2) = v3(%)—v5(%) = v4(2,), zatem funkecja w = v, ma zg-
dane wlasno§ci.

§ 4.9. Zwiazek funkeji Greena z rozwiazaniami fundamentalnymi
rownania ciepla. Uzywajac metod probabilistycznych Hunt [1] udo-
wodnil nastepujace glebokie twierdzenie:
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Niech Ue%(RY), N > 3. Istnieje funkcja p,(x,y) okreslona dla xeU,
yeU, t >0, ciggla ze wzgledu na kazdq z tych zmiennych z osobna, taka,
se pi(x,y) jest, przy kazdym ustalonym ye U, rozwiqzaniem fundamental-
nym rownania ciepta

op(x, ¥)

(4.20) o

1
= 5 damil®,9)

na obszarze U X (0, o), © spelniajgca ponadio nastepujqce warunks:

(4-21) t(way) =pt(y7m) dla CveU, ?/GU7 t >07
(4.22) (@, 9) = dox [ p dla  xeU, yeU,
0

gdzie stata wy dana jest wzorem (4.12),

(4.23) [p@,p)de <1 dla  yeU, i >0,
U

(4.24) [ pu(@,2)p(2, 9) 4 = Prio(@,y)  dla w,yeT, 8 >0, 1 >0,
U

Dla obszarow dostatecenie gladkich p,(x,y) jest ciagla ze wegledu na
trzy zmienne jednoczesnie.

§ 4.10. Uogolnienia teorii potencjalu. Uogélnienia te mozna pro-
wadzi¢ w dwoéch kierunkach, zaleznie od tego, ktérg z dwéch réwno-
waznych definicji potencjalu przyjmuje sie za punkt wyjscia.

Mozemy przyja¢ formalng definicje potencjalu z § 4.1 i udowodnié
twierdzenie o rozkladzie; do tego potrzebne jest twierdzenie o zupelnofeci
strukturowej przestrzeni rozwigzan (warunek ten speiniony jest dla
dosé znacznej klasy réwnan czastkowych, obejmujacej réwnanie prze-
wodnictwa cieplnego, patrz § 2.5).

Przy drugim ujeciu rozpatrujemy przestrzen lokalnie zwarta U
i pewne ustalone jadro @(x, y) okre§lone na U x U, pdlciagte z dotu i spel-
niajace nieréwno§é —oo < @(w,y)< oco. Potencjal miary u>0 okres-

lamy wzorem
= [®(@, y)pidy)
U

Zbiér {w: [Dy(w,y)u(dy) < oo, [P_(z,y)u(dy) < co} nazywa sie dzie-
dzing potencjalu @D,. Glownym zagadnieniem jest badanie warunkow,
jakie musi spelniaé¢ jadro @, aby pewne twierdzenia o potencjalach Greena,
jak dodatnio$é formy kwadratowej

(0, o = [[ @@, y)u(dw)p(dy),
U

Prace Matematyczne VIII, 2 12



178 Z. Ciesielski i Z. Semadeni

zasada wymiatania, zasada rownowagi itd., byly sluszne réwniez w tym
przypadku.

Wiasnoécei te formuluje sie w formie pewnych postulatéw (czesto
w réznych wariantach); okazuje sie, ze zachodza miedzy nimi rézne
implikacje.

Po dokonaniu takiej analizy wybiera si¢ pewne z tych wiasnosei
i przyjmuje sie je za aksjomaty ogélnej teorii potencjalu. Zaleta tego
rodzaju og6élnych teorii jest mozliwo$é stosowania ich do rozmaitych
typéw réwnan rézniczkowych, o ile tylko spelnione sg wyjSciowe aksjo-
maty.
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V. Energia i pojemnos§¢

§5.1. Uwagi wstepne. Wiadomo z elektrostatyki, ze jezeli ¢ jest
wielko$cig ladunku punktowego w punkcie x pola o potencjale v, to
energia wyraza si¢ wzorem qv(z). Jezeli » jest miarg nieujemng wyzna-
czajacy rozklad ladunku w polu o potencjale G,, to energia réwna jest
f@G,dv. Ten sam wzor przyjmujemy dla u = v, choé do§wiadczalne zreali-
zowanie takiej energii moze nie byé mozliwe.

Zanim wprowadzimy formalng definicje pojemnosei, rozpatrzymy
nastepujacy przyklad. Zalézmy, ze U jest obszarem regularnym w R?,
V jest podobszarem regularnym i takim, ze zbiér U\V jest tez regularny;
zalozmy dalej, ze V jest przewodnikiem, U\ V izolatorem o stalej dielek-
trycznej 1, brzeg 0U jest uziemiony (potencjal réwny zero), a u jest
pewnym ladunkiem dodatnim rozmieszczonym na V w taki sposéb,
ze uklad znajduje si¢ w stanie rownowagi. Potencjat v = G, tego ladunku
nazywamy potencjatem pojemmosciowym.

Eadunek p nie moze byé rozmieszezony dowolnie, bowiem potencjat
pojemno$ciowy musi mieé stalg warto§é v, na przewodniku V. Poniewaz
4dv = 0 na V, caly ladunek skoncentrowany jest na brzegu 0V przewod-
nika. Nadto v jest funkeja harmoniczng na UNYV i jest rozwigzaniem
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zagadnienia Dirichleta przy oblozeniu v(z) = 0 dla 2¢dU oraz v(z) = v,
dla zedV. Innymi slowy, potencjal pojemnosciowy powstaje przez wy-
miecenie funkeji nadharmonieznej v, = const wzgledem zbioru V.

Zgodnie z elektrostatyczng definicja okreslamy pojemnosé zbioru V
wzorem
(5.1) (V) = i(ﬂ

Yo
Jest to funkcja zbioru; zalezy ona nie tylko od V, ale tez i od U, jest to
bowiem w istocie pojemno§é kondensatora o oktadkach dU, 0V. Poniewaz
catkowity ladunek wu(V) = u(0V) = |ju|| jest proporcjonalny do poten-
cjatu przewodnika v,, mozemy przyjaé v, = 1.

Z rozwazan tych wynika, ze aby znaleZé pojemnosé, nalezy dokonadé
wymiecenia funkeji identyeznie réwnej 1 wzgledem rozpatrywanego
zbioru i catkowity ladunek odpowiadajacy otrzymanemu potencjalowi
réwny jest pojemmnosci.

Rozpatrzmy teraz inny przypadek, w pewnym sensie przeciwstawny.
Ile wynosi pojemno§é zbioru jednopunktowego? Oprzemy si¢ na wzo-
rze (5.1); poniewaz potencjal ladunku punktowego jest nieskoneczony
w tym punkcie, formalne podstawienie v, = oo prowadzi do wniosku,
ze pojemnogé zbioru jednopunktowego wynosi 0.

§5.2. Pojecie energii. Zalézmy, ze Uc@(RY) i N > 3. Jezeli u i v
8 masami na U, to wyrazenie
(5.2) (y7) = (v, p) = ffGUw, y) u(da)v(dy) =
fG () (dz) = fG v(da)
nazywa sie energiq wzajemnq ukladuw mas p i v, a wyrazenie

(5.3) (wym) = [[Gw,y)p(do)u(dy) = qu(Jv)ﬂ(da“)
U

nazywa sie¢ energiq masy p.

R6éwnosé (u,v) = (v, u), ktéra jest bezposrednig konsekwencja syme-
tryczno§ei funkeji Greena, nazywa sie zasadq wzajemno$ci; zamiana
catki [@,dv na [G,du jest typowym chwytem w dowodach. Dla przykladu
udowodnimy, ze

(5.4) jezeli G, (w) <G, (x) dla xeU, to (u,p) < (v, 7).

Istotnie,

(s p) = deﬂ dey—dev [Gar = (v,).
U
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Dla miar Diraca mamy oczywistag réwnosé
(5.5) (029 8,) = GV(@,y),

w szczeg6lnosci (6,, 0,) = oo, tzn. miara Diraca ma nieskonczona energie.
Oznaczmy |ull, = V(u, p) oraz & = {u: u >0, |jull; < oo}. Dla do-

wolnych u,veé* zachodzi nier6wnosé

(5.6) (e, %) < llslls 191l

Dowéd tej nierownosei oprzemy na wzorach (4.22) i (4.24). Mianowicie

(o]

W) =55 [ [ [ oto, mutanysiamae —

t=0

3

x {% fm Uf [ Uf Pia(, z)v(dy)]zdzdt}m = flly 1]

Oznaczmy & = {u: u_.e6t, u_e&*}. Jezeli ue€ i veé, to na mocy
(5.6) wyrazenie

(5.7) (9 %) = (g s vs) ey )= (5 v ) = (e, vy

jest skonczone. Definiujemy zatem (u,») dla dowolnych u,ve€& wzo-
rem (5.7). Poniewaz z (5.6) wynika, ze,

(5.8) (v, 9) = gl +lv-loe—2 (s, 7-) = (v la—llv_[L)* = 0

dla dowolnego ve&, wieec za pomocy (5.8) nogélnia sie nier6wnosé (5.6)
do dowolnych u,ve&. Widaé zatem, ze zdefiniowane w ten sposéb wyra-
zenie (u,v) jest iloezynem skalarnym na & (analizujac powyzsze nieréw-
no§ci mozna stwierdzié, Ze (u,u) =0 pociaga u = 0 dla dowolnego
ned). Przestrzen & z normg || ||, nie jest wprawdzie zupeina, ale do wielu
zagadnien mozna w niej stosowaé¢ technike przestrzeni Hilberta.

§ 5.3. Definicja potencjalu pojemnoSciowego. Zalozmy, ze U jest
obszarem majacym funkecj¢ Greena (np. obszarem ograniczonym na
plaszezyznie lub dowolnym obszarem w RY, N > 3). Rozpatrzmy zbiér
zwarty K zawarty w U.



Przeglad metod w teorii potencjalu, I 181

Funkeje vx powstalg przez wymiecenie funkeji identyeznie réwnej 1
wzgledem zbioru K nazywa sie potencjalem pojemnosciowym zbioru K.
Innymi slowy vx = regwg, gdzie

(5.9)  wg(w) = inf{u(x): ue#t(U), w >0 na U, v >1 na K}.

Z wlasnoéei funkeji wymiecionych (§ 3.5) wynika, ze vx jest funkcjg
harmoniczng na UNK, 0 <ovg <1, oraz vg = 1 quasi wszedzie na K.
Funkcja vx moze byé identycznie ré6wna zeru, np. odpowiednio zmodyfi-
kowany przyklad z § 1.5 pokazuje, ze jezeli K jest zbiorem jednopunkto-
wym, to vg = 0.

Wiemy, ze vx jest funkeja nadharmoniczng; pokazemy, ze jest ona
potencjalem. Ustalamy z < K. Poniewaz istnieje stala ¢ taka, ze QY (y) > 1
na K, wiec, na mocy (5.9), otrzymujemy nieréwnoié vg(y) < cG.(y) dla
yeU, skad wynika, Ze vg jest potencjatem i vg = Gu,, gdzie ug jest
miarg skoncentrowang na 0K. Z elektrostatycznego punktu widzenia ug
jest ladunkiem w stanie réwnowagi.

Dowodzi sig, ze vx moze by¢é réwniez wyrazone wzorem

(3.10)  ox(e) = sup{6,(2): p> 0, u(UNK) =0, 6, <1}.

(Nier6wno§é w jedna strone jest oczywista; nieréwnodci w druga strone
dowodzi sie stosujge wzor (4.8) do zbioréw V,<Z(U) takich, ze V,,CV, .,
KCV,, UV, = U oraz stosujac zasad¢ minimum do zbioru V,\NK i do
funkeji u—@,, gdzie u i G, sa funkejami wystepujacymi w (5.9) i (5.10)
odpowiednio.)

Funkeja wg zdefiniowana wzorem (5.9) jest pélciagla z goéry i spel-
nia nastepujace warunki, w ktérych K; oznaczajy zbiory zwarte:

1° Jezeli K,CK,, to wg, < wg,.

2° Jezeli K,OK, , oraz K= (\K,, 0 wg=Ilimwg, (tzw. cigglosé
prawostronna).

3% wg, Lk, T WK AR, < Wi, + Wk, (t2W. mocna subaddytywnosd).

Warunki 1° i 3° spelnione sa réwniez przez vg.

§ 5.4. Monotoniczno$s¢ masy wzgledem potencjalu. Zakladamy
w dalszym ciggu, ze K jest zbiorem zwartym i KCU. Z rozwazan § 4.4
wynika, ze miara ux odpowiadajaca potencjalowi pojemnodciowemu
znika na kazdym zbiorze polarnym. Wyprowadzimy stad pewne wnioski.

1. Zaloimy, se v i A sq masami na K; wéwczas

(b.11) jezeli G, (x) < Gy(x) dla x<U, to v(K) < A(K),

ceyle v < ||
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Istotnie, niech Ve#£(U), KCV i niech G, oznacza potencjal pojem-
nogciowy zbiorn V. Wéwezas G, =1 na K, skad

bl = [dv= [Gdv = [Gdu < [Gdu = [@.d2= 2.
K K oV v K

2. Jezeli v, oraz v sq¢ masami na K oraz Gvn\ G, quasi wszedzie, to
l7nll™ vl

Dowéd przebiega podobnie jak w poprzednim przypadku (por. §4.4).

3. Jetelr v jest nieujemng miarq Radona skoncentrowanag na K i taka,
%e potencjal @, jest ogramiczony, to

(5.12) (ur,v) = 7|l

(tzn. energia wzajemna rozktadéw px ¢ v jest rowna catkowitemu tadunkows
rozktadu v).
Istotnie, G, = vx = 1 quasi wszedzie na K, zatem na mocy § 4.4

(g, ) = [ordv = [dv = |||,
K K

Jezeli potencjat G, jest nieograniczony, to (ux,v) < |v|.

§ 5.5. Zasada rownowagi. Udowodnimy teraz, ze infimum warto$ci
energii (v,v), gdzie » jest unormowanym ladunkiem na K, osiggniete
jest dla miary proporcjonalnej do rozkladu pojemnosciowego ux. Z ogél-
nych zasad fizyki wynika, zZe minimum energii potencjalnej charaktery-
zuje stan réwnowagi trwatej, zatem px jest rozkladem ladunku na prze-
wodniku K w stanie réwnowagi trwatej, przy uziemieniu brzegu obszaru U
i wartodei potencjatu vx na K.

Mianowicie, jezeli v jest masq na U oraz v(K) = ugx(K), to

(5.13) (hx, ux) < (v,7).

Jezeli ux = 0, to (5.13) jest oczywiste. Zalézmy najpierw, ze poten-
cjal G, jest ograniczony oraz ze ux # 0. Stosujac (5.12) oraz (5.6), otrzy-
mujemy

(uxy px) = el < PIF = (px,v) < (ux, px)(v,v),
skad wynika (5.13).

Aby usungé zalozenie ograniczonosci potencjalu G,, szukamy ciggu
zbior6w V,e%(U) takich, ze V,DV,,, oraz (\V, = K. Wymiatamy »
wzgledem U\ V,; wowezas na mocy (4.15)

G, (1) = [G@,2) [wr@)vay)+ [ Go,y)rdy)
Vy Vn UNVyp
dla zeU. Stwierdzamy latwo, ze (na mocy § 4.5)
Gy <Gy <Gy (Tn) = (0V,) = »(7,)
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Nadto kazda funkeja G”}» jest ograniczona na U, zatem na mocy pierw-
szej cze$ei dowodu, zastosowanej do V, i (5.4) dostajemy

(ke pr) < (,u?nr .ui;n) < (Any Ay) =
< ezl (V) 175 (o v) < e, I [p (V)1 7% (9 9),

gdzie 4, = v, ||ju7, || [»(V.)]". Przechodzac ostatecznie z n — oo otrzy-
mujemy z § 5.4 (wniosek 2) ze [[uw,[™ [uxl, skad wynika nieréwnosé
(5.13).

Udowodnili§my, ze

loxlls = inf {[vlls: ved™, »(K) = px(K)}.

Minimum to jest jednoznaczne; przypusémy, ze voeé ™, v (K) = ug(K)
i [#ll; = luxll,- Udowodnimy, e », = ux. Oznacamy v, = }(%+ux),
ve = §(v—pix). Wowezas v, (K) = ux(K), skad [vlls > [ljuxll, jednakie
Ills < lluxlls (z nieréwnosci tréjkata), zatem |mly = luxlls. Stosujac
identycznos$é rownolegloboku otrzymujemy

luxllz = 3 (vl +luxll) = [vall+{vale = liexl+ Il
skad [[volz = 0 i % = px.

§5.6. Zwigzek wymiatania z infimum energii. Przestrzen (&, | |,>
nie jest zupelna. Zachodzi jednak nastepujace twierdzenie Cartana:

Przestrzen &+ jest zupelna wezgledem wmetryki || ||,.

Widaé, ze &+ jest stozkiem wypuklym w przestrzeni &, tzn. warunki
H1eEFy useét, t, =0, t, > 0 pociggaja ,p,+l,u,e6+. Twierdzenie Car-
tana orzeka, ze &+ jest domkniete w uzupelnieniu & przestrzeni (&, || ||,>.
Oznaczmy przez Fg zbidr

Fg = {peé*: p(UNK) = 0},
tzn. zbiér nieujemnych miar o skornczonej energii i skoncentrowanych
na K, gdzie K jest zbiorem zwartym i KCU. Z twierdzenia Cartana
wynika, ze Fx jest réwniez podzbiorem domknietym uzupelnienia &.
Poniewaz Fx jest ponadto zbiorem wypuklym, z twierdzenn o przestrze-

niach Hilberta wynika, ze dla dowolnej miary ped+ istnieje dokladnie
jedna miara u’e Fr najblizsza w sensie normy | |[,, tzn. taka, ze

lle— p'lls < llp— Il

dla dowolnej miary veFg, v # u'. Otéz dowodzi sie, ze miara u’ jest
identyczna z miara powstala przez wymiecenie miary p wzgledem K, tzn.

(5.14) G, = reginf {G&;: G4 > @G, na K}.
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§ 5.7. Definicja pojemnoSci. Pojemnosé zbioru zwartego KCU
definiuje sie jako
(5.15) xy(K) = |luxl = ux(K),

gdzie G, jest potencjalem pojemnodciowym zbiorn K. Jezeli U jest
ustalone, to piszemy krétko x zamiast »y. Na moey (5.10) i (5.11) mamy

#(K) = sup{u(K): g >0, p(UNK) =0, @, <1}.

7 rozwazan § 5.5 wynika, ze jezeli ux = ux|ux| ™", to

1
(5.16) #(K) = (pg, pg) = ——,
(k) MK)
tzn. pojemnosé jest odwrotnie proporcjonalna do energic stanu réwnowagi
ladunku unormowanego.

Jezeli KCU,CU,, to xy, (K) > »py,(I{). Oznacza to, ze jezeli odda-
lamy uziemiong odkladke 0U kondensatora (U, K), to pojemnosé
maleje.

Pojemnoéé przypomina nieco miare; dowodzi sie, ze ma ona naste-
pujace wlasnosei:

(i) »(K) =0, K,CK, pociaga x»(K;) < x(K,),

(ii) dla kazdego zbioru zwartego K i ¢ > 0 istnieje zbiér otwarty V
taki, ze KCK,CV pociaga »(K,)—x(K) << e (ciaglo§¢ prawostronna),

(iii) »(H,VK,)+ 2 (K NnK,) < =(HK,)+ x%,(KH,) (moena subaddytywnogé).

Na razie zdefiniowali§my pojemno§é w Kklasie zbioréw zwartych.
Definicje te rozszerza sie na wieksza klase zbior6w w sposéb nastepujacy:
pojemno$é zbioru Ve%(U) definiuje sie jako supremum pojemnofei pod-
zbior6w zwartych: »(V) = sup{x(K): KCV}; pojemnosé zewngtreng do-
wolnego zbioru A definiuje sie jako infimum pojemno§ei nadzbioréw
otwartych: x»*(A) = inf{x(V): ACV}; pojemnosé wewnetrzng zbioru A
definiuje sie jako supremum pojemnosci podzbioréw zwartych: u,(4) =
= sup{x(K): KCA}. Zbiér nazywa sie pojemnosciowalny (franc. capa-
citable), jezeli »*(A) = »,(A). Dowodzi sie, ze kaidy zbidr analityczny,
w szczegolnosci kasdy zbior borelowski, jest pojemmosciowalny (Choquet).

Mocna subaddytywnos§é¢ pozostaje nadal prawdziwa dla dowolnych
zbioréw pojemno$ciowalnych; mozna jg sformulowaé w bardziej ogélnej
postaci wprowadzajac funkeje

Y(Ay,y ooy Ay) = 2 (A1) + ... o (A,)— (4,0 ... UA,),
gdzie 4,,..., 4, s3 dowolnymi podzbiorami obszaru U; wéwezas, o ile

mamy dwie rodziny zbioréw A,,..., 4, i B,,..., B, takie, ze B;,CA;
dla ¢ =1,...,m, to p(By,..., By) <wp(d;,..., 4,).
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Z mocnej subaddytywnosci wynika réwniez latwo, ze jezeli BCA, to
x* (ANB) > x*(4)— »*(B).

Omowione tu pojecie pojemnofci nosi nazwe pojemnosci Greena.
Choquet nazywa pojemnofeig kazdg funkeje zbioru speiniajaey warunki
(i), (ii), (iii) lub pewne warunki jeszcze ogoélniejsze.

§ 5.8. Zwiazek pojecia zbioru polarnego z pojemnoscia i energia.
Zbiér A jest polarny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje potencjat &, taki,
ze @,(w) = oo dla weA. Gdybysmy potraktowali formalnie wzér (5.1)
na pojemno$é, to podstawienie v, = oo prowadziloby do wniosku, ze
#(A) = 0. Ugciflenie tego rozumowania prowadzi do nastepujacego
twierdzenia Cartana:

Zbidr A ma pojemnodé (zewnglrzng) réowng zero wtedy 1 tylko wtedy,
gdy jest polarny.

Ze wzoru (5.16) wynika, ze jezeli K jest zbiorem zwartym, to wa-
runek x(K) = 0 jest réwnowaziny warunkowi (ug, pg) = oo, tzn. K
jest zbiorem polarnym wtedy i tylko wtedy, gdy ux¢&+.

*  Glebokim wynikiem jest nastepujgce twierdzenie:

Zbior borelowski A jest polarny witedy i tylko wiedy, gdy kazda miara
o skoticzonej energit znika na A, ten. gdy pe&* pocigga u(4) = 0.

Dostateczno$é wynika latwo z powyzszych twierdzen, koniecznogé
mozna udowodnié¢ opierajac sie na rozwazaniach z § 5.6.

§5.9. Analityczne formuly M. Kaca dotyczace pojemnosci i po-
tencjalu pojemnosciowego. Stosujac teori¢ ruchéw Browna do teorii
potencjatu, M. Kac uzyskatl miedzy innymi wzory na pojemnosé oraz
potencjal pojemnodciowy obszar6w ograniczonych w R’. Wyniki te szki-
cowo mozna ujaé w sposéb nastepujacy.

Modyfikujemy definicje¢ funkeji Greena przestrzeni R® dzielac funkeje
podstawowsy (4.2) przez staly 2z. Rozwazamy ustalony zbidr otwarty
ograniczony V i wprowadzamy operator T': I*(V) - I*(V) zdefiniowa-
ny za pomocg calki

1 rflydy

(5.17) (Tf)(w) = ‘2—7{? To—yl

Temu symetrycznemu operatorowi odpowiada réwnanie calkowe
(5.18) Tf = M, feLA(V).

Wiadomo, ze T jest operatorem liniowym ograniczonym i dodatnio okre-
§lonym, a jego warto§ci wlasne mozna ustawi¢ w ciag A, 4,, ... malejacy
do zera. Oznaczmy przez ¢,, @, ... odpowiadajacy ortonormalny ciag
funkeji wlasnych.
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Dowodzi sie, ze dla kazdego yeR? istnieje granica

i o

Funkeja (5.19) jest potencjalem Greena pewnej masy » na 90V, tzn.

5.19 u = lim
(3 ) (?/’ 0 2 l—l—l

- i 1
(5.20) w, V)= [ v(da),

T @Yl
nadto jest to funkcja harmoniczna na RS\V, u(y, V) =1 dla y<V oraz
lim u(y, V) =0.

Jednakze w nie musi byé¢ potencjalem pojemnosciowym zbioru 7,
tzn. zbidr {yedV: u(y, V) <1} nie musi byé polarny, nawet, gdy V
jest wnetrzem swojego domkniecia (Dvoretzky i Erdos). Obszary ograni-
czone V, takie ze u(y, V) jest potencjalem pojemnosciowym zbioru V
nazywane sg obszarami pdtklasycenymi. Na przyklad kazdy obszar regu-
larny i kazdy obszar gwiazdzisty sa pétklasyczne.

Na to, by obszar V byl péiklasyczny, potrzeba i wystarcza, aby

(5.21) %2(V) =»(0V);

jezeli warunek ten jest spelniony, to
— 1 1 2
(5.22) (V) = -~2~( pulo)da)
=1 !

Interesujace jest poréwnanie wzoru (5.16) ze wzorem

{ff 2“;|-l“ y, dady: ',“Lz(v),?ftpdx:l},

ktéry zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy V jest obszarem poéiklasycznym.

Tymi samymi metodami probabilistyeznymi dowodzi sie naste-
pujacego czysto analitycznego kryterium regularnosei punktéw brzego-
wych: jezeli V jest obszarem jednospdjnym, pétklasycznym i mierzal-
nym w sensie Jordana (co oznacza, ze 0V jest zbiorem o przestrzennej
mierze Lebesgue’a zero), to na to, aby punkt y,e0V byl regularny wzgle-
dem R*\ 7 potrzeba i wystarcza, by

(5.23)

oo

(5.24) 11mZ " f o (@) d @ (Yo) = 1.

N
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3. leceascrn n 3. CeEmaaeun (Ilosnamb)

IIEPECMOTP HEKOTOPBLIX HOBENIUX METOZ0B
B TEOPUN HOTEHLHUAIJIA, I.

OBOBIIEHHLIE PEUIEHWS NPOBJIEMBI JUPUXJIE, MOTEHUHAILL If EMEKOCTH

BBemenue.

1. Haarapmonnveckne ¢ynxnmu: 1.1. OGossauenusn. 1.2. Mepu Pagona. 1.3. I'ap-
Monudyeckne MepH. l.4. Ompepeidenne HajrapmoHudeckoit ¢ynrnuu. 1.5. CemelicTsa
HAITAapMOHMYECKNX (yHRUMII.

II. Mevox Ileppona-Bumepa-Bpeaera: 2.1. HaparapmoHmueckie MasKOpPaHTH. 2.2.
Pesomorusasie Qywruun. 2.3. CTpYKTYpHAs IOJIHOTA NPOCTPAHCTBA TaPMOHHU-
yeckux QyHriuuili. 2.4. YpaBHeHHe TenJoNpoBOAHOCTH. 2.5. AKcuOMaTHYecKoe Ipep-
crasileHue npobGaemu [dupuxie.

III. Tonxkue mMuokecTBa. Boiveramne. Peryaspubie Ttouku: 3.1. [lomaTue TOH-
KOro MHOKecTBa B Touke. 3.2. Tomomorua HKaprama. 3.3. IlonxdapHsle MHOkecTBa.
3.4. Hapgrapmoumyeckue yHKuH ,,kBasn’’. 3.5. O6mee nousarue seiMeTannd. 3.6. Kpu-
Tepusa pPeryJIsApHOCTM TPAHAYHEIX TOYEK.

1V. Horemmaipr: 4.1. Pacupenenenns Puca. 4.2. ®yarnusa Ipuna. 4.3. Iloren-
yuans I'puna. 4.4. OrpaHnveHHble NOTEHLUAJH M NOJAPHEE NpPoCTpancrsa. 4.5. Bui-
MeraHue Macch. 4.6. Teopema JBanca-Keamora. 4.7. HenpepuBHOCTh, IOTeHI[HAJa HA
nocurene mepu. 4.8. Teopema Heapoima mas perynrapHHX Tovex. 4.9. CeAsh PyHKI UK
I'puna ¢ GyHAaMEeHTAALHHIMK pelleHUAMH yDaBHeHHA Tenmonposopnoctu. 4.10. 06-
o0LeHNA TeopHHU HOTeHLUAJaa.

V. Dueprus ¥ emkocrs: 5.1. IlpemBapurenpHsle samedanud. 5.2. Ilomarue sHep-
ruu. 5.3. OmpejelleHue eMKOCTHOTO IoTeHIuana. 5.4. MOHOTOHHOCTB MAaCCHL OTHO-
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€MKOCTH M eMKOCTHOIO NOTeHHUana.

l{uTupoBanHke padoTH.

Z. CiEsiELSKI and Z. SEMADENI (Poznan)

SURVEY OF SOME NEW METHODS IN POTENTIAL THEORY, I

GENERALIZED SOLUTIONS OF THE DIRICHLET PROBLEM,
POTENTIALS AND CAPACITIES

Introduction.

I. Superharmonic functions: 1.1. Notation. 1.2. Radon measures. 1.3. Harmonic
measures. 1.4. Definition of a superharmonic function. 1.5. Families of superharmonic
functions.

II. The method of Perron-Wiener-Brelot: 2.1. Superharmonic majorants.
2.2. Resolutive funetions. 2.3. Lattice completeness of spaces of harmonic functions.
2.4. Heat equation. 2.5. Axiomatic approach to the Dirichlet problem.
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I1I. Thin sets, Extremization. Regular points. 3.1. Notion of a thin set. 3.2.
Fine topology. 3.3. Polar sets. 3.4. Quasi superharmonic functions. 3.5. General no-
tion of balayage. 3.6. Criteria of regularity of boundary points.

IV. Potentials. 4.1. Riesz decomposition. 4.2. Green function. 4.3. Green
potentials. 4.4. Bounded potentials and polar sets. 4.5. Balayage of a measure. 4.6.
Theorem of Evans-Kellog. 4.7. Continuity of the potential on the carrier of measure.
4.8. Theorem of Keldysh on regular points. 4.9. Connection between the Green function
and fundamental solutions of the heat equation. 4.10. Generalizations of the potential
theory.

V. Energy and capacity. 5.1. Preliminary remarks. 5.2. Notion of energy.
5.3. Definition of the capacitory potential. 5.4. Monotonicity of mass with respect
to the potential. 5.5. Principle of equillibrium. 5.6. Connection between balayage
and the infimum of energy. 5.7. Definition of capacity. 5.8. Connection between polar
sets, energy and capacity. 5.9. Analitye formulae of M. Kac concerning the capacity
and capacitory potential.
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