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Twierdzenie Hopfa
dla pewnego eliptycznego ukladu réwnan liniowych
drugiego rzedu

W pracy [1] zostato podane pierwsze twierdzenie Hopfa dla liniowego
réwnania eliptycznego drugiego rzedu. Twierdzenie to mozna uogélnié
na uklad rownan nastepujacej postaci
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okre§lony w obszarze ograniczonym D.

Zakladamy, ze wspoélezynniki a;(x) (2,6 =1,2,...,n) s3 klagy
C*(D), macierz C(z) = (Cy(w)5-, spelnia warunek: dla kazdego rze-
czywistego & = (&1, 65y ...,&p) #0 1 weD

EC(x)&* <0, gdzie & = (&)?, — kolumna.

Funkeje b;(x), fr(x) i macierz C (x) sa rézniczkowalne w sposéb ciagly w D.

Niech u(z) bedzie rozwigzaniem ukladu (1) dwukrotnie rézniczkowal-
nym w sposéb ciagly w obszarze D i ciaglym wlgcznie do brzegu S
obszaru D.

TWIERDZENIE 1. Jedeli (u,f) > 0 w obszarze D, to funkcja R = [u]-
+uz+...+uxl'? osiaga maksimum na brzegu S obszaru D, jezeli ponadto
osiqga maksimum wewnqtrz obszaru D, to jest stata.

Dowéd. Zalézmy, ze R(x) = 0 dla xeD. Przypadek, gdy funkcja R
przyjmuje warto$é zero w obszarze D, rozpatrzymy oddzielnie. Oznaczmy
przez e{x) wektor jednostkowy o kierunku i zwrocie wektora u(x). Wsta-
wiajac 4 = eR do ukladu (1), otrzymamy réwnanie, ktére spelnia funkeja R,
mianowicie
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Z zalozenia wynikaja nieréwnosci:

eCe* — Zn‘a' (66 Le*) <0 oraz (e,f) >0 dla @xeD
] *\ow;’ Omy ’ = e«
wiec do réwnania (2) stosuje sie twierdzenie Hopfa podane w [1].

Pozostaje dowiesé twierdzenia w przypadku, gdy funkeja R przyj-
muje warto$é zero w obszarze D. W tym celu wystarczy dowiesé, ze jezeli
funkeja R osigga maksimum w punkecie 2°e¢D, to R(zx) = 0 w kazdym
punkcie xel. Dla R(x°) = 0 twierdzenie jest prawdziwe, zatem przyj-
mujemy RE(2°) > 0. Poniewaz funkeja R jest ciagla w obszarze D, wigc
istnieje taki obszar D, = D, ze z°¢ Dy, R(x) >0 dla zeD, i na brzegu
obszaru D, funkcja R przyjmuje wartosé zero co najmniej w jednym punk-
cie. Wobec tego, na podstawie pierwszej czeSci dowodu, funkeja R jest
stala w obszarze D, i r6wna E(x°); ale na brzegu obszaru D, funkcja R
przybiera warto$é zero, zatem R(x°) = 0, skad wynika, ze B =0 w D.

Jezeli macierz C jest ujemnie okre§lona w obszarze D i f =0 w D,
to do rozwigzan ukladu (1) stosuje si¢ zasada maksimum A. W, Bicadze,
ktorej dowéd w przypadku plaskim podany jest w pracy [2]. W pracy [3]
rozpatruje sie zasade ekstremum dla ukladéw réwnan, w ktérych wyste-
puja pochodne wszystkich funkeji niewiadomych. Ponadto podany jest
dowéd zasady ekstremum dla ukladu (1), z ktérej wynika pierwsza czesé
twierdzenia Hopfa, w przypadku f =0 i 70p* < 0 .

Zakladajac dodatkowo, ze zbiory regularne wzgledem zagadnienia
Dirichleta dla ukladu (1) stanowia baze otoczen i opierajge si¢ na twier-
dzeniu 1, mozna dowie$é pierwszego twierdzenia Harnacka. O. A. Olej-
nik [4] podaje dowdd twierdzenia, ze kazdy obszar regularny wzgledem
zagadnienia Dirichleta dla réwnania Laplace’a jest tez regularny dla
ogélnego réwnania eliptycznego. Twierdzenie o istnieniu regularnego
rozwigzania zagadnienia Dirichleta dla eliptyeznych ukladéw réwnan
i obszaréw wypuklych mozna znalezé w pracy [5]. _

TWIERDZENIE 2. Jeieli ciqg {u™ (x)} rozwiqeast ukladu (1) dwukrotnie
réémiczkowalnyech w sposéb ciqglty w obszarze ograniczonym D i ciqglych
wlacznie do brzegu S obszaru D jest jednostajnie zbiesny na S do ¢(z), to
jest jednostajnie zbieiny w D, a granica tego ciqgu jest rozwiqzaniem uktadw (1),
dwukrotnie rééniczkowalnym w sposéb ciagly w obszarze D, ciagtym w dom-
knigeiu D obszaru D i spelniajacym warunek brzegowy u(x) = ¢ (x) (zef).

Dowé6d. Funkeja RY = [(u?— u})* 4 (ud— us)® 4-... -+ (ul —up)*1"* osia-
ga maksimum na brzegu 8 obszaru D, poniewaz wektor u” = u’—u"
(¢,r =1,2,...,p) jest rozwigzaniem ukladu (1). Z zalozenia ciag {u™ (x)}
jest jednostajnie zbiezny na 8, a zatem do kazdej liczby & > 0 mozna
dobraé takie N, ze dla ¢q,» > N, xeS

lu%—-“%i<8 (h=1927"°7p)7
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skad wynika nier6wno§é: RY < e dla zeDUS ¢,r >N, wobec czego
ciag {u™(2)} jest jednostajnie zbiezny w D. Pozostaje dowiesé, ze funkcja
u(x) = limu™ (x) jest rozwiazaniem ukladu (1) dwukrotnie rézniczkowal-

M—00

nym w sposob ciagly w D. Dowo6d wystarczy przeprowadzié¢ dla pewnego
otoczenia dowolnego punktu x,¢D. Oznaczmy przez D, obszar zawiera-
jacy punkt z, i lezacy wraz z brzegiem S, w obszarze D. Niech % (x) bedzie
rozwigzaniem zagadnienia Dirichleta dla ukladu (1) w obszarze D, spel-
niajacym warunek brzegowy % (x) = u(x) dla xeS,. Z jednostajnej zbiez-
nodei ciagu {u™(x)} w obszarze D mamy

(3) lup () —ap(x)] <e dla  xeS,, m =N (h=1,2,...,p).

Na podstawie twierdzenia Hopfa nieré6wnosé (3) jest spelniona réwniez

dla zeD,; wobec tego #(x) = lim «"(x), a wieec w(x) =u(x) w D.
M—00
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T. Croice (Bapiasa)

TEOPEMA XON®A [Jid HEKOTOPOH DJINNTUYECKOU CUCTEMBI
JMHENHBIX TUOPEPEHIIUAIBHBIX VPABHEHU BTOPOI'O IMOPAKA

PEBIOME

B a10it pabore o6o6maerca teopemy Xonda upepcrasiennyio B [1] Ha aaam-
nmqecrcyro cucremMy BHAA:

ZM a@k } Zb,auh+—20,hu7 fn (h=1,2,...,p).

Hpome toro nowasmiBaercs mepsad Teopema ['apHAKA 0 pelIeHMAX BTON CHCTEMBEL.
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T. STY§ (Warszawa)

HOPF’'S THEOREM FOR A CERTAIN ELLIPTIC SYSTEM
OF THE SECOND-ORDER LINEAR DIFFERENTIAL EQUATIONS

SUMMARY

The author proves Hopf’'s theorem for the following elliptic system of differ-
ential equations:
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The paper also contains a proof of first Harnack’s theorem for the solutions of the
above system.



