-
ROCZNIKI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MATEMATYCZNEGO fcm ptm
Seria I: PRACE MATEMATYCZNE VIII (1964) 1955

A. CzARNOTA (Czestochowa)

Kongruencje spelniane przez sumy poteg
pierwiastkéw pierwotnych wzgledem modulu pierwszego

Zbiér N liczb naturalnych, mniejszych od liczby pierwszej p, mo-
zemy podzielié na dwa podzbiory. Pierwszy, to zbiér R pierwiastkow
pierwotnych wzgledem modulu pierwszego p, liczacy ¢(p—1) réznych
elementéw, gdzie ¢(n) oznacza funkcje Eulera. Drugi zbiér 8 sklada sie
z pozostatych liezb, nie bedacych pierwiastkami pierwotnymi.

W pracy rozwazane sg zbiory R™, zlozone z m-tych poteg elementéw
zbioru R. Podstawowe twierdzenie pracy (twierdzenie 11) wyznacza pewna
funkeje argumentéw p i m, do ktdrej sa przystajace wzgledem modulu p
sumy E™ elementéw zbioru R™.

Nie znamy do tej pory ogdélnej metody (}) wyznaczania jednego choéby
elementu zbioru R, ale jesli znamy jeden jego element r, mozemy latwo
okreslié pozostale elementy. Rozpatrujemy wtedy wzér

R = {2, ., P,

gdzie © = ¢(p—1), a wykladnikami potegowymi s3 wszystkie réine
od siebie liczby, pierwsze wzgledem p—1, mniejsze od p.
Jesli w zbiorze R’ zastapimy poszczegdlne elementy przez reszty,
jakie te elementy daja wzgledem modulu p, to otrzymamy zbiér R.
Podobnie mozemy rozwazy¢ zbiér

S = {r"l, r"2, ceny rkv},

gdzie y = (p—1)—¢@(p—1), a zbiorem wykladnikéw potegowych sg
wszystkie rézne od siebie liczby, mniejsze od p, nie pierwsze wzgledem
p—1.

Jedli w zbiorze tym poszczegélne elementy zastapimy przez reszty,
jakie te elementy daja wzgledem modulu p, to otrzymamy zbiér S.

(1) Podana przez J. Winogradowa ([2], str.102) metoda wyznaczania pier-
wiastkow pierwotnych nie moze byé uwazana za taka, gdyz wyznacza ona pierwiastki
pierwotne droga sprawdzania rachunkowego, redukujac tylko ilo§é préb.
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Analogicznie jak zdefiniowaliSmy R™, okreslamy S™ jako zbidr
m-tych poteg elementow zbioru §. Okreslamy dalej zbiory
(R™) = {rmila TMiz’ ceey "‘miw}a
(8™) = (™, pmEe L Ry
Oznaczmy sumy wszystkich liczb, nalezgcych do zbioréw R, S, R™,
8™, R’y 8, (R™)', (8")', odpowiednio przez R, S, g™, 8™, R, §', (R™),
(8™)".
Z definicji zbioréw wynikajg dla m;>.1 kongruencje
1) B™ = (B™ (modp), /™ = (8™) (modp).

Pozwolag nam one zastapié w rozumowaniach R, §, R™, 8" odpowiednio
przez sumy R’, §’, (R™), (8"), ktére wiaza sie ze znajomoscig rozkladu
liczby p—1 na czynniki pierwsze.

TWIERDZENIE 1. Dla dowolnego m > 1, takiego se p—1+%m; zachodzi
kongruencja

(2) S*"+R™ =0 (modp).‘

Dowéd. Z rozwiniecia (x-+1)™ na sume newtonowsks i z sumowa-
nia stronami tozsamofei dla z =1, 2,...,p—1, otrzymujemy zwigzek,
ktéry mozemy przeksztalei¢ na kongruencje o charakterze rekurencyj-

nym
m—1

(3) 3 (’f) (8"~ 1 F"=i) = 0 (modp).

iz
Wykorzystujac zwiazek: S4B = (g) = 0 (modp), otrzymujemy z (3)
kongruencje (2). Ze wzgledu na (1) mamy takze
(4) (B") = —(8")’ (modp).

Rozpatrywane w pracy moduly pierwsze mozna przedstawié w po-
staci
P = pipst...ps¢+1,

gdzie p;, dla 7 =1, 2, ..., s, oznaczaja rozne liczby pierwsze, wigksze od
jednoSei, a; za§ dowolne wykladniki naturalne.

Tym samym kazdy modul p wyznacza zbior liczb pierwszych Z =
= {p;, P2, ..., sy Iloczyn tych liczb oznaczamy symbolem y(p—1) =
= P;Ps-..Ps. Ogdlniej, przez funkeje y(n) bedziemy rozumieli iloczyn
wszystkich podzielnikéw liezby n, bedacych liczbami pierwszymi.

Oznaczmy dalej przez Z, zbidr, zawierajacy wszystkie mozliwe
iloczyny w; = 2,2,...2; elementéw zbioru Z, gdzie ¢ <s i gdzie zaden
czynnik 2; w iloczynie nie moze si¢ powtarzad.
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Elementy zbioru Z; mozna uporzadkowaé¢ w jakikolwiek sposéb,
nadajae im kolejne numery od 1 do (‘:)

Jezeli ¢ oznacza numer elementu zbioru Z,, to przez Z; bedziemy
rozumieli zbiér czynnikéw pierwszych tego elementu.
Punktem wyjsciowym dla dalszych rozwazan jest suma podwoéjna

gdzie w;¢Z;. Pewne skladniki tej sumy 83 sobie réwne. Utwérzmy zbidr
A, wszystkich réznych od siebie skladnikéw sumy C,. Praktycznie oznacza
to, ze z sumy O; odrzucamy te skladniki, w ktérych, dla okreslonego
w;eZ;, b bedzie krotnoécig jakiegokolwiek elementu zbioru Z— Z:.

Przez B; oznaczmy zbi6r liczb postaci »™¢, gdzie acA;, a m jest stala
liczbg catkowitg. Wyprowadzamy dalej sumy

s P-1
N (t) Wy
— — = mhw;
= 2”7 By = T, D; = T,
L
nedy neB i=1 h=1
iy
s s
— — — ’ -
A = 4,, b= B;.

=1 t=1
7 definicji zbioréw wynika, ze je§H ¢ £ ¢, to 4, Ay = 0 oraz B; n
$
N By =0. Zbior A= ZAt jest identyezny ze zbiorem liczb mniejszych

od p i nie pierwszych Wzgl@dem p—1. Tym samym zbiér B = ZBt bedzie
identyczny ze zbiorem (8™)’. Oznacza to, ze

(5) B = (8™).

TWIERDZENIE 2. Jeseli n <t to kaida liczha zbioru A; wystepuje
(:») razy wéréd sktadnikéw sumy C,.

Dowé6d. Kazdemu okre§lonemu iloczynowi w;, bedacemu czyn-
xlikiem elementu zbioru A4,;, mozna przeciwstawié (;) skladnikéw sumy
C,, podzielnych przez w;.

Whnioskiem z powyzszego twierdzenia jest oczywifcie stwierdzenie,

ze kazda liczba, nalezgca do zbioru A4, jest réwna jednemu tylko skiad-
nikowi sumy C;.

TWIERDZENIE 3. Jeteli n >1t, to Zadna liczba, naleiqea do zbiorw
A, nie jest skladnikiem sumy C,.

Dowéd. Gdyby bylo inaczej, b musialoby mie¢ podzielniki ze zbioru
Z—Z7;.
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TWIERDZENIE 4. Zachodzq 2wiqrki:

(6) 4= D (-1)"a,

(7) B = ) (-1)"'D,.

Dowéd. Kazdy element nalezacy do zbioru A jest okre§lony jed-
noznacznie w zbiorze 4,. Poszezegolny element wystepuje w sumie okreslo-

nej wzorem (6) (i)—(;)—l—(;)—...—}—(—l)‘(:) =1 razy. Poniewaz w su-
mach C, nie ma takich elementéw, ktoreby nie znajdowatly si¢ w zbiorze
A, zatem obie strony réwnania (6) musza byé identyczne.
Dowéd zwigzku (7) jest analogiczny.
WNIOSEK. Ze wzgledu na zalezno$ci (4), (5) 1 (7), mamy dla m > 1,
takiego Ze p—11m, kongruencje
8§
(8) E™ = Y (=1)'D, (modp).
t=1
Oznaczmy teraz przez F(C,) ilo§é¢ skladnikéw sumy Cy, ktére spel-
niaja warunek

(9) p—1|mw;.
Przyjmijmy dalej, ze liczba m ma nast¢pujacy rozklad na czynniki
b, i b;
m = lp;'pi2...0;"
gdzie p;, nalezg do zbioru Z, r <s, (I, p—1) = 1. Okreslimy zbiér po-
dzielnikéw pierwszych m, ktore jednoczesnie sg podzielnikami p—1,

przez
M = {pi17pi2’ --'7pi,.}'

Oznaczmy przez u(n) funkcje Mobiusa(?).

-1 5
TWIERDZENIE 5. Jeseli ‘u[(—pi )] =0, to ZF(Cg) = 0.
p—i,m t=1

Dowé6d. Zauwazymy, ze F(C;) =0, gdy zajdzie jeden z dwdch
przypadkéw:

1. Jezeli wykladniki, z ktorymi p;, nalezace do zbioru M, wyste-
puja w rozkladach na czynniki p—1 i m, spemiajg nieréwnosé a;, > b;, +1
choéby dla jednego czynnika.

(?3) Funkcja Mobiusa przyjmuje wartosé zero dla dowolnej liczby, podzielnej
przez kwadrat wigkszy od jednoéei oraz (—1)® dla liczby, ktora jest iloczynem s roz-
nych liczb pierwszych ([1], str. 136).
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2. Jedli choé jedna liczba pierwsza, nalezaca do zbioru Z—M, wy-
stepuje w rozkladzie p—1 w potedze a;, >1.

Latwo stwierdzié, ze sg to jedyne przypadki, w ktérych dla zadnego
skladnika sumy O, nie moze byé zachowany warunek (9).

-1
TWIERDZENIE 6. Jesli ,u[p— —] # 0, o liczba Wy, = =
(p—1,m) (p—1,m)

jest majmmniejszq sposréd wszystkich wartosei w;, dla kidrych F(Cp) # 0.
Dowé6d. Zgodnie z zalozeniem, w sklada si¢ tylko z czynnikow
w potedze pierwszej. Spelniony jest takze warunek (9). Brak jakiegokol-
wiek z czynnikéw wystepujacych w w; nie pozwalalby spelniaé powyz-
szego warunku.
Wskaznik ¢, spelnia zwiagzek

(10) (—1)o = [-_hmm}

Dla t < t, mamy F(C,) = 0. Liczba @, jest zatem najmniejsza z mo-

zliwyeh warto§el w;. Zbiér czynnikéw
N = {pkl’pkz’ ”"pkto}
jest jednoznacznie okreSlony przez w,.

Kazde w; dla t > t,, spetniajace (9), musi zawiera¢ czynnik @, a po-
zostale czynniki nalezg do zbioru Z— N. Elementy zbioru Z— N tworzg
czynniki pierwsze liczby

__yl—1)
==
(p - 17 'm)

co jest r6wnowazne zwigzkowi
(11) Wy = y(p—1).
TWIERDZENIE 7. Dla sum C;, gdzie t > t,, zachodzi wzér

_ p—1
12 F(C) = ———
) = e

przy czym T, = Zpklpkz... Pr,y & SUMa rozeiqye si¢ na wszystkie mogliwe
uklady pi,eZ—N. Dla s =t przyjmujemy dodatkowq definicje Ty = 1.

s—ty

_ —1
Dla s =t suma C; ma ——f——l—) skladnikéw, przy czym kazdy z nich
yp—

speinia warunek (9). Oznacza to, ze

— p—1
FC) = ——,
0 p(p—1)

czyli ze wzér (12) jest sluszny dla t = s.
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p—1
?
Wy
gdzie symbol sumy rozeigga sie na wszystkie mozliwe warto§ei mianow-
nika, spelniajace warunek (9).
Zgodnie z koncowa uwaga w twierdzeniu 6, w kazdym iloczynie
w; wystepowaé musi ezynnik w, oraz t—t, elementéw zbioru Z—N.
Zatem

= —1
(13) POy == N -
q wtopkl . 'pkt—to

Wprowadzamy jeszcze oznaczenie

Uzasadnienie wzoru (12) dla ¢ < s oprzemy na zwigzku F (C)) =Z

1

P eZ—N Pry-- - Py

L, =

Latwo dostrzec zwiazek
.l
2ot X
- - rpccrg_g
ﬂkieZ—N pk,,:"'plcn priEZ—N ST

odpowiadajacy zapisowi gL, = s—tg—n - Wzor (13) przeksztalca sie zatem
w nastepujacy

_ —1
F(Cy) = P — Ts_4,
gy,
ktéry, wobec (11), daje (12).
J P—
T ] 8. l 0, ¢
WIERDZENIE 8. Jesl ”Ir(p—-l,m)]# , to
X " p—1 g(p—1)
(14) (—1)F () = u[ ] :
z%’ t (p—1,m) [ p—1 ]
(m,p——l)
Zgodnie z wzorem (12) mamy
s 8
- p—
w = (—1)}'F(C) = (=1} —— T,_,.
,2 ’ tZ p(p—1)
Poniewaz F(C,) = 0, dla t < {, otrzymujemy
p—1 {7 ¢
w= " N (—1)T,_
p(p—1) & =t
=0
p—1 s
w = wp—1) (=1 (1 =pr ) (A —pr,) e+ (L= Prg_y )5
—1 ' —1
w = (—1)o P p(p—1)

y(p—1) v p—1
(p‘”la "n)
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Wzér ten przeksztatcamy, opierajac sie na nastepujacych wlasnosciach
funkeji Eulera ¢(n):

a
1. Jezeli bla, a = Qp(a/), b = y)(b)’ to §0(3) —

¢
p(b)

a
II. ¢(a) = W?’W(“)]-
Otrzymujemy zatem ,
pp—1)  oly(p—1)]
gly(p—1)] (p[ p—1 ]
(p—1,m)

w = (—1)0

Po redukeji, wykorzystujac jeszeze (10) otrzymujemy (14). Uwzgled-
niajac twierdzenie 5 mozemy uogélni¢ wzér (14) w sposob nastepujacy:
TWIERDZENIE 9. Dla dowolnych p, m, zachodzi zwiqzek

8 ST AU B e vp—1)
) gﬁ‘dypw”_”[@—anm} [ p—1 ]'
P
(p—1,m)

. TWIERDZENIE 10. Zachodzi zwiqzek
(16) D, = F(Cy) (modp).

Dowéd. Jezeli poszezegolny skladnik sumy C; spelnia warunek (9),
to odpowiadajacy mu skladnik sumy D, jest przystajacy do 1 wzgledem
modutu p. Jezeli sktadnik sumy C, nie spelnia warunku (9), to dla danego
w; mozna utworzyé szereg geometryczny skladnikéw sumy D;, ktérego
suma jest przystajaca do zera wzgledem modulu p.

1‘“" hm__q

17) Zr’“"“’t =i = 0 (modp),

—1
gdZie kt = .

(

TwiErDZENIE 11. Dla dowolnych p i m zachodei zwigzek

[ p—1 p(p—1) ,
(18) R :'u[(p~1,m)]. [ p__lv] (modp).
1p—1,m)

Dla m, spelniajacych warunek p—14m, twierdzenie powyzsze jest
wniogkiem z wynikéw (8), (15) i (16).

Trzeba rozwazy¢ zatem tylko przypadek, gdy p—1|m, a wiec gdy
nie zachodzi ani wzér (2), ani (4). Ale dla tego przypadku, z definicji
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pierwiastkéw pierwotnych, mamy
RN = g(p~1) (modp).

Wzér (18) daje nam ten sam rezultat, a wiee obejmuje takze przy-
padek, wylaczony z dotychezasowych rozwazan. Twierdzenie 11 stanowi
gléwny wynik pracy. -

WnNI10SEK 1. Jedeli (p—1,m) =1, to BR™ = u(p—1) (modp).

Przyklady: ) ’

p =11 =2-5+1, 24+6+7+8 =23, 23 =1 (modll),
p =13 =22.34+1, 2+6+7+11 =26, 26 =0 (modl3),
p =19 =2-3241, 2+4+34+10+13+14+4+15 =57, B7 =0 (mod19),
p=23=2-11+1, B5+7+104+11414+154+174+19421 =139,
139 =1 (mod23),
p=231=235+1, 3+114+124+13+17+21+22+24 = 123,
123 = —1 (mod31).

Dla m # 1, spelniajacego warunek (p—1,m) =1, sprawdzenie
jest niepotrzebne, bo kongruencja R™ = R (modp) wynika ze znanych
juz wlasno§ei pierwiastkéw pierwotnych.

—1
WNIOSEK 2. Jezeli ,u[(— L4

— | =0, to B™ = 0 (modp).
p_l,m)] , (mod p)

Przyklady:
p=17T=2*+1, 3+54+6+7+10+12+14 =68, 68 =0 (mod17)
R =345+ 62+ TP 10° 122+ 14%,
RP=9+8424+154+15+24849 = 68 = 0 (mod17),
R*=13+13+4+44+4+44+134+13 = 68 = 0 (mod17).

—1

WNIOSEK 3. Jeseli u [*—gi*«] #£0, m = 2" p—1 =21, gdzie

211, to (p—1,m)
= p—1 |
(19) R™ = #[W] 2k 1 (mOdp).
L. p—1 - (o
Wyrazenie ———— przyjmuje warto$ci y = 21 dla k = n+1 oraz
(p_ly m)

y=10dla k¥ <n. W obydwu przypadkach jest ¢(y) = ¢(l). Mamy poza
tym ¢(p—1) = 2*~'¢(l). Po dokonaniu odpowiednich podstawieri do (18)
otrzymujemy (19).
Przyktady:
R*=16+16+16+16+-16+16-1-161-16 = — 8 (mod17),

R* = 48 (mod17), R*® = R" (mod17).
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-1 _
WNTOSEK 4. Jesli m — L, to wedr (18) daje nam B™ = —p(p—1)
(mod p).

Whniosek ten wynika réwniez z definicji pierwiastkéw pierwotnych
i twierdzenia Fermata.

—1
WNIOSEK 5. Jesli m = 2—;—, gdzie rip—1, wzor (18) daje nam

- —1
R™ = ‘u(r)ﬂp——l (modp).

@(r)

WNIOSEK 6. Jesli w poprezednim weorze zalotymy dodatkowo, ze

p—1 .
- , 7] =1, to otraymujemy

o p—1
R" =u (m') ¢ (m) (modp).

—1 _ -1
W szezegblno§ei, jesli m = 2 i (—p———, 2) =1, to B° = ,u(—p———)
2 2
(modp).
TWIERDZENIE 12. Jedeli przez R™™ oznaczymy wzér odwrotnosci ele-
mentéw zbioru R™, a przez R~™ sumeg elemeniéw tego zbioru, to

(20) R~™ = R™ (modp).

Dowéd. Kongruencja R~! = R’~? (modp) wynika z tego, ze zbiory
R~'i RP?, skladaja si¢ z tych samych reszt wzgledem modulu p. Wobec
tego, ze R’~* = R (modp), mamy takzie R~' = R (modp). Jezeli w zbio-
rach R™' i R kazdy element podniesiemy do potegi m, to otrzymamy
réwniez sumy (20) przystajace do modulu p.

Prace cytowane

[1] W. Sierpinski, Teoria liczb I, Warszawa 1950.
[2]1 J. Winogradow, Elementy teorii liczb, Warszawa 1954.

A. Yaruora (Yencroxosa)

KOHTPYSHIIUU UCIHTOJIHAEMBLIE TOCPEACTBOM CYMMBbI CTENEHEN
NEPBNYHBLIX HOPHEN OTHOCUTEJBHO IMPOCTOI0 MOAVJISA

PE3IOME

Mano mpocroe umciO p B BUAe p = pilpf2...pds+1, rae p; obosnauaer ToMe
npocTHe uMena. BBoouM cilefynouiue 0003HAYeHHS ONpeAeNsAlolie MHOMKeCTBAa: Z =
={pj: 1 <j<s} uZy=1{22...20t jeZ, i 5Dz #2, THe t <s.
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OGpasyeM CyMMH:

p-1
Tw Tw
G- 3 3 m, 22 e By S
‘tUEZI h=1 weZ h=1 TeRp

rge m oGo3Hayaer OmpefeleHHOe IIOCTOAHHOE Ieioe Yucao, Kp — MHOMeECTBO Beex
IIepBUYHKIX KOPHeH 110 OTHOIIEHNK K p, MEHBUINX OT P, © — HNPOUBBOJBHHIN HO OIpe-

HedeHHBI sueMeHT Rp.
OGosnauasa 4yeped A; MHOKECTBO BCEX CIAraeMBIX CYMMH O’t, OTIMYAIOMUXCA

IpyT OT #pYra, BBOAMM JOIOJHHTEILHO cilefywoniae 00603HAYeHUA:
s . . s _
oo A:ZAt, A = 27"’ AzZAt,
' t=1
— . 8
By ={""®: aedg}, B= D>B;, By= Dmn, B= D B

llocae cpaBmenusa onpefenennit BhreKaer, uro A un {x:x < p, (»,p—1)> 1} — onn-
HaKOBHIE.
TeoPEMA 1.

o~
I
-
-~
i

TEOPEMA 2.

S
Ry = 3 (=1 Dimodp) aan  p—ipm.

TeEorEMA 3. Ecau

$
p—1 ] -
,u,[——— =0, mo F(Cy) =0,
(P— 1 ’ m) t;;\
ede 1 (u) obosnauaem gpyrryurw Mobuysa, F(at) — UUCAO CAARACMBIL CYMMBL 6; maruz,
wmo p—1limw.
TeoPEMA 4. Ecau

w[—_—_ﬁj

ede @(n) obosnanaem Pynryurw Syaepa.
TeEOPEMA 5.
= F(C’_t) (mod p).

TeEopEMA 6 (OCHOBHHII pesyibrar).
p—1 ] pp—1)

dp).
=1, m E= ](mOP)
"Lop—1,m)

EZ‘E/A[
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A. CzarNOTA (Czestochowa)

CONGRUENCES SATISFIED BY SUMS OF POWERS
OF ROOTS PRIMITIVE WITH RESPECT TO A PRIMARY MODULE

SUMMARY

Given a prime number p of the form p = pfipP2 ... p%s+1, where p; are

distinet primes, let us introduce the following symbols: Let Z ={pj: 1 <j <s}
and Zy = {2,2,...2%: #jeZ ;1 # § D2 7 2} where § <s.
Let us consider sums

p 1 -1

w w
=) Z Di= ) Z W and 1?;;‘: >,

weZy b weZ t =1 reRp

where m denotes a fixed integer, Ep is the set of all roots primitive with respect to p
and smaller than p. Denoting by 4; the collection of all the components of the sum

Et, different of each other, we introduce further definitions

S 8
By ={"®: acds}, B= D B;, Bi= n, B= ) Bt

By comparison of the definitions we conclude that the sets 4 and {z: < p, (x,p—1)
> 1} are identical.

THEOREM 1.

(=1, B= Y (=)D

.,

ke
I
I

THEOREM 2.

(—1)!D; (modp) for p—1im.

D

m
D

i

[}
o

Tueorem 3. If

p—1 71 S
,u[?——]—o, then t;F(Ot)—

—1, m)

where p(n) denotes the Mobius function, F((—h) the number of components of sum Ct,
such that p—1|mw.

THEOREM 4. If

p—1,m

where @(n) denotes the BEuler function.
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THEOREM 5.
Dy = F(C) (modp).

THEOREM 6 (main result).




