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ROCZNIKI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MATEMATYCZNEGO f[‘ﬂ’l ptm
Seria I: PRACE MATEMATYCZNE VIII (1964) 1955

M. KALECKI (Warszawa)

O pewnych sumach rozciagnietych na liczby pierwsze
lub czynniki pierwsze

1. Niech = (N) oznacza liczbe liczb pierwszych p < N, a S(&) ich
sume. Twierdzenie o liczbach pierwszych Hadamarda de la Vallée-Pous-
sina moéwi, ze

(1) ’ n(N) =

Tog (1+o(1)).

E. Landau wyprowadzil stad wniosek (por. [2], tom 1, str.226), ze

140(1) N?
2 logN *

2) S(N) =

Wyprowadzimy teraz ze wzoru (1) nastepujace twierdzenie, ogdl-
niejsze niz wynik Landaua:

TWIERDZENIE 1. Niech bedzie dana funkcja f(x), okreslona dla x > 0,
o nastepujqgeych wtasnosciach:

(a) f(x) >0,

(b) f(x) jest funkcjq niemalejaca,

(¢) dla kaidego u >0 istnieje gramica Lim (f(uwx)/f(®)) = ¢(u),

—

WOWECZAS

. 1—|—o(1) N
S, (N) N ,
)= > 1) = I 1w

gdzie s = logg(e) = 0 (e podstawa logarytmu naturalnego)(t).
LEMAT 1. Zachodzi toisamos$é ¢(u) = u’°, gdzie s > 0.
Dowéd. Funkeja ¢ jest funkeja multyplikatywna, gdyz

Su us2) ___ f(uyuy) . fusz)

fl@) flugm)  f(@)

(t) W czasie druku tej pracy doe. A. Schinzel zwrécil mi uwage na to, ze twier-
dzenie 1 w przypadku szezegélnym znajduje sie juz w pracy: E. Landau, Sur les
valeurs moyennes de certaines fonctions arithmetiques, Bull. Acad. Roy. Belgique,
Cl. Sei., 1911, str. 443-472.
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skad
(U us) = @ (uy)p(us).

Nastepnie, wobec wlasnogci (b) funkeji f, mamy ¢(u) > 1 dla » > 1.
Styd i z multyplikatywnosei p(v) wynika, ze funkeja ta jest niemalejgca;
korzystajac jeszeze raz z multyplikatywnodei otrzymujemy (por. [1],
str. 48) ¢(u) = u°, ¢ stala > 0. Przyjmujac u = e znajdujemy ¢ =
= loggp(e) =8 = 0.

ux
LemAT 2. Iloraz -ff(( )) jest zbieiny jednostajnie do w’ w przedziale
x

{a, b>, gdzie a >0, gdy x — oco.

Dowéd. Podzielmy przedzial (a,b)> na réwne czesci o dlugosci .
Oznaczmy a-jn przez u;. Dla kazdego u; mozemy wyznaczyé takie w;,
ze, gdy x = @,

<a
f() i 2’

S
!

gdzie ¢ jest dowolng liczba dodatnia. Oznaczmy najwieksze x; (zaleine
oczywiscie od n) przez x,. Zatem, dla x > x,

!ﬁﬁ‘ﬁ —u
_ - f@)
Wobee wlasnosci (b) funkeji f, dla w z przedziatu <w;, #;,.,>, mamy

f(.%'u,) < f xu) < f(w“7+l)’
f(@) f(x) f(x)

<8
2.

a zatem
Jlow) ) oy < S (fﬁ%_lz_ ; ) :
(f(w) i <Gy TS Uy ) )
skad, dla z > x,,
—“;‘ — (Ui 41— ) <I]%@%)_ —u’ < % + (U7 — %)

Przyjmujac teraz na n wielko§é dostatecznie mala, a mianowicie
taka by i, ,— % < ¢/2, otrzymamy

| flaw)

| flx)

dla © > x, i dla kazdego u z przedzialu <a, b).

—u'i<e
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LEMAT 3. Zachodzi nastgpujaca asymptotyczna réwnosé

N\ 2%'—1+40(1) N
?)“ 25 (s4+1) F) logN

Sf(N)-—Sf(

Dowdd. Dla danej liczby pierwszej p, N/2 < p < N, mamy w mysl
wzoru (1)

z(p) p logN

= 1 1)).
ZN) N logp( +o(b))
Poniewaz
logp logN—gq .
= d 0 < q <log2
log N log NV ’ gdzie s q 0gz,
otrzymujemy
np) P
(4) () = 7V—(1+o(1)).

7 faktu, ze m(x) jest funkeja niemalejaca oraz z réwnania (4) wy-
nika, ze funkcja » ma wlasno§ei postulowane wyzej dla funkeji f. Wobec
tego, w mysl lematu 2, wyrazenie o(1) we wzorze (4) jest zbiezne do zera
jednostajnie ze wzgledu na p, gdy N > o0 i N/2 <p < N.

Nastepnie, na mocey wlasnodei (¢) funkeji f oraz lematu 2, mamy dla
p z przedzialu <N /2, N>

K (2Y (1o

(V)
1 w mys$l wzoru (4)
3 i n(p))s
?) fiy = Gy worow
gdzie wyrazenie o(1) nalezy rozumieé¢ jak wyzej. Stad
. N , z(p) )‘“
6 S;(N)—8;—] = f(N){1 1 =
©) K-8 () = rni-+o ))N,KKN(”“‘” |
s 1
= f(N)m(N)(140(1)) 2 (:g’r))) R
Nj2<p<N

Poniewaz z(p) przebiega liczby naturalne w przedziale {m(N/2), #(N)),

mamy

8 1 !

) < f ydy <
7 (

=
N) (N [2)(N) Npi2<p<N

7 (n(p)—l
w(N)

Ni2<p<N
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)
Wynika stad, ze
1
z(p)\* 1 s 27 —1+0(1)
= 1 —_— T T T .
(n(N)) n(N) ydy+o(l) 25t1(s+1)

Nig<p<N (N 2)[m(N)

Korzystajac ze wzoru (1), napiszemy wzor (6) w postaci

N 24114 0(1) N

SH(N)— 8 (—) = ——F—— f(N) Tog N’ c. b. d.o.

2 2+ (54 1)

Dowo6d twierdzenia. Dla kazdego k¥ mamy
k-1

N N N
(7) 8,(N)— 8, (?) — Z (S, (—27) ) (E,—ﬁ))

Obierzmy dowolne ¢ > 0 i ustalmy & tak, ab'y
1
(8) yzre, gdzie 0 <7r<1.

Na moey lematu 3 i wlasnodei (¢) funkeji f mamy dla j < k:
N N 2°*'_14-0(1) [N\ N 1
S\ ) —Silgr) = s-+1 Norl o T ony =
2 2 2°7 (s +1) 2" [ 2" log(N/2")
_ P | J(N) N+o(N)
T2ttle1) 27 2logN

Wobec tego
(. (N N 1— (128 N+ o(N)
—_— — —_— T -
; (Sf(?) Sf(?“ )) s+1 FX) log N
Wzor (7) napisaé zatem mozna w postaci
- (Y 1— (125 N4o(N)
(9) Sf(N)~—Sf(—27)+ s+1 f(l\) TogN

Dalej mamy

N N
Sf (?{) = (qn (?)f(l\r), gdzie 0< q << 1,

skad na podstawie wzoru (1)

f(N)[1+o(1)).

N N
Sf(—) =q F(N)(140(1)) = qre

2%log N log N

Otrzymujemy ostatecznie ze wzoru (8) i (9)

1— (re)*! N
50 = (we+ =82 jon) S ror)
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skad, ze wzgledu na dowolnogé ¢ oraz warunki 0 <r <1i 0 <g<1,

wynika 14 o(1) ¥
0 .
Si(N) = o f(N) TogV ’ c¢. b. d.o.

2. Udowodnimy teraz (opierajac si¢ na wzorze (2)) twierdzenie
o sumie czynnikéw pierwszych liczb <N.

TWIERDZENIE 2. Zachodzq wzory

n*+o(l) N?
10 N) = = .
(10) $1(N) E E P 12 log N’
n=2 pn

o ) N?
11 2 (N E .
(11) )= 2 214 12 log N

n=2 a pun
. , N .
Dowéd. Dla dowodu wzoru (10) potéimy >, = D) [—] piza-
P<NIE+L P

N N N
uwazmy, ze dla liczb pierwszych p w przedziale (m, w> warto§é [—]
J P
wynosi j. Przy dowolnym naturalnym %, mamy

-5, 3 Bl-5e3 3 -

Njk+1)<p<N =1 N/@{i+1)<p<NJi

= S Jifs(5)-sll) = 2 Zo(5) el

Obierzmy teraz dowolne ¢ > 0 i ustalmy k tak, aby 1/k < e. Na mocy
wzoréw (1) i (2), mamy

0<Zk< Z N—-:Nn( ul )=1+0(1)- v

P<N(k+1) k+1 k+1 10g(N/(k+1))
. 1+o0(1) N? N2
=371 logy <ML
k
Vg 1+o(1 ) N? _ 1401 N? 1
13) o =
<Z ( ) Z 2 §*log(N [4) 2 log N £ i’
N 1+o(1) N?
14 0 -k . -
) <k8(k+1) 2 (k-1 log(N/(k-+1))

kto(l) N <(s 01) N?
2(k+1)* logN 1) logN ~
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x 1 *
Dalej, poniewaz > — = —, mamy

i=1] 6
7z2> kl w? 20/011>n2 - 1 7 1 =°
—- S == ) > = — >
€ J 6 i= -H] 6 i k+1‘7(‘7—1) 6 k

k
Nieréwnosci (12), (13) i (14) daja
7 N
12 logN

‘< (2e+0(1))

N)— .
$1(N) log N

Ze wzgledu na dowolno§é ¢ wynika stad, ze

= N N
g A —o(1
U =10 Togw — W iogy ?

co dowodzi wzoru (10).
Dla dowodu wzoru (11) zauwaZmy, ze

o<nimam = 33 Ny 3 SN
<N

n=2 a= a[,n < a=2

(o]

N N

<22F= Np—l'

P<N a=2 <

Jak wiadomo, } 1/p = O(loglogN). Mamy wigc
P<N

N2
0<82(N)—31(N)<O(NloglogN)=o( )
logN

Stad i ze wzoru (10) wynika wzér (11).

3. Wreszcie dowiedziemy twierdzenia o sumie najmniejszych dziel-
nikéw pierwszych liczb < N i sumie takich dzielnikéw nie przekracza-
jacych jednocze$nie k-tej liczby pierwszej p, gdy k& <logN.

TWIERDZENIE 3. Niech 4&(n) oznacza najmniejszy dzielnik pierwszy
liczby m, a

é(n), gdy O(n) < py,
(", Pr)
0, gay  d(n) > py.
Zachodzq wzory
1+o(1) N?
(S .

k
(16) Zé(n,pk) = (N +o(N)) (1+ D n(1—})1—')), jesti k <logX.
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Dowdéd. Dla dowodu wzoru (15) zauwazmy, ze jeSli n jest liczba

pierwsza, to 6(n) = n; jesli n jest liczba zlozong to d4(n) < < Vn.
Zatem

Nomy= Yo+ D s(n) =S8(N)+gN VN,

n<N PN n<N
ns£p

gdzie 0 < ¢ << 1. Wz6r (15) wynika teraz natychmiast ze wzoru (2).
Dla dowodu wzoru (16) zauwazmy, ze

(17) N s(n, p) Zp,Zl

n<N j=1 n<N
[ n=Dj

Suma Y 1 réwna jest liczbie liczb naturalnych < N/p; niepodzielnych

n<N
by =D0;

przez zadna liczbe pierwsza < p;. Dla j >1 mamy

(18) D= N u(d)[i]=

i
ngN d[ﬂl,p2,... »Pj—1

— 2 ‘u(d)i -+ 2 ‘“(d)”li,dy

.d
|1, Dy, ..., Pj—] b; dip1,Pgseve s P

gdzie u jest funkejg Mobiusa, |44l < 1. Zas§ dla j =1

N N )
(19) =|— =?+21, gdzie 0<1; <1.

Ze wzoréw (17), (18) i (19) mamy:

k k )
— 1
Sopy =31+ N w@g)ras S s
n<N i=2 d|py,Py,...,0j—1 j=2 d|p1,Pg,...,0j—1

Poniewaz, dla j > 1,

@ _ 17 1
LA = - — 9oi—1
3 n(l Ih‘) oraz 2 1=2"7,

dlpl,pz,...,ﬂj._l i=1 d|p1, Dy, .00y Pj—1

mamy

Do, p) =N (1+Z[](1———)) Zm%‘ gdzie |3 <1.

ngN
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Ale mamy
‘2%%2’ II<ZP72’ "< 22’ < pi?t,
j=1

a na mocy zalozenia k < logN i poniewaz e¢ > 2,
log N

pkzk logN
¥ < Progy (7) = log N-loglog N-(1+ o(1)) (?) = 0(1).

Wobec tego otrzymujemy ostatecznie

N o, p) = Nito(1) (1+§[1 (1———)),

n<N

c. b. d. o.

Prace cytowane

[1]1 J. Aczél, Vorlesungen iiber Funktionalgleichungen und ihre Anwendungen,

Basel Stuttgart 1961.
[2] E. Landau, Handbuch der Lehre von der Verteilung der Primzahlen, New

York 1958.

M. Hanenkn (Bapumasa)

0 HEKOTOPBIX CYMMAX PACHPOCTPAHEHHBIX HA IIPOCTBIE YUNCJIA
NJIN NPOCTHIE JEJUTEJU

PESIOME

Ilycts p osHavaeT mpocThe umciaa. JfoxkassiBaercA ciaepylomee o6oGumeHne §op-

myast Jlangaya
Z 1+ o0(1) N2
P =
=N 2 log N

Ecau yurnua f, kotropas onpefeneHa AaA BceX x> 0, BHINOJHAET CAEAYOI{He
yCIOBUA:

(a) f(x) > 0,

(b) f(x) HeyOmBaoBman QGyHKOUA,

ux
(c) mas wampero 4 > 0 cymecrByeT rpaxuna lim L-)- = @ (u),

TOrga

1+ o(l) N 3
qu— M o e s =logg(@) > 0.

Houasunae'rcn ranme uto: (I) Cymma NpocTHX penuTedelt Lelawx uucea < N
2 2
k17

12 log¥N

PaBHAETCSA ACUMITOTUUYECKH —— (2) CymMmMa HaMMEHBINUX NPOCTHX MelanTeteil
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2

log N

NPOCTHX [eduTenell LeabX dHced < N, ecau oTH JeJuTeNd He IPeBHUIAIT pr U k<
k j—1

1
< log N, paBHAETCA ACHMOTOTUYECKH N(1+ Z n (1——)).

Henux umcedl < N paBHAETCH ACHUMITOTHYECKH 5 . (3) CymMma HauMeHBIINX

j=21=1 Pi

M. Kareckl (Warszawa)

ON CERTAIN SUMS EXTENDED OVER PRIME NUMBERS
OR PRIME FACTORS

SUMMARY
Let p denote prime numbers. The following generalization of Landau’s for-
mula
ZP: 1+o(1) N
=% 2 log N
is proved:

If a function f defined for all x > 0 satisfies the conditions

(a) f(=)> 0,
(b) f(x) is non-decreasing,

(¢) for every w > 0 there exists a limit lim &m_)_ = ¢ (w),

then

1401 N ] _
pg;f(p) = a1 f(V) Tog where s = logg(e) > 0.

In addition it is proved that: (1) The sum of prime factors of integers < N

2 2
is assymptotically equal to T2 (2) The sum of the smallest prime factors
12 logN
1 2
of integers < N is assymptotically equal to TR (3) The sum of the smallest
og
prime factors of integers < N, if these factors do not exceed py and k < logN, is
kj-1
1
assymptotically equal to N(l—}- Z ” (1———)).
jt2i=1 pi
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