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Twierdzenie o jednoznaczno$ci rozwiniecia liczb naturalnych
na laficuchy wykladnicze liczb niepotegowych w arytmetyce
rekurencyjnej Skolema*

W pracy niniejszej udowodnione jest twierdzenie o jednoznacznofei
rozwinigcia wzgledem liczb naturalnych zdefiniowanych rekurencyjnie
i badanych przez Jana Mycielskiego [6]. Jest to twierdzenie analogiczne
do twierdzenia o jednoznacznofci rozwiniecia liczb pierwszych. Praca
niniejsza pozostaje w zwiazku z pracg Th. Skolema [9].

Wprowadzimy obecnie szereg symboli, ktérymi bedziemy si¢ postu-
giwali (P i @ s3 zmiennymi zdaniowymi): "°"P (negacja); P A @ (ko-
niunkcja); P v @ (alternatywa); P - @ (implikacja); P« @ (réwnowaz-
noéé); Ax{P} (kwantyfikator ogélny); V x{P} (kwantyfikator szczegdlo-
wy). Ponadto bedziemy uzywali, jak to czyni A. Grzegorczyk [4], symboli
stuzaeyeh dla oznaeczania kwantyfikatoréw ograniczonych i operacji
minimum:

A

< y{P} lub A,.,{P} znaczy: dla kazdego v <y, P;
Vao <y{P} lub V,,{P} znaczy: istnieje takie z <y, ze P;
<

pr < y{P} znaczy: najmniejsze takie # <y, ze P.

Przypominamy, ze
"rpPvQ  znaezy: P —@Q.

I. Idea arytmetyki rekurencyjnej pochodzi od Th. Skolema. Praca
Skolema [9] potwierdzila przypuszezenie o mozliwodei rozwiniecia ele-
mentarnej teorii liczb bez uzycia kwantyfikatoréw nieograniczonych
A 1 V. Badania te byly podjete przez Skolema ze wzgledu na to, Ze
Bertrand Russell odkryl na poczatku obecnego stulecia, ze przez stoso-
wanie kwantyfikatoréw nieograniczonych doj$é mozna w wyniku po-

* Praca niniejsza stanowi druga cze$é artykulu pod tytutem ZFascuchy wyktad-
nicze liczb naturalnych i funkcje rekurencyjne Vuékoviéa [8]. Przy pisaniu tej pracy
autor korzystal z rad prof. V. Vudkoviéa, za ktdrego zyczliwa i cenna pomoc sklada
mu swe podzigkowanie.
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prawnych rozumowan do wnioskéw sprzecznych. D. Hilbert i P. Bernays
[6] wykazali, ze rozumowanie bez kwantyfikatoréw nieograniczonych
jest wolne od sprzecznosei, a K. Godel [2] stwierdzil, ze kwantyfikatory
ograniczone Ax <y i Vo <y i poza tym pr <y £3 operacjami nie
wyprowadzajacymi poza funkeje i relacje rekurencyjne, co stanowi po-
srednie potwierdzenie dalszego przypuszezenia Skolema, mianowicie, ze
kwantyfikatory ograniczone nie wykraczaja poza program arytmetyki
rekurencyjne;j.

Przy budowie arytmetyki rekurencyjnej opieraé¢ sie nalezy na na-
stepujacych regulach: na aksjomatach rachunku zdan, gdzie zdania
zawierajg tylko relacje rekurencyjne, na aksjomatach arytmetyeznych

(i) =y >@=2—->y =2),

(i) ™8z = 0),

(iii) (82 = Sy) - (# = y),
(iv) (x = y) - (Sx = Sy) oraz

(v) na zasadzie indukeji matematycznej; na przyjeciu jako dalszyeh
aksjomatow wszystkich réwnan w schematach rekureneyjnych, ktoére
s9 uzywane w definiowaniu funkeji. Arytmetyka rekurencyjna jest aryt-
metyka o wolnych zmiennych, jednakze uzywanie kwantyfikatorow
ograniczonych nie wyprowadza poza funkecje i relacje rekurencyjne, a wiec
jest ono dopuszezalne.

Warto jeszcze zwrdcié uwage na fakt, ze drytmetyka, rekurencyjna
takze moze byé sformalizowana bez opierania si¢ na rachunku zdan,
tj. moze byé zbudowana na pewnym systemie formalnym, biorge zasade
indukeji matematycznej jako postulat, jak to uczynit H. B. Curry [1],
lub nie biorge tej zasady jako postulatu, jak to uezynil R. L. Goodstein [3]
w swym tak zwanym rachunku réwnan (equation calculus). Rachunek ten
opiera sie na nieopublikowanym wyniku P. Bernaysa, ktory stwierdzil,
iz zasada indukeji jest ré6wnowazna zasadzie jednoznaczno$ci, mowiacej,
ze funkcje spelniajace te same réwnania w pewnym sechemaecie rekuren-
cyjnym sa jednoznacznie okre§lone.

I1. Paragraf niniejszy zawiera wyniki wymienione na poczatku arty-
kulu. Th. Skolem [9] rozwingl arytmetyke rekurencyjng do twierdzenia
0 jednoznaecznogei rozwiniecia wzgledem liczb pierwszych. Jego wynikéw
nie bedziemy tu powtarzaé. Przytoczymy jednakze kilka definicji i wlas-
nofei podanyeh w cytowanej pracy Skolema:

(P,) yloeo Ve <z{r =yzrz >0}
(y | * znaczy, ze y jest dzielnikiem x);

(P2) Prw)eoa =24 Ay <a{y

(Pr(x) znaczy, ze x jest liczbg pierwsza);

Havy =1vy =a}
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(P3) ¥ = (1, @ay -0y X)) o AT S NY [ &y 2 /\zgmin(zl,..,,rn){z "M, vzlyt],

tj. vy jest najwiekszym wspdélnym dzielnikiem liezb @, @,, ..., 2,;
(1) "LAr <mo{ylext]vy (e, ..., 2,);
(2) (R +oey p) = 2 (Byy .oy Tp)-

Nastepnie podamy przede wszystkim definicje i wlasnoei, ktorymi
bedziemy sie postugiwali:

(M,) ylee Ve <aefr =[y,2]rz >0ry >1}
(y1x znaczy, ze x jest potega v);

(M,) My(z)e> 2z =28 Ay <a{y""avy =z
(My (x) znaeczy, ze x jest liczbg niepotegowq);

l m, = 2,

(Ms,)
My = p2 < [25 n+1]{z > my, A My (2)}
(m, jest n-ta liczbg niepotegowa);

Ad —
i@y = Xy,

(My)

Urani1®r = [Tny 1y Frcren®e],
tj. definicja lancucha wykladniczego dla liczb naturalnych z, >1;

E@,y;1,1) o (2, = y,),

(M) ] E(x,y;1,n) falszywe dla » >1,
o i E(x,y;m,1) falsgzywe dla m >1,

Ex,y;m+1,n+1) - (wm+1 = yn—}-l) A Bz, y;m,n)

(E(x, y; m, n) jest skrotem dla zdania o, = y, A By = Yy A ... & Ep, = Yp)s
(3) ""n = lwllsrs;n [Prya:] A A7 < u{Pr(p)}t A My(m)} v (a5, ..., @) =1;
(4) eyl = [w,2l Ay e vuwle.

Udowodnimy obecnie szereg lematéw, potrzebnyeh dla dowodu
twierdzenia o jednoznacznoseci rozwiniecia wzgledem liczb niepotegowych.

LEMAT 1.
"t [z, y] A My (n)}v nlz.

Na mocy zalozenia »1[z,y] i twierdzenia o jednoznaczno$ci rozwi-
niecia wizgledem liczb pierwszych mamy:

[z,y] = [n,2] = nlgrg,u[pr, 0] = [nlgrsu[pﬂ B:1, 9] =
= [IYlgrgp [prv '}’r]a z] == nlgrsu [pr’ 5r?/] = ”1<r<p [pr.s Vrz]y
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gdzie

Ar < M{PI'(Pr)} ’ T = [Ilgrgu [Pry Br] i n = nlgrgu[pri vrl,
a poza tym oczywiscie

Ar < pla = By} n Ar < pfe, = 7,2}
z definicji (P;) wynika, ze Ar < u{y | y,2}. Wtedy z wlasnoéei (1) wynika,
ze ¥ | (12, ..., yu%), & poniewaz wobec wilasno§ei (2), z zalozenia My (n)
i wlasnogei (3) mamy
(P12 ooy VuR) = 2 (V15 - ooy Vi) = 7,

skad otrzymujemy y |2. Na mocy wlasnodei (4) wnioskujemy, ze nlx.

LeMAT 2.

on {Iﬂ qplgrsnwr A WIY(?)} v p1wn

Na mocy definicji (M) mamy ¥,c,% = [%,, Ticren-1%], Wobec

ezego zalozenie twierdzenia daje sie napisaé w postaci
p1 [xn,q.lsrgn—lwr] A My (?),

skad wynika na moecy lematu 1, ze plz,.

LeMmAT 3.

"M Wicranpr 8 A < n{My(p,)} s My ()] V Pu = ¢

Wobec lematu 2, z zalozenia q1¥\..,pr » My(q), wynika, ze
q1p,. Woéwezas, stosujac zalozenie Ar < n{My(p,)}, otrzymujemy ¢1p, ~
- My (p,), skad na podstawie definicji (M,) wynika, ze p, = q.

Podajemy teraz twierdzenie o jednoznaczno$ei rozwinieeia liezb
naturalnych na lancuchy wykladnicze liezb niepotegowych.

TWIERDZENIE 1.
nm{wl<r<upr = Wlssé»(ls}v
VVE S p{"" My ()} vV s < u{""My (o)} v E(p,q; py9)-

Dowéd jest indukeyjny. Udowodnimy twierdzenie dla u = 1. Jezeli

(P1 = Wiceers) A My (py) A A s < v{My(g,)},

to na mocy lematu 3 otrzymujemy, ze p, = q,. Wowezas, stad ze
Pr=¢ i p1 =10 Vicscr-14s], Wynika, ze ¥, 19,= 1, co jest nie-
mozliwe dla » > 1. Przypuéémy, ze twierdzenie zachodzi dla pewnego u.
Wtedy z zalozenia mamy

Vigrcu1Pr = Prgecols A A7 < p+1{My (pe)} 4 A s<v {My (¢s)}
i latwo otrzymujemy
Pur1 Prcscs A A8 < MY (gs)} A MY (Duga);
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na moey Lematu 3, p,,, = g,. Dalej, poniewaz ¥ .,.,¢s = (¢, Pi<scr-19s])s
otrzymujemy ¥ . .Pr = ¥ics<r-1¢s; Skad wynika, na mocy zalozenia
indukeyjnego i definieji (M;), ze

(Putr = @) A E(p,qg;pu,v—1) e E(p,q; u+1,v).

III. Czytelnik latwo zauwazy, ze twierdzenie o jednoznacznosci
rozwiniecia daje si¢ rozszerzyé i na inne klasy liczb naturalnych zdefinio-
wanych rekureneyjnie. Obecnie podamy tylko szkic dotyczacy nastepnej
takiej klasy, mianowicie klasy liczb nietetracyjnych:

(Ny) Woeo Ve<ae{e =[ylrz>0ny >1}
(yx znaczy, ze x jest tetracja y (por. [8]));

(No) Nt(@) o2 >2r Ay <z{y"™levy =}
(Nt(x) znaczy, ze = jest liczbg nietetracyjng);

t, =2,

N,
e i = 2 < [:2; 0+ 11{e > b 1 Nt(2)}

tj. t, jest m-tg liczba nietetracyjna.
Nastepnie wprowadZzmy pojecie pewnego lancucha ogélnego dla
tetracji, mianowicie £, ., #» (1 < &,), zdefiniowanego jak nastegpuje:

(N,) Bl crc1®y = ¥y,

E1<r<n+1mr = [ wn—}-l] .

Elgrgnwr

Majac na uwadze powyzsze definicje, zwréémy obecnie uwage na
mozno§é ndowodnienia twierdzenia o jednoznaeznogei rozwiniecia wzgle-
dem klagy liczb nietetracyjnych:

TWIERDZENIE 2.

NN | P
{‘algrgupr = ﬂlgsgv%} v

vV < p{""Nt(p,)} vV s < v {""Nt(go)} v E(p, g5 6,7).

Dowéd tego twierdzenia w arytmetyce rekurencyjnej nasuwa pewne
komplikacje, ktére mnozg sie¢ przy kazdym kolejnym przeniesieniu twier-
dzenia o jednoznacznodci rozwinigcia wzgledem kolejnych klas liczb
naturalnych definiowanych rekurencyjnie przy pomocy funkeji Acker-
manna i Hilberta (por. [8]). Przypuszezamy, ze przy stosowaniu metod
rekurencyjnych R. Péter [7] mozna uzyskaé ogélny sposéb udowodnienia
twierdzenia o jednoznacznogei rozwinigcia wzgledem wspomnianych klas
liezb naturalnych definiowanych rekurencyjnie. Zagadnieniem tym zajmie
sie autor w dalszych swych pracach. (Dodano w korekeie: Patrz [10].)
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TEOPEMA O EANHCTBEHHOCTHN PA3JOMEHUA HATYPAJBHBLIX YNCE.
B 9HCIIOHEHTHLIE UEIIN HECTEIEHHBIX YUCEJ B PEKVPCHUBHON
APNOMETUHE CKOJEMA
PEBIOME

Hacroaman pabora ABIACTCA BTOPOH M3 Tpex uacTelf 0 peKYpPCUBHOW apud-
MeTHHKe M 0 PeRypCeupHoit Teopwn QyHKImiL

H. A. PocorzeLSkI (Providence, R.1.)

THEOREM ON THE UNIQUE RESOLUTION OF NATURAL NUMBERS INTO
EXPONENT CHAINS OF NON POWER NUMBERS IN SKOLEM’S RECURSIVE
ARITHMETIC

SUMMARY

This paper is the second of three papers on recursive arithmetic and recursive
function theory.



