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Twierdzenie o jednoznaczności rozwinięcia liczb naturalnych 
na łańcuchy wykładnicze liczb niepotęgowych w arytmetyce

rekurencyjnej Skolema*

W pracy niniejszej udowodnione jest twierdzenie o jednoznaczności 
rozwinięcia względem liczb naturalnych zdefiniowanych rekurencyjnie 
i badanych przez Jana Mycielskiego [6]. Jest to twierdzenie analogiczne 
do twierdzenia o jednoznaczności rozwinięcia liczb pierwszych. Praca 
niniejsza pozostaje w związku z pracą Th. Skolema [9].

Wprowadzimy obecnie szereg symboli, którymi będziemy się posłu­
giwali (P  i Q są zmiennymi zdaniowymi): nonP  (negacja); P  л Q (ko- 
niunkcja); P  j Q (alternatywa); P - > Q  (implikacja); P*-*Q  (równoważ­
ność); f\x{P} (kwantyfikator ogólny); V x{P }  (kwantyfikator szczegóło­
wy). Ponadto będziemy używali, jak to czyni A. Grzegorczyk [4], symboli 
służących dla oznaczania kwantyfikatorów ograniczonych i operacji 
minimum:

Да? <  y{P} lub Дx^y{P} znaczy: dla każdego x <  y, JP;

V x <  у {P} lub Va^y {P } znaczy: istnieje takie x <  y, że P ;

px ^  y {P ]  znaczy: najmniejsze takie x ^  У, że P.

Przypominamy, że

nonP  v Q znaczy: P  ->Q.

I. Idea arytmetyki rekurencyjnej pochodzi od Th. Skolema. Praca 
Skolema [9] potwierdziła przypuszczenie o możliwości rozwinięcia ele­
mentarnej teorii liczb bez użycia kwantyfikatorów nieograniczonych 
Д i V . Badania te były podjęte przez Skolema ze względu na to, że 
Bertrand Bussell odkrył na początku obecnego stulecia, że przez stoso­
wanie kwantyfikatorów nieograniczonych dojść można w wyniku po-

* Praca niniejsza stanowi drugą część artykułu pod tytułem Łańcuchy wykład­
nicze liczb naturalnych i  funkcje rekmencyjne Vuckovi6a [8]. Przy pisaniu tej pracy 
autor korzystał z rad prof. Y. Vuckoviea, za którego życzliwą i cenną pomoc składa 
mu swe podziękowanie.
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prawnych rozumowań do wniosków sprzecznych. D. Hilbert i P. Bernays 
[5] wykazali, że rozumowanie bez kwantyfikatorów nieograniczonych 
jest wolne od sprzeczności, a K. Godeł [2] stwierdził, że kwantyfikatory 
ograniczone Дж <  i/ i У х ^  у i poza tym ga? <  у są operacjami nie 
wyprowadzającymi poza funkcje i relacje rekurencyjne, co stanowi po­
średnie potwierdzenie dalszego przypuszczenia Skolema, mianowicie, że 
kwantyfikatory ograniczone nie wykraczają poza program arytmetyki 
rekureneyjnej.

Przy budowie arytmetyki rekureneyjnej opierać się należy na na­
stępujących regułach: na aksjomatach rachunku zdań, gdzie zdania 
zawierają tylko relacje rekurencyjne, na aksjomatach arytmetycznych

(i) (x =  y) (x =  z -> у =  z),
(ii) non(Sx =  0),

(iii) (8x =  8y) -> (a? =  y),
(iv) {x =  y) -> {8x — Sy) oraz
(y) na zasadzie indukcji matematycznej; na przyjęciu jako dalszych 

aksjomatów wszystkich równań w schematach rekurencyjnych, które 
są używane w definiowaniu funkcji. Arytmetyka rekurencyjna jest aryt­
metyką o wolnych zmiennych, jednakże używanie kwantyfikatorów 
ograniczonych nie wyprowadza poza funkcje i relacje rekurencyjne, a więc 
jest ono dopuszczalne.

Warto jeszcze zwrócić uwagę na fakt, że arytmetyka rekurencyjna 
także może być sformalizowana bez opierania się na rachunku zdań, 
tj. może być zbudowana na pewnym systemie formalnym, biorąc zasadę 
indukcji matematycznej jako postulat, jak to uczynił H. B. Curry [1 ], 
lub nie biorąc tej zasady jako postulatu, jak to uczynił B. L. Goodstein [3] 
w swym tak zwanym rachunku równań (equation calculus). Bachunek ten 
opiera się na nieopublikowanym wyniku P. Bernaysa, który stwierdził, 
iż zasada indukcji jest równoważna zasadzie jednoznaczności, mówiącej, 
że funkcje spełniające te same równania w pewnym schemacie rekuren- 
cyjnym są jednoznacznie określone.

II. Paragraf niniejszy zawiera wyniki wymienione na początku arty­
kułu. Th. Skolem [9] rozwinął arytmetykę rekurencyjną do twierdzenia 
o jednoznaczności rozwinięcia względem liczb pierwszych. Jego wyników 
nie będziemy tu powtarzać. Przytoczymy jednakże kilka definicji i włas­
ności podanych w cytowanej pracy Skolema:

(P x) у J X <-> У z <  x{x — yz к z >  0}

(y i x znaczy, że у jest dzielnikiem x)-,

(P 2) Pr (x) *-*■ x > 2  л А у <  x {y non\ x v у — 1  v у — х)

(Pr(a?) znaczy, że x jest liczbą pierwszą);
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(1*3) У —  (# 1 ) tic 2 f • - • 1 Я п) Л  Г ' ' '  tl [у  I Хг Д A e<xniu(*i,...,«w) &  I Xr v z  I y }  ] ? 

tj. у jest największym wspólnym dzielnikiem liczb хХ1 x2, ■ • •, a?n;

(1) non[ л r <  /1 {?/ I зжг} ] V у (zxx, ..., га?п) ;

(2 ) («a>i, «®») =  z ■{х1, ..., жя).

Następnie podamy przede wszystkim definicje i własności, którymi 
będziemy się posługiwali:

(Mt) у 1X <-> У z <  x {x — [y , z] л г >  0 л // >  1 }

(у] х znaczy, że x jest potęgą ?/);

(M2) My (a?) <-» x >  2 л Л?/ <  #{?/ ,uw1# v у =  x)

(My (ж) znaczy, że x jest liczbą niepotęgową); 

m\ ^  2 ,
mn+1 =  i<-z <  [ 22 ; n + l ] { z  >  mn л My (г)}

(m№ jest тг-tą liczbą niepotęgową);

У 1̂ ГгД1 Xr =  # 1  ,

tj. definicja łańcucha wykładniczego dla liczb naturalnych xr > 1 ;

E (x , y, 1, l)<-> (ah =  yx),

E ( x , y , l , n )  fałszywe dla u > 1 ,

E (x , у, m, 1 ) fałszywe dla m >  1 ,

E{x, у ; m 4 - 1 , // -Ь 1) (a?m+1 =  У п а л )  а  E ( х , у ; m , n)

{E(x, y\ m, n) jest skrótem dla zdania хг =  уг /\ x2 =  y2 л ... xm =  yn);

(3) non|> =  А л»' <  ,а{Рг(рг)} A My (w)] v (a ,, ..., a„) =  1;

(4) non{[x, y] =  [w, z] А у \ z} V  w?1a?.

Udowodnimy obecnie szereg lematów, potrzebnych dla dowodu 
twierdzenia o jednoznaczności rozwinięcia względem liczb niepotęgowych. 

Lemat l.
non{n 1 [x, y~\ л Mj (n ) }  v n1 a;.

Na mocy założenia n1 [a?,y] i twierdzenia o jednoznaczności rozwi­
nięcia względem liczb pierwszych mamy:

?/] =  [ ^ )  ^  [ J l ^ r ^ p  [ P r  J a r] ~  [ f ]  1 ̂ r^ft  [_Pri @r\ 5 2/]  ^

= [ Г 7 С? ь ? y»*] * “  Г1 Or, /ЗД = ПкгсЛРг, УгЯL
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gdzie

Л** <  /л {Р г (^ ? г)}  i % =  /Y l< r< ,u  [_Pr j /^r] i M ~  \.Pt i Yr ] ,

a poza tym oczywiście

Ar ^  fi {ar =  $ry} л Дг <  ^ {ar =  yrz} ;

z definicji (Px) wynika, że Дг <  /г {у | yrz }. Wtedy z własności (1) wynika, 
że у | (yxz , у^г), a ponieważ wobec własności (2), z założenia My (w)
i własności (3) mamy

(YlZ, •••, y^z) =  2 '(y i, У„) =  2 ,

skąd otrzymujemy у \ z. Na mocy własności (4) wnioskujemy, że n\x. 
Lemat 2.

non{p\ 4\<r<nxr л M y(p )} V p )x n.

Na mocy definicji (M4) mamy V 1<rs,n^r == [xn, ł/*1<r<n_ł(rr] , wobec 
czego założenie twierdzenia daje się napisać w postaci

p1 [®n> ̂  l<r<w—l*®r ] A.My(j>),

skąd wynika na mocy lematu 1 , że p \xn.
Lemat 3.

nonW  ^r<nPr л A r  <  п{Шу{рг)} A My(g)] v pn =  q.

Wobec lematu 2, z założenia #1 л My(g), wynika, że
#1pn. Wówczas, stosując założenie Дг <  w{My(^r)},  otrzymujemy q'lpn л 

Му(^ри), skąd na podstawie definicji (M2) wynika, że pn — q.
Podajemy teraz twierdzenie o jednoznaczności rozwinięcia liczb 

naturalnych na łańcuchy wykładnicze liczb niepotęgowych. 
Twierdzenie 1.

nm{V l<r<llpY =

V V r Ig /t[““ łly(pr)} V у s <  fi {“ "My (js)} v #'.>')•

Dowód jest indukcyjny. Udowodnimy twierdzenie dla у =  1. Jeżeli

(i>i =  <«<»&) л М у(рг) д Д К  v{M y(g8)},

to na mocy lematu 3 otrzymujemy, że px =  qv. Wówczas, stąd że 
Pi =  ^  i P i =  ib i  wynika, że =  1, co jest nie­
możliwe dla r >  1. Przypuśćmy, że twierdzenie zachodzi dla pewnego /л. 
Wtedy z założenia mamy

9\<r<^ iP r  =  y\<s^qs л л  Г <  /а-Ы {М у(рг)} л Д (M y(& )} 

i łatwo otrzymujemy

2Vn1 л Д « <  r {M y(& )} a M y (^ +1);
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na mocy Lematu 3,р/г+1 =  qv. Dalej, ponieważ 9\<s<vqs =  [qv, &]>
otrzymujemy 9\<г</грг =  qs, skąd wynika, na mocy założenia
indukcyjnego i definicji (M5), że

(Ри+i =  Ь)  л E(Pi Г, Hi v - l ) + +  E(p,q-, p +  l,v) .
III. Czytelnik łatwo zauważy, że twierdzenie o jednoznaczności 

rozwinięcia daje się rozszerzyć i na inne klasy liczb naturalnych zdefinio­
wanych rekurencyjnie. Obecnie podamy tylko szkic dotyczący następnej 
takiej klasy, mianowicie klasy liczb nietetracyjnych:

(N j) yĄx*-+ V z <  %{x =  [ гУ]  л 2 >  О Л У >  1}

(у\х znaczy, że х jest tetracją у (por. [8]));

(N8) Ш ( х ) ^ 2  л Лу <  х{упоп\х v у =  х}

(Ш{х)  znaczy, że х jest liczbą nietetracyjną);

I L  =  2,
(N,)

( <n+i= [a2j w + l ] { «  ><n a N t (« ) } ,

tj. tn jest n-tą liczbą nietetracyjną.
Następnie wprowadźmy pojęcie pewnego łańcucha ogólnego dla 

tetracji, mianowicie Sx xr (1 <  xr), zdefiniowanego jak następuje:

Я1<г<«+1Жг =  Ŝ'lsS-r<n£Cra7n+1-l’

Mając na uwadze powyższe definicje, zwróćmy obecnie uwagę na 
możność udowodnienia twierdzenia o jednoznaczności rozwinięcia wzglę­
dem klasy liczb nietetracyjnych:

T w ie r d z e n ie  2.

{S 1 *ąr*ą(iPr — v

v V r <  p f onNt (pr)} v V K ^ r ^ t  (qs)} vE (p ,q - ,p ,v ).

Dowód tego twierdzenia w arytmetyce rekurencyjnej nasuwa pewne 
komplikacje, które mnożą się przy każdym kolejnym przeniesieniu twier­
dzenia o jednoznaczności rozwinięcia względem kolejnych klas liczb 
naturalnych definiowanych rekurencyjnie przy pomocy funkcji Acker- 
manna i Hilberta (por. [8]). Przypuszczamy, że przy stosowaniu metod 
rekurencyjnych E. Pćter [7] można uzyskać ogólny sposób udowodnienia 
twierdzenia o jednoznaczności rozwinięcia względem wspomnianych klas 
liczb naturalnych definiowanych rekurencyjnie. Zagadnieniem tym zajmie 
się autor w dalszych swych pracach. (Dodano w korekcie: Patrz [10].)
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ТЕОРЕМА О ЕДИНСТВЕННОСТИ РАЗЛОЖ ЕНИЯ Н А ТУ РА Л ЬН Ы Х  ЧИСЕЛ 
В ЭКСПОНЕНТНЫ Е ЦЕПИ НЕСТЕПЕННЫ Х ЧИСЕЛ В РЕКУРСИВНОЙ

АРИ Ф М ЕТИ КЕ СКОЛЕМА

РЕЗЮМЕ

Настоящая работа является второй из трех частей о рекурсивной ариф­
метике и о рекурсивной теории функций.

Н. A. P o g o r z e l s k i  (Providence, R. I.)

THEOREM ON THE UNIQUE RESOLUTION OF N ATU R AL NUMBERS INTO 
EXPO NENT CHAINS OF NON POW ER NUMBERS IN  SKOLEM’S RECURSIVE

ARITH M ETIC

S U M M A R Y

This paper is the second of three papers on recursive arithmetic and recursive 
function theory.


