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O funkcjach Peany

Wstęp. W 1890 r. Peano ogłosił swą słynną pracę [18], dowodząc 
w niej istnienia „krzywych wypełniających cały obszar płaski”. To pa­
radoksalne odkrycie wywołało zainteresowanie matematyków, co widać 
chociażby po dużej, jak na owe czasy, ilości autorów prac na ten temat. 
Jak zobaczymy, byli wśród nich między innymi Cesaro, Hahn, Hilbert, 
Moore, Pólya, Schoenflies i Sierpiński.

Odkrycie dokonane przez Peanę zachwiało również ówczesnymi intu­
icjami związanymi z pojęciem krzywej i przyczyniło się w ten sposób 
do lepszego sprecyzowania tego pojęcia. To nastąpiło dopiero po 1920 r. 
na gruncie zbudowanej przez Mengera i Urysohna topologicznej teorii 
wymiaru. Już jednak od chwili ukazania się pracy Peany stało się jasne, 
że przyjmowana za Jordanem definicja krzywej jako zbioru punktów 
(płaszczyzny, przestrzeni itd.), będącego ciągłym obrazem odcinka liczb 
rzeczywistych, jest nie wystarczająca.

Oryginalna definicja funkcji Peany była arytmetyczna. Mech mia­
nowicie dla każdej liczby n całkowitej nieujemnej i każdej liczby a rze­
czywistej 7cn(a) =  a , jeśli n jest parzyste, oraz Tcn(a) — 2 — a, jeśli n jest 
nieparzyste. Wtedy, biorąc dla każdej liczby t z odcinka 0 <  t <  1 jakie­
kolwiek jej rozwinięcie trójkowe

t — (0, . .)Z}
Peano określił funkcje

x{t) =  (o, M A —h, 
y(t) =  (0 ,c xc2ez.. .) z

w sposób następujący:

bi =  «i,
b2 =  Tca2 (az)

«i =  *ai(«ah
c2 =  ка1+а*(аА),

bn =  fca2+- +a2łl- 2(«2«-i), =  fcai+”'+a2«-i(am)

Przyjmując
p(t) =  (x{t),y{t))
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udowodnił, że punkt p{t) płaszczyzny nie zmieni się, jeśli w powyższej 
definicji wziąć inne rozwinięcie trójkowe liczby t i że otrzymana w ten 
sposób funkcja p jest ciągła oraz przyjmuje jako swe wartości wszystkie 
punkty kwadratu jednostkowego o wierzchołkach przeciwległych (0, 0) 
i (1,1).

Przedstawienie funkcji p  za pomocą wzoru podał też Cesaro [2] 
w 1897 r. Natomiast jej interpretację geometryczną znaleźli w 1900 r. 
niezależnie od siebie Moore [17] i Schoenflies [21].

Tę samą funkcję p Peany można otrzymać, co w 1912 r. zrobił Sier­
piński [23] nawiązując do wyniku Moore’a i Schoenfliesa, jako granicę 
jednostajnie zbieżnego ciągu funkcji ciągłych. Pierwsza z tych funkcji 

odwzorowuje liniowo odcinek jednostkowy I  liczb 
0 <  t <  1 na przekątną kwadratu jednostkowe­
go I 2. Druga funkcja odwzorowuje odpowiednio 
każdą z 9 równych części odcinka I  liniowo na 
przekątną jednego z 9 równych kwadratów o boku J 
(rys. 1). Trzecia funkcja powstaje z drugiej przez 
zastąpienie odwzorowania każdego z 9 odcinków 
na przekątną kwadratu odwzorowaniem tegoż od­
cinka w ten sam kwadrat, będącym zmniejszeniem 
w stosunku 1:3 całej drugiej funkcji itd. Ciąg tych 

funkcji jest jednostajnie zbieżny, ponieważ każda z nich powstaje z po­
przedniej przez zmianę w coraz to mniejszym kwadracie. Zbiory war­
tości są przy tym coraz gęstsze w kwadracie I z i przeto funkcja gra­
niczna p odwzorowuje odcinek I  na cały kwadrat I 2, czyli p (I) =  I 2.

Niech teraz X  będzie dowolną przestrzenią topologiczną, a X 2 — jej 
kwadratem kartezjańskim, tzn. przestrzenią I x l .  Każdą funkcję ciągłą/ 
taką, że f{X) — X 2, będziemy nazywali funkcją Peany dla przestrzeni X.

Jak się okaże, wiele późniejszych wyników z rozmaitych dziedzin 
można traktować jako twierdzenia o funkcjach Peany dla różnych prze­
strzeni. Przegląd tych wyników jest celem mniejszego artykułu.

Istnienie funkeji Peany. Klasyczny rezultat Peany, opisany we 
wstępie, głosi zatem, że

1. Istnieje funkcja Peany dla odcinka I.
Przy pewnych warunkach dodatkowych, nałożonych na tę funkcję, 

można też uzyskać jej jednoznaczność. Tak np. Sierpiński [24] dowiódł 
w 1912 r., że istnieje jedyna funkcja rzeczywista /  zmiennej rzeczywistej t, 
ograniczona, parzysta, spełniająca równość

f  (t) f  (l ł) =  0
dla każdego t oraz równość

2 /(? 0 + /(^ + ł)  == 1

Rys. 1
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9(f) =  (/(< ),/(*-!))
dla O ^  f ^  1 wypełniają cały kwadrat o wierzchołkach przeciwległych 
( - 1 ,  - 1 )  i (1,1).

Oczywiście, funkcje Peany dla odcinka, rozumiane jako funkcje 
zespolone zmiennej rzeczywistej, są na ogół dalekie od założeń regular­
ności, przyjmowanych w analizie, jak np. istnienie stycznej, różniczko- 
walność itp. Jednakże, jak wykazali Salem i Zygmund w pracy [20], 
istnieje cała klasa szeregów potęgowych, które wzięte na brzegu koła 
jednostkowego mogą służyć jako funkcje Peany dla odcinka.

Powyższy wynik 1 można znacznie uogólnić korzystając ze znanych 
twierdzeń topologicznych.

Mianowicie, nazwijmy continuum dowolną przestrzeń topologiczną 
Hausdorffa, która jest jednocześnie zwarta (tzn. zachodzi dla niej twier­
dzenie Borela-Lebesgue’a) i spójna (tzn. nie jest sumą dwóch zbiorów 
domkniętych, rozłącznych i niepustych).

Wtedy każde continuum C metryzowalne jest przestrzenią ośrodkową 
i wobec twierdzenia Urysohna jest topologicznie zawarte w kostce Hil- 
berta (p. [11], str. 136). Jeśli więc ponadto C jest niejednopunktowe, 
to rzut jego obrazu w kostce Hilberta na jedną z osi wypełnia odcinek, 
czyli istnieje funkcja ciągła / ,  taka, że / х (C) =  I. Natomiast, jeśli C 
jest prócz tego lokalnie spójne, to przestrzeń O2 jest również continuum 
metryzowalnym, lokalnie spójnym i na mocy twierdzenia Mazurkiewicza 
istnieje funkcja ciągła / 2 taka, że / 2(I) =  C2 (p. [12], str. 185). Biorąc 
p = f t j i  otrzymujemy zatem p(C) =  O2. Ponieważ oczywiście każda 
przestrzeń jednopunktowa ma funkcję Peany, więc wynika stąd, że

2. Każde continuum metryzowalne i lokalnie spójne ma funkcję Peany.
Założenie lokalnej spójności jest tu istotne: funkcje Peany mogą

nie istnieć dla pewnych continuów metryzowalnyeh nie lokalnie spójnych. 
Niech bowiem N(X)  oznacza zbiór punktów przestrzeni topologicznej X,  
w których X  nie jest lokalnie spójna. W pracy [4] Engelkinga i mojej 
zostało wykazane, że jeśli

N (Y) ф 0 ^ N ( X ) C Z C X ,

gdzie X , Y  i Z są przestrzeniami zwartymi metryzowalnymi i N {Z) =  0, 
to f(X) Ф X x  Y  dla dowolnej funkcji ciągłej /. Wynika stąd w szczegól­
ności, że

3. Jeśli przestrzeń X  zwarta metryzowalna nie jest lokalnie spójna 
oraz zbiór punktów, w których X  nie jest lokalnie spójna, jest zawarty w pod­
zbiorze przestrzeni X  zwartym i lokalnie spójnym, to nie istnieje funkcja 
Peany dla przestrzeni X.

dla O <  t <  1, i że wtedy wartości funkcji

Roczniki PTM — Prace M atem atyczne VII 9
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Przykładem takiej przestrzeni X  może być continuum M na płasz­
czyźnie (zwane miotełką), złożone z odcinka prostoliniowego o końcach 
(0,0) i (0,1) oraz nieskończenie wielu odcinków prostoliniowych o koń­
cach (1 /n, 0) i (0,1), gdzie n =  1, 2, ...

Continuum M nie jest lokalnie spójne np. w punkcie (0,0), skąd 
wynika, że iloczyn kartezjański

= I x l x . . .
przestrzeni M nie jest lokalnie spójny np. w punkcie ((0, 0), (0 ,0), ...). 
Ale continuum Jfs° jest nawet homeomorficzne ze swoim kwadratem 
kartezjańskim (p. [11], str. 235). Istnieje więc funkcja Peany dla conti­
nuum Jfs°, mimo że nie jest ono lokalnie spójne.

Pozostaje otwarte zagadnienie, czy funkcja Peany może istnieć dla 
jakiegoś continuum, które nie jest lokalnie spójne i ma wymiar skończony.

Krotność funkcji Peany. Niech /  będzie funkcją określoną na prze­
strzeni X  oraz у ef (X). Krotnością funkcji /  w punkcie у nazywamy moc 
przeciwobrazu/- *(?/), tj. ilość punktów przestrzeni X, w których funkcja/ 
przyjmuje wartość y. Jeśli funkcja /  we wszystkich punktach przestrzeni 
wartości ma krotność skończoną i ograniczorą z góry, to największą 
z tych krotności nazywamy po prostu krotnością funkcji /  i oznaczamy 
przez x(f). W przypadku gdy istnieje punkt, w którym /  ma krotność 
nieskończoną, lub istnieją punkty o dowolnie wysokiej krotności, mó­
wimy, że funkcja /  ma krotność nieskończoną i piszemy x(f) =  oo.

Tak więc oryginalna funkcja Peany dla odcinka I, opisana we wstę­
pie, ma punkty o krotności dokładnie 1, 2 i 4. Znaczy to, że uważając ją 
za ciągłą parametryzację kwadratu I 2 przy pomocy parametru t z odcin­
ka I , co można sobie wyobrazić jeszcze jako ruch punktu material­
nego po kwadracie I2 w czasie od chwili 0 do chwili 1, każdy punkt 
kwadratu będzie przejechany co najmniej raz, przy czym niektóre 
punkty zostaną pokryte dokładnie jeden, inne — dwa, a jeszcze inne 
— cztery razy.

Inna funkcja Peany dla odcinka I, przyjmująca krotności 1, 2, 3 i 4, 
została podana przez Hilberta [7] w 1891 r. Tę samą krótką notę Hilbert 
ogłosił też w przekładzie polskim w 5 tomie Prac Matematyczno-Fizycz­
nych z 1894 r. W obydwu miejscach zostało błędnie stwierdzone, że krot­
ności funkcji wynoszą tylko 1, 2 i 4, podczas gdy są tam również punkty 
o krotności 3.

W 1913 r. Pólya [19] zbudował funkcję Peany dła edeinka I, która 
ma tylko punkty o krotnościach 1, 2 i 3. Aby ją otrzymać, weźmy pod 
uwagę trójkąt prostokątny T o bokach długości 3, 4 i 5. Wysokość popro­
wadzona na przeciwprostokątną dzieli ten tiójląt na dwa tiójkąty pro­
stokątne TQ i Tj. Te z kolei można pedobnie podzielić na trójkąty prosto-
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kątne Too, T01 i T10, Txx odpowiednio (rys. 2). Postępując tak dalej, otrzy­
mujemy trójkąty Td} dn, gdzie dt =  0 lub 1 dla i — 1, n oraz 
w =  1, 2, ... Średnice tych trójkątów dążą do zera, gdy n rośnie nieogra- 
niczenie, a każdy trójkąt Tdx...anji gdzie j  =  0 lub 1, jest zawarty wtrójką-

będąoy częścią wspólną zstępującego ciągu trójkątów Td d . Punkt ten 
nie zależy od wyboru rozwinięcia dwójkowego liczby t i w ten sposób 
określona funkcja ciągła r odwzorowuje odcinek 7 na trójkąt T, przyj­
mując krotności 1, 2 i 3. Wreszcie, jeśli h jest homeomorfizmem przekształ­
cającym trójkąt T na kwadrat 72, to superpozycja hr jest szukaną funkcją 
Peany dla odcinka I.

Powyższa konstrukcja Pólyi jest w pewnym sensie optymalna, po­
nieważ twierdzenie udowodnione niezależnie przez Hałma [6] w 1913 r. 
i Mazurkiewicza [16] w 1915 r. orzeka, że

4. Każda funkcja Peany f  dla odcinka I  ma krotność x(f) >  3.
Z twierdzenia tego wynika też, że optymalna w pewnym innym sensie 

jest także konstrukcja funkcji Peany dla odcinka 7, opisana w nocie 
[10] Knastera i mojej. Jak bowiem niedawno udowodnił Sieklucki [22], 
każda funkcja ciągła o skończonej krotności, określona na przestrzeni 
zwartej, metryzowalnej i skończonego wymiaru, daje się przedstawić 
jako superpozycja skończonej ilości funkcji ciągłych o krotnościach rów­
nych co najwyżej 2. W szczególności dotyczy to funkcji Peany dla odcinka 
I, mających krotność skończoną. Otóż w pracy [10] zostało dowiedzione 
między innymi, że

5. Istnieje funkcja Peany f  dla odcinka 7, która jest superpozycją 
f  =  / 2/i dwóch funkcji ciągłych f x i f 2 o krotnościach x(fx) =  x(f2) =  2.

Stosując inny, nowszy wynik Siekluckiego, wykażemy teraz, że 
powyższe twierdzenie 4 Hahna-Mazurkiewicza można uogólnić na szerszą 
klasę continuów, wśród których między innymi jest odcinek 7. Idzie tu 
o continua motryzowalne, 1-wymiarowe i będące jednocześnie ANB-ami, 
tzn. absolutnymi retraktami otoczeniowymi. Z grubsza mówiąc, są to 
takie continua motryzowalne 1-wymiarowe (czyli po prostu krzywe, 
a więc na mocy znanego twierdzenia Mengera-Aobelinga zbiory topolo­
gicznie zawarte w przestrzeni euklidesowej 3-wymiarowej), które są lo-
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kalnie spójne i nie zawierają, dowolnie małych krzywych zamkniętych 
zwyczajnych (tzn. zbiorów homeomorfieznych z okręgiem koła).

Otóż, jak ostatnio udowodnił Sieklucki w pracy jeszcze nie opubli­
kowanej, każda funkcja ciągła /  o krotności x{f) < 2 , określona na con­
tinuum C metryzowalnym, 1-wymiarowym i będącym ANR-em, za­
chowuje wymiar przestrzeni, czyli

dim f(C) =  dim C — 1.
Tymczasem znane w teorii wymiaru twierdzenie Hurewicza z 1929 r. 

mówi, że jeśli X  i Y są przestrzeniami metryzowalnymi ośrodkowymi, 
a przy tym X  jest zwarta i dim Y =  1, to

dim Yx Y =  dimX +  1 
(p. [11], str. 227). Wynika stąd, że

6. Każda funkcja Peany f  dla continuum metryzowalnego, 1 -wymiaro­
wego i będącego KNU-em ma krotność x{f) >  3.

Przechodząc do wyższych wymiarów przypomnijmy najpierw inne, 
dobrze znane twierdzenie Hurewicza z 1927 r., na mocy którego zachodzi 
nierówność

dimf(X)  <  dimY +  « (/)— 1,
gdzie X  jest przestrzenią zwartą metryzowalną, a /  — funkcją ciągłą 
określoną na X  (cf. [12], str. 52).

Wśród najnowszych wyników znajduje się twierdzenie, które udo­
wodnił Fary [5] i które głosi, że jeżeli X  jest przestrzenią lokalnie zwartą, 
metryzowalną i ośrodkową, to

2dim X —1 < d im X 2,
a przy tym istnieje dla każdego n >  2 przestrzeń X  zwarta, metryzowalną 
i ^-wymiarowa, dla której ta nierówność staje się równością. Istnienie 
takiej przestrzeni dla n =  2, tj. przestrzeni zwartej, metryzowalnej 
i 2-wymiarowej, której kwadrat kartezjański ma wymiar 3, zamiast 4, 
wykazał Bołtianski [1] jeszcze w 1949 r. Oczywiście, na mocy klasycznego 
twierdzenia Mengera zachodzi też nierówność

dim X 2 sC 2 dim X

dla dowolnej przestrzeni X  metryzowalnej ośrodkowej (p. [11], str. 225).
Tak więc ze wspomnianego twierdzenia Hurewicza z 1927 r. i twier­

dzenia Fary’ego wynika, że jeżeli X  jest przestrzenią zwartą metryzowalną 
i f jest funkcją Peany dla X,  to

2dimX —1 < d im X 2 =  dim/(X) <  dimX + я ( /)— 1,
a stąd

7. Każda funkcja Peany f  dla przestrzeni zwartej, metryzowalnej i n- 
wy miar owej (gdzie n — 1 ,2 , . . . )  ma krotność x(f) >  n.



Rezultat ten można wzmocnić po pewnym ograniczeniu klasy prze­
strzeni. Mianowicie, rozumiejąc przez celę dowolny zbiór homeomorficzny 
z jedną z kostek euklidesowych In dla n — 1 ,2 , nazwijmy pseudo- 
wielośbianem każdą przestrzeń metryzowalną ośrodkową, która jest sumą 
co najwyżej przeliczalnej mnogości cel. Pseudowielościanem jest więc np. 
miotełka M, opisana poprzednio jako przykład do twierdzenia 3. Okazuje 
się, że

8. Każda funkcja Peany f  dla pseudowielościanu n-wymiarowego 
(gdzie n =  1 ,2 , ...) ma krotność x(f) >  nf-1.

Rzeczywiście, ponieważ każda cela jest zbiorem zwartym, ze zna­
nego w teorii wymiaru twierdzenia o sumie (p. [11], str. 176) wynika, że 
pseudowielościan n-wymiarowy W zawiera celę n wymiarową. A więc 
kostka I2n, homeomorficzna ze zbiorem {Inf ,  jest topologicznie zawarta 
w zbiorze W2. Stąd 2n <  dimTP2 i stosując znowu twierdzenie Hurewicza 
otrzymujemy

2 n sC dim W2 =  dim /(W) <  n -f-x(f) — 1, 

czyli nĄ-1 <  x(.f)-

Otwarte funkcje Peany. Daleko mocniejsze oszacowanie krotności 
otrzymuje się, zakładając otwartość funkcji Peany. Mówimy, że funkcja 
ciągła /  określona na przestrzeni topologicznej X  jest otwarta (lub wew­
nętrzna), jeśli przekształca zbiory otwarte w X  na zbiory otwarte w f(X).

Otóż, zgodnie ze znanym twierdzeniem Aleksandrowa z 1936 r., 
każda funkcja ciągła /  określona na przestrzeni X  zwartej metryzowalnej, 
otwarta i mająca przeciwobrazy f~l {y) co najwyżej przeliczalne dla у e/(A), 
zachowuje wymiar przestrzeni (cf. [12], str. 68).

Poza tym, jak widzieliśmy poprzednio na mocy twierdzenia Hure­
wicza z 1929 r., kwadrat kartezjański dowolnej przestrzeni zwartej, 
metryzowalnej i 1-wymiarowej jest przestrzenią 2-wymiarową. Nato­
miast jeśli przestrzeń X  zwarta metryzowalna ma wymiar skończony 
dim A >  1, czyli zachodzi nierówność

dim A <  2 dim A —1,

to z twierdzenia Pary’ego [5] wynika nierówność

dim A <  dim A2.

A więc ostatnia nierówność jest spełniona dla każdej przestrzeni A  
zwartej metryzowalnej, mającej wymiar skończony dodatni. Korzystając 
z twierdzenia Aleksandrowa wnosimy stąd, że

9. Każda otwarta funkcja Peany f  dla przestrzeni X  zwartej metryzo­
walnej o wymiarze skończonym dodatnim ma krotność x(f) =  oo. Co więctj, 
istnieje wtedy punkt y*. A 2 taki, że przeciwobraz / _1(y) jest nieprzeliczalny.
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Zauważmy, że powyższo twierdzenie stanie się iałszywe, jeśli od­
rzucimy założenie dodatniego wymiaru przestrzeni X. Rzeczywiście, jak 
wiadomo (p. [11], str. 235), zbiór Cantora ^ doskonały O-wymiarowy jest 
homeomorficzny ze swoim kwadratem kartezjańskim <ś ’1. Istnieje przeto 
funkcja Peany /  dla która jest nawet łiomeomorfizmem, a więc jest 
otwarta i ma krotność x{f) =  1. Z przykładu przestrzeni Жх°, określonej 
po twierdzeniu 3, widać, że również założenie skończonego wymiaru prze­
strzeni X  jest niezbędne w twierdzeniu 9.

Ha mocy twierdzenia 9, oryginalna funkcja Peany, jako też opisane 
wyżej funkcje Peany dla odcinka, pochodzące od Hilberta i Pólyi, nie 
są otwarte. Jak się jednak okaże, żadna funkcja Peany dla odcinka nie 
może być otwarta.

Istotnie,, nazwijmy grafem skończonym każdą przestrzeń, która jest 
sumą skończonej liczby łuków o iloczynach pustych lub skończonych. 
Wówczas, wobec znanego rezultatu Whyburna z 1938 r., obrazem grafu 
skończonego przez funkcję wewnętrzrą jest nadal graf skończony (p. 
[25], str. 182). Ponieważ zaś każdy graf skończony jest 1-wymiarowy, 
a jego kwadrat kartezjański — 2-wymiarowy, więc wynika stąd, że

10. Nie istnieje otwarta funkcja Peany dla grafu skończonego.
Zatem odcinek ani okrąg nie mają otwartych funkcji Peany.
Funkcje otwarte zostały szczególnie dobrze zbadane dla rozmaitości 

2-wymiarowych. Było to głównie zasługą Whyburna, który w latach 
trzydziestych ogłosił szereg prac na ten temat. Pozostawały one w związku 
ze zbudowaną przez Whyburna teorią elementów cyklicznych.

Jeżeli G jest continuum metryzowalnym i lokalnie spójnym, to 
elementem cyklicznym continuum C nazywa się:

a) każdy punkt rozcinający G,
b) każdy zbiór, który zawiera jakiś punkt ceC nie rozcinający C 

i jest złożony ze wszystkich punktów peG  takich, że żaden punkt nie roz­
cina C między c i p (p. [12], str. 235).

Niech wszystkie niejcdnopunktowe elementy cykliczne continuum C 
będą celami 2-wymiarowymi lub sferami 2-wymiarowymi, tj. homeomor- 
ficzne z kwadratem I z lub z powierzchnią $ 2 kuli jednostkowej w prze­
strzeni euklidesowej 3-wymiarowej. Wtedy, jak udowodnił Whyburn 
(p. [25], str. 197), każdy niejednopunktowy element cykliczny obrazu 
f(C) continuum C przez funkcję wewnętrzną /  jest topologicznie kwadra­
tem I 2, sferą S2 lub płaszczyzną rzutową. Ponieważ jednak wymiar con­
tinuum metryzowalnego i lokalnie spójnego jest własnością ekstensywną, 
tzn. przechodzi z elementów cyklicznych na całą przestrzeń (p. [12], 
str. 246), więc continuum f{C) ma wymiar

dim/((7) <  2.
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Skoro zaś, jak widzieliśmy już przed twierdzeniem 9, dla 2-wymia- 
rowego continuum C metryzowalnego mamy

2 =  dim G <  dim<72,
to wynika stąd, że

11. Nie istnieje otwarta funkcja Peany dla 2-wymiarowego continuum 
metryzowalnego i lokalnie spójnego, którego każdy niejednopunktowy element 
cykliczny jest celą 2-wymiarową lub sferą 2-wymiarową.

W szczególności kwadrat I 2 ani sfera $ 2 nie mają otwartych funkcji 
Peany. Każde z tych continuów jest bowiem jedynym swoim elementem 
cyklicznym.

Mimo że otwarte funkcje Peany nie istnieją ani dla odcinka I, ani 
dla kwadratu I2, to jednak sytuacja dla kostek In wyższego wymiaru 
jest pod tym względem całkowicie odmienna. Okaże się mianowicie w twier­
dzeniu 13, że dla każdej kostki In wymiaru n >  3 istnieje otwarta funkcja 
Peany, a prócz tego może ona być dobrana tak, żeby spełniała jednocześnie 
dodatkowy w ârunek: była monotoniczna.

Monofoniczne funkcje Peany. Funkcję f  określoną na przestrzeni 
topologicznej X  nazywamy monotoniezną, jeśli przeciwobraz / -1(y) jest 
zbiorem spójnym dla każdego yef(X).

Jeśli więc przestrzeń X  jest zwarta, a funkcja /  określona na X  jest 
ciągła i monotoniczna, to przeciwobraz f^iy) ,  zwany też warstwieą funkcji 
/ ,  jest continuum dla każdego yef(X).  Ponieważ jedynymi niepustymi 
continuami na odcinku I  są odcinki i pojedyncze punkty, przeto widać 
stąd, że każdy obraz odcinka I  przez funkcję ciągłą monotoniezną jest 
punktem lub lukiem. Me może więc być kwadratem I 2.

Jak wynika z pewnego twierdzenia Morreya z 1935 r., jeśli obraz 
f (I2) kwadratu I2 przez funkcję /  ciągłą monotoniezną nie jest rozcinany 
przez żaden ze swoich punktów, to jest on celą 2-wymiarową lub sferą 
2-wymiarową (p. [25], str. 173). A ponieważ żaden punkt nie rozcina 
kostki .Z4, więc P  nie jest ciągłym monotonicznym obrazem kwadratu I 2.

Widzimy zatem, że
12. Nie istnieje monotoniczna funkcja Peany dla odcinka I, ani dla 

kwadratu I 2.
Natomiast dla kostek In wymiaru n ^  3 wynik jest zupełnie inny. 

Aby go dokładnie sformułować, przypomnijmy jeszcze jedną własność 
funkcji, dającą się w naturalny sposób zdefiniować dla każdej funkcji 
określonej na przestrzeni topologicznej. Idzie mianowicie o nieprzywiedl- 
ność funkcji.

Funkcja f  określona na przestrzeni topologicznej X  nazywa się nie- 
przywiedlna, jeśli dla każdego podzbioru domkniętego A przestrzeni X  
równość f(A) —f(X)  pociąga za sobą równość A == X.  Oczywiście wa­
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runkiem dostatecznym na to, aby funkcja /  określona na przestrzeni 
topologicznej X  była nieprzywiedlna, jest, aby przeciwobraz zbioru punk­
tów o krotności 1, tj. zbiór punktów xeX  spełniających równość

był gęsty w X.  Wiadomo, że dla ciągłej funkcji /  określonej na przestrzeni 
X  zwartej metryzowalnej warunek ten jest również warunkiem koniecz­
nym nieprzywiedlności (p. [25], str. 163).

Wynik, do którego zmierzamy, został osiągnięty przez Ludmiłę 
Kiełdysz [8] w 1957 r. Wykazała ona, że jeśli p i ą są liczbami całkowitymi, 
spełniającymi nierówności

3 ^ P  <  q,

to istnieje funkcja /  ciągła, monofoniczna i nieprzywiedlna, przekształca­
jąca kostkę Iv na kostkę I 9.

Poddając tę funkcję małym zmianom, Kiełdysz udowodniła następnie 
w pracy [9], że istnieje też funkcja monotoniczna otwarta, przekształca­
jąca Ip na I9. Dokładniej, powyższa funkcja /  ma tę własność, że dla do­
wolnego e > 0  istnieje funkcja ciągła Фе, która odwzorowuje kostkę I9 
na siebie, przesuwa punkty o mniej niż e, tj. punkty x i Фе(х) znajdują się 
w odległości

q(x , Фе(х)) <  e

dla każdego x e lq, i której złożenie Фef  z funkcją/ jest już funkcją jed­
nocześnie monotoniczną i otwartą, przekształcającą l p na I9.

Stwierdzamy przeto, że
13. Istnieją jednocześnie monotoniezna i nieprzywiedlna, jako też 

jednocześnie monotoniczna i otwmta funkcje Peany dla kostki l n, gdzie 
n =  3, 4, ...

Te zbudowane przez Kiełdysz funkcje monotoniczne są raczej skom­
plikowane, a wśród ich warstwie występują continua i krzywe o różnorod­
nej budowie. Zobaczymy, że jest to z pewnego względu nieuniknione.

Kiech bowiem X  będzie przestrzenią zwartą metryzowalną. Prze­
strzeń X  nazywa się acykliczna w wymiarze n (gdzie n =  0 ,1 , ...), jeśli 
n-ta grupa homologii przestrzeni X, o współczynnikach czerpanych z do­
wolnej grupy abelowej, jest trywialna. Mówimy, że funkcja /  określona 
na przestrzeni X  jest acykliczna w wymiarze n, jeśli warstwica f^x{y) 
jest acykliczna w wymiarze n dla każdego yef(X).  Mówimy, że funkcja/ 
jest acykliczna, jeśli jest ona acykliczna we wszystkich wymiarach 
n =  0 ,1 , . . .  Każda cela jest przestrzenią acykliczną we wszystkich wy­
miarach n — 0 ,1 , ... Funkcje monotoniczne są to po prostu funkcje acy­
kliczne w wymiarze 0. Acykliczność funkcji stanowi więc wzmocnienie 
monotoniczności.
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Otóż, jak wykazał Dyer [3], dla każdej funkcji /  ciągłej acyklicznej) 
określonej na przestrzeni X  zwartej metryzowalnej, mamy

dimf(X)  <  dimX.
Ponieważ jednak, co stwierdziliśmy przed twierdzeniem 9, wymiar 

kwadratu kartezjańskiego przestrzeni zwartej metryzowalnej jest większy 
od wymiaru tej przestrzeni, o ile ten ostatni jest skończony i dodatni, 
więc wynika stąd, że

14. Nie istnieje acykliczna, funkcja Peany dla przestrzeni zwartej me­
tryzowalnej o wymiarze skończonym dodatnim.

Zatem żadna z funkcji skonstruowanych przez Kiełdysz nie może 
mieć warstwie będących wyłącznie punktami, lukami lub celami.

Funkcje Peany a zagadnienie Suslina. Powiemy, że przestrzeń 
topologiczna X  ma własność Suslina, jeśli każda rodzina parami rozłącz­
nych podzbiorów otwartych przestrzeni X  jest co najwyżej przeliczalna. 
A więc każda przestrzeń topologiczna ośrodkowa ma własnośó Suslina. 
W szczególności odnosi się to do przestrzeni liczb rzeczywistych.

Zauważmy od razu, że własność Suslina jest niezmiennikiem prze­
kształceń ciągłych, tzn. że jeśli przestrzeń X  ma własność Suslina i /  jest 
funkcją ciągłą określoną na X, to przestrzeń f(X)  ma również własność 
Suslina. Jeżeli bowiem dana jest rodzina parami rozłącznych podzbiorów 
otwartych G przestrzeni f{X),  to ich przeciwobrazy f~1{G) stanowią taką 
samą rodzinę dla przestrzeni X.

Załóżmy teraz, że zbiór X  jest uporządkowany przez relację < ,  
czyli że określona jest w X  relacja <  dwuczłonowa, przeciwzwrotna, 
antysymetryczna, przechodnia i spójna (p. [13], str. 139). Wtedy w na­
turalny sposób można zrobić ze zbioru X  przestrzeń topologiczną, przyj­
mując za zbiory otwarte przedziały postaci

{x: x <  а}, {x: a <  х}, (ж: a <  x < b } ,
gdzie a, beX,  oraz ich dowolne sumy. Taką przestrzeń X  będziemy na­
zywali przestrzenią topologiczną uporządkowaną.

W 1920 r. Suslin postawił swoje znane zagadnienie, które do tej pory 
nie zostało rozstrzygnięte. Może być ono sformułowane jak następuje: 
czy każda przestrzeń topologiczna uporządkowana, która jest spójna, 
nie posiada elementu pierwszego ani ostatniego oraz ma własność Suslina, 
jest podobna do przestrzeni liczb rzeczywistych, uporządkowanej przez 
relację mniejszości? Wiadomo, że dla odpowiedzi twierdzącej wystarczy 
udowodnić, iż każda przestrzeń spełniająca te warunki jest ośrodkowa, 
czyli zawiera podzbiór gęsty przeliczalny (p. [13], str. 157).

Jak się okaże, zagadnienie Suslina ma pewien związek z funkcjami 
Peany, co w ostatnich latach odkryli matematycy jugosłowiańscy Kurepa 
i Mardeśić.
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Mianowicie, rozumiejąc przez continuum uporządkowane przestrzeń 
topologiczną uporządkowaną, która jest continuum, możemy analogicz­
ne do zagadnienia Suslina pytanie dotyczące przestrzeni zwartych 
sformułować następująco: czy każde continuum uporządkowane nie- 
jednopunktowe, mające własność Suslina jest homeomorficzne z od­
cinkiem I?

Kurepa [14] wykazał, że każde continuum uporządkowane G, któ­
rego kwadrat kartezjański G2 ma własność Suslina, zawiera podzbiór 
gęsty przeliczalny i tym samym jest homeomorficzne z odcinkiem I.

Mardeśić [15] udowodnił następnie, że jeśli X  jest continuum, Y 
jest continuum niejednopunktowym, G jest continuum uporządkowanym 
oraz istnieje funkcja ciągła /  taka, że f(G) = I x Y ,  to przestrzeń X  ma 
własność Suslina.

Stąd wynika, że
15. Jeśli istnieje funkcja Peany dla continuum uporządkowanego G 

niejednopunktowego, to continuum C jest homeomorficzne z odcinkiem I.
Na mocy twierdzenia Mardeśicia, continuum C ma bowiem wtedy 

własność Suslina. Ta zaś będąc niezmiennikiem przekształceń ciągłych 
przysługuje więc też obrazowi continuum C przez funkcję Peany, czyli 
przestrzeń G2 ma własność Suslina. Zatem wobec twierdzenia Kurepy, 
continua G i I  są homeomorficzne.

Twierdzenie 15 pokazuje, że wyżej sformułowane, analogiczne do 
zagadnienia Suslina pytanie dotyczące przestrzeni zwartych sprowadza się 
do pytania, czy dla każdego continuum uporządkowanego, mającego włas­
ność Suslina istnieje funkcja Peany. Z twierdzenia tego wynika również, 
że istnienie funkcji Peany topologicznie charakteryzuje odcinek I  spośród 
wszystkich continuów uporządkowanych niejednopunktowych.

Prace cytowane

[1] В. Б олтянский, Пример двумерного компакта, топологический квад­
рат которого имеет размерность, равную трем, Доклады Академии Наук СССР 
67 (1949), etr. 597-599.

[2] Е. Cesaro, Sur la representation analytiques des regions et des courbes qui 
les remplissent, Bulletin des Sciences Mathimatiques 21 (1897), str. 257-266.

[3] E. Dyer, Certain transformations which lower dimension, Annals of Mathe­
matics 63 (1956), str. 15-19.

[4] R. Engelking and A. Lelek, Cartesian products and continuous images, 
Colloquium Mathematicum 8 (1961), str. 27-29.

[5] I. Pary , Dimension of the square of a space, Bulletin of the American Mathe­
matical Society 67 (1961), str. 135-137.

[6] H. Hahn, ifber die Abbildung einer Streclce auf ein Quadrat, Annali di Ma- 
tematica 21 (1913), str. 33-55.

[7] D. H ilbert, TJeber die stetige Abbildung einer Linie auf ein Flaehenstiiclc, 
Matbematische Annalen 38 (1891), str. 459-460.



O funkcjach Peany 139

[8] Л. В. Келдыш, Монотонное отображение куба на куб большей размер­
ности, Математический Сборник 41 (1957), str. 129-158.

[9] — Преобразование монотонного неприводимого отображения в монотон­
но-открытое и монотонно-открытые отображения куба, повышающие размер­
ность, Математический Сборник 43 (1957), str. 187-226.

[10] В. K naster et A. Lelek, Coutures et tapis, Fundamenta Mathematicae 45 
<1958), str. 186-199.

[11] C. K uratow ski, Topologie I, Warszawa 1958.
[12] — Topologie I I ,  Warszawa 1961.
[13] — i A. M ostowski, Teoria mnogości, Warszawa-Wrocław 1952.
[14] D. Kurepa, Sur une propriete caracteristigue du continu linćaire et le prob- 

Ibme de Suslin, Publications de 1’Institut Mathematique de 1’Academie Serbe des 
Sciences 4 (1952), str. 97-108.

[15] S. Mar de sic, Mapping ordered continua onto product spaces, Glasnik Za­
greb 15 (1960), str. 85-89.

[16] S. M azurkiewicz, O punktach wielokrotnych krzywych wypełniających 
obszar plaski, Prace Matematyczno-Fizyczne 26 (1915), str. 113-120.

[17] E. H. Moore, On certain crinkly curves, Transactions of the American 
Mathematical Society 1 (1900), str. 72-90, -{-Errata, str. 507.

[18] G. Peano, Sur une courbe, qui remplit toute une aire plane, Mathematische 
Annalen 36 (1890), str. 157-160.

[19] G-. Pólya, Tfher eine Peanosche Kurve, Bulletin de l’Academie des Scien­
ces de Cracovie (1913), str. 305-313.

[20] It. Salem and A. Zygmund, Lacunary power series and Peano curves, 
Duke Mathematical Journal 12 (1945), str. 569-578.

[21] A. Schoenflies, Die Entwickelung der Lehre von den Punktmannigfaltig- 
keiten, Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 8 (1900), zeszyt II, 
str. 1-250 (szczególnie str. 122).

[22] K. Sieklucki, On superpositions of simple mappings, Fundamenta Mathe­
maticae 48 (1960), str. 217-228.

[23] W. Sierpiński, O krzywych wypełniających kwadrat, Prace Matematyczno- 
fizyczne 23 (1912), str. 193-219.

[24] — Sur une nouvelle courbe continue qui remplit toute une aire plane, Bulle­
tin de 1’Acadómie des Sciences de Cracovie (1912), str. 462-478.

[25] G. T. W hyburn, Analytic Topology, New York 1942.

А. Л елек (Вроцлав)

О ПРЕОБРАЗОВАНИЯХ ПЕАНО
РЕЗЮМЕ

Статья представляет собой обзор многочисленных результатов, касающихся 
преобразований Пеано. Под преобразованием Пеано подразумевается здесь та­
кая непрерывная функция, которая отображает какое-нибудь топологическое 
пространство на его картезианский квадрат. Обзор составляют: введение, заклю­
чающее представление оригинального преобразования Пеано, и пять частей: 
о существовании, кратности, открытости, монотонности преобразований Пеано 
и о их связи с проблемой Суслина.
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A. Lelek (Wroclaw)

ON PEANO MAPPINGS

S U M M A R Y

The article is a survey of various, old and recent, results concerning Peano 
mappings. A Peano mapping is meant here as a continuous function which maps 
a topological space onto its cartesian square. The review consists of the introduction 
where the original Peano mapping is presented and of five sections successively deal- 
ling with: the existence, the order, the openness, the monotoneity of and the Suslin’s 
problem’s relation to Peano mappings.


