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Seria I: PRACE MATEMATYCZNE VII (1962)

A. LELEX (Wroclaw)
O funkcjach Peany

Wstep. W 1890 r. Peano oglosil swg stynng prace [18], dowodzac
w niej istnienia ,krzywych wypehiajacych caty obszar plaski”. To pa-
radoksalne odkrycie wywolalo zainterezrowanie matematykow, co widaé
chociazby po duzej, jak na owe czasy, ilofci autoréw prac na ten temat.
Jak zobaczymy, byli wéréd nich miedzy innymi Cesaro, Hahn, Hilbert,
Moore, Pélya, Schoenflies i Sierpinski.

Odkrycie dokonane przez Peane zachwialo réwniez 6wezesnymi intu-
icjami zwigzanymi z pojeciem krzywej i przyczynilo sie w ten sposéb
do lepszego sprecyzowania tego pojecia. To nastgpito dopiero po 1920 r.
na gruncie zbudowanej przez Mengera i Urysohna topologicznej teorii
wymiaru. Juz jednak od chwili ukazania sie pracy Peany stalo sie jasne,
ze przyjmowana za Jordanem definicja krzywej jako zbioru punktéw
(plaszezyzny, przestrzeni itd.), bedacego cigglym obrazem odeinka liczb
rzeczywistych, jest nie wystarczajaca.

Oryginalna definicja funkeji Peany byla arytmetyczuna. Niech mia-
nowicie dla kazdej liczby n calkowitej nienjemnej i kazdej liczby a rze-
czywistej k" (a) = a, je§li n jest parzyste, oraz k"(a) = 2—a, jesli n jest
nieparzyste. Wtedy, biorac dla kazdej liczby ¢ z odcinka 0 <t < 1 jakie-
kolwiek jej rozwiniecie tréjkowe

t =(0,d,05a5...)s,
Peano okreflit funkeje
z(t) = (0, b1bybs...)s,

y(@) = (0, ¢,6505...)3
w sposéb nastepujacy:
by = a,, 6, = k"(a,),
b, = k™ (a3), 6y = k1% (a,),

by = k2 tm=2(ay, ), 6 = kMTTm-1(q,,),

............................

Przyjmujae
() = (z(), y()
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udowodnil, ze punkt p(?) plaszezyzny nie zmieni sie, jeSli w powyzsze]j
definicji wzigé inne rozwiniecie tréjkowe liczby ¢ i zZe otrzymana w ten
sposéb funkeja p jest ciagla oraz przyjmuje jako swe wartodei wszystkie
punkty kwadratu jednostkowego o wierzcholkach przeciwleglych (0, 0)
i(1,1).

Przedstawienie funkeji p za pomoea wzoru podal tez Cesaro [2]
w 1897 r. Natomiast jej interpretacje geometryczna znaleili w 1900 r.
niezaleznie od siebie Moore [17] i Schoenflies [21].

Te samg funkeje p Peany mozna otrzymad, co w 1912 r. zrobil Sier-
pinski [23] nawigzujge do wyniku Moore’a i Schoenfliesa, jako granice
jednostajnie zbieznego ciggu funkeji cigglych. Pierwsza z tych funkeji

.o odwzorowuje liniowo odcinek jednostkowy I liczb
4 0 <t<1 na przekatng kwadratu jednostkowe-

3 q| 8° 12, Druga funkecja odwzorowuje odpowiednio

2 kazda z 9 réwnych czefci odeinka I liniowo na

8| przekatna jednego z 9 réwnych kwadratéw o boku }

Z (rys. 1). Trzecia funkecja powstaje z drugiej przez
zastgpienie odwzorowania kazdego z 9 odcinkéw

! 7l na przekatng kwadratu odwzorowaniem tegoz od-
Rys. 1 cinka w ten sam kwadrat, bedacym zmniejszeniem

w stosunku 1:3 calej drugiej funkeji itd. Ciag tych
funkeji jest jednostajnie zbieiny, poniewaz kazda z nich powstaje z po-
przedniej przez zmiane w coraz to mniejszym kwadracie. Zbiory war-
tosei sg przy tym coraz gestsze w kwadracie I? i przeto funkecja gra-
niczna p odwzorowuje odcinek I na caly kwadrat I2, ezyli p(I) = I2

Niech teraz X bedzie dowolng przestrzenig topologiczng, a X* — joj
kwadratem kartezjanskim, tzn. przestrzenig X X X. Kazds funkeje ciggly f
taka, ze f(X) = X°, bedziemy nazywali funkcja Peany dla przestrzeni X.

Jak sie okaze, wiele péiniejszych wynikéw z rozmaitych dziedzin
mozna traktowaé jako twierdzenia o funkejach Peany dla réznych prze-
strzeni. Przeglad tych wynikéw jest celem niniejszego artykulu.

Istnienie funkcji Peany. Klasyczny rezultat Peany, opisany we
wstepie, glosi zatem, Ze

1. Istnieje funkeja Peany dla odcinka 1.

Przy pewnych warunkach dodatkowych, nalozonych na te funkcje,
mozna tez uzyskaé jej jednoznacznos$é. Tak np. Sierpinski [24] dowiodt
w 1912 r., ze istnieje jedyna funkeja rzeczywista f zmiennej rzeczywistej ¢,
ograniczona, parzysta, spelniajaca réwnosé

FO+ft+3) =0
dla kazdego t oraz réwnos$é

2f(30)+f(t+}) =1
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dla 0 <t <1,1 ze wtedy wartodei funkeji

g9(t) = (f(1), ft—1)

dla 0 <t <1 wypelniajg caly kwadrat o wierzchotkach przeciwleglych
(=1, 1) i (1,1).

Oczywifcie, funkcje Peany dla odeinka, rozumiane jako funkeje
* zespolone zmiennej rzeczywistej, sa na ogét dalekie od zalozen regular-
nofei, przyjmowanych w analizie, jak np. istnienie styecznej, rézniczko-
walnog§é itp. Jednakze, jak wykazali Salem i Zygmund w pracy [20],
istnieje cala klasa szeregéw potegowych, ktére wziete na brzegu kola
jednostkowego mogg stuzyé jako funkcje Peany dla odeinka.

Powyzszy wynik 1 mozna znacznie uog6lnié korzystajae ze znanyeh
twierdzeni topologicznych.

Mianowicie, nazwijmy conttnuum dowolng przestrzen topologiczng
Hausdorffa, ktéra jest jednoczesnie zwarta (tzn. zachodzi dla niej twier-
dzenie Borela-Lebesgue’a) i spéjna (tzn. nie jest sumg dwéoch zbiordw
domknietych, rozlgeznych i niepustych).

Wtedy kazde continuum C metryzowalne jest przestrzenig osrodkows
i wobec twierdzenia Urysohna jest topologicznie zawarte w kostce Hil-
berta (p. [11], str. 136). Jedli wiec ponadto C jest niejednopunktowe,
to rzut jego obrazu w kostce Hilberta na jedng z osi wypelnia odeinek,
czyli istnieje funkcja ciggla f, taka, ze f;(C) = I. Natomiast, jesli C
jest procz tego lokalnie spdjne, to przestrzenn (2 jest réwniez continuum
metryzowalnym, lokalnie spdjnym i na mocy twierdzenia Mazurkiewicza
istnieje funkeja ciagla f, taka, ze f,(I) = C? (p. [12], str. 185). Biorac
p = fof; otrzymujemy zatem p(C) = C2. Poniewaz oczywidcie kazda
przestrzen jednopunktowa ma funkecje Peany, wiec wynika stad, ze

2. Kazde continuum metryzowalne i lokalnie spdjne ma funkeje Peany.

Zalozenie lokalnej spéjnosci jest tu istotne: funkcje Peany mogg
nie istnieé¢ dla pewnych continuéw metryzowalnych nie lokalnie spéjnych.
Niech bowiem N (X) oznacza zbiér punktéw przestrzeni topologicznej X,
w ktérych X nie jest lokalnie spéjna. W pracy [4] Engelkinga i mojej
zostato wykazane, ze jeSli

N(Y) #£0 £N(X)CZCX,

gdzie X, Y i Z s3 przestrzeniami zwartymi metryzowalnymi i N (Z) = 0,
to f(X) # XX Y dla dowolnej funkeji cigglej f. Wynika stad w szczeg6l-
nosci, ze

3. Jesli przestrzenn X zwarta metryzowalna nie jest lokalnie spdjna
oraz zbidr punktow, w ktorych X nie jest lokalnie spdjna, jest zawarty w pod-
zbiorze przesirzeni X zwartym i lokalnie spdjnym, to nie istnieje funkcja
Peany dla przestrzeni X.

Roczniki PTM — Prace Matematyczne VII 9
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Przyktadem takiej przestrzeni X moze byé continuum M na plasz-
czyinie (zwane miotelkq), zlozone z odcinka prostoliniowego o koncach
(0,0) i (0, 1) oraz nieskoniczenie wielu odcinkéw prostoliniowych o kon-
cach (1/n,0) i (0,1), gdzie »n =1, 2, ...

Continuum M nie jest lokalnie sp6jne np. w punkcie (0, 0), skad
wynika, ze iloczyn kartezjanski

MY = MxMX...

przestrzeni M nie jest lokalnie spéjny np. w punkeie ((0, 0), (0, 0), )
Ale continuum M¥ jest nawet homeomorficzne ze swoim kwadratem
kartezjanskim (p. [11], str. 235). Istnieje wiec funkeja Peany dla conti-
nuum MM, mimo ze nie jest ono lokalnie spdjne.

Pozostaje otwarte zagadnienie, czy funkcja Peany moze istnieé dla
jakiego§ continuum, ktére nie jest lokalnie spéjne i ma wymiar skoticzony.

Krotnoéé funkcji Peany. Niech f bedzie furkejg okreslorg na prze-
strzeni X oraz yef(X). Krotnoscig funkeji f w punkeie y nazywamy moe
przeciwobrazu f~'(y), tj. ilo§é punktéw przestrzeni X, w ktérych funkeja f
przyjmuje wartos$é y. Jefli funkeja f we wszystkich punktach przestrzeni
warto§ci ma krotno§é skoriczorg i cgraniczorg z géry, to najwieksza
z tych krotno$ci nazywamy po prostu krotnofc’g funkeji f i oznaczamy
przez x(f). W przypadku gdy istnieje punkt, w ktérym f ma krotnosé
nieskoriczorg, lub istnieja punkty o dowolnie wysokiej krotnoéei, mo-
wimy, ze funkeja f ma krotno§é nieskorczorg i piszemy x(f) = oo.

Tak wiec oryginalna funkcja Peany dla odcinka I, opisana we wste-
pie, ma punkty o krotno$ci dokladnie 1, 2 i 4. Znaczy to, ze uwazajac ja
za ¢iggla parametryzacje kwadratu I? przy pomocy parametru ¢ z cdein-
ka I, co mozna sobie wyobrazié¢ jeszcze jako ruch punktu material-
nego po kwadracie I* w czasie od chwili 0 do chwili 1, kazdy punkt
kwadratu bedzie przejechany co najmniej raz, przy czym niektére
punkty zostarg pokryte dokladnie jeden, inne — dwa, a jeszcze inne
— cztery razy.

Inna funkeja Peany dla odecinka I, przyjmujgca krotnoéei 1, 2, 31 4,
zostata podana przez Hilberta [7] w 1891 r. Te sama krotkg note Hilbert
oglosil tez w przekladzie polskim w 5 tcmie Prac Matcmatyczno-Fizyez-
nych z 1894 r. W obydwu miejscach zostalo bl¢dnie stwierdzone, ze krot-
nofci funkeji wynoszg tylko 1, 2 i 4, pedezas gdy £g tem rowniez punkty
o krotnosei 3.

W 1913 r. Pélya [19] zbudowal furkeje Peary dla cdeinka I, ktéra
ma tylko punkty o krotnoSciach 1, 2 i 3. Aby ja otrzymadé, wezmy pcd
uwage tréjkgt prostokatny 7' o bekach dlugofei 3, 4 i 5. Wysoko§é popro-
wadzona na przeciwprostokatng dzieli ten ti16jlkat ra dwa tiéjkaty pro-
stokatne T, i T',. Te z kolei mozna pcdobnie pcdzieli¢ na tréjkaty prosto-
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kgtne Ty, Ty, i T4y, T4, odpowiednio (rys. 2). Postepujac tak dalej, otrzy-
mujemy trojkaty Tg, a,, gdzie d; =0 lub 1 dla ¢é=1,...,n oraz
n =1, 2,... Srcdnice tych trojkatéw daza do zera, gdy n rosnie nieogra-
niczenie, a kazdy tréjkat Tq, a,;, gdzie j = 0 lub 1, jest zawarty w tréjka-
cie Ty g, . Ot6z biorac dla kazdej liezby ¢
z odcinka I jej rozwinigcie dwojkowe

t = (0, dld2d3"')2

definiuje si¢ punkt

o
T(t) ZQIle---dn’ Rys. 2

bedgry czeSeia wspolreg zstepujacego ciagu tréjkatéw Tg g . Punkt ten
nie zalezy cd wyboru rozwiniecia dwodjkowego liczby ¢ i w ten sposdb
okreflona funkecja ciggla » cdwzorowuje odcinek I na tréjkat T, przyj-
mujac krotnosei 1, 2 i 3. Wreszcie, jesli & jest homeomorfizmem przeksztal-
cajaoym trojkat T na kwadrat 1%, to superpozycja hr jest szukang funkeja
Peany dla odcinka I.

Powyzsza konstrukcja Polyi jest w pewnym sensie optymalna, po-
niewaz twierdzenie udowodnione niezaleznie przez Hahna [6] w 1913 r.
i Mazurkiewicza {1671 w 1915 r. orzeka, zZe

4. Kaida funkcja Peany f dla odcinka I ma krotno$é x(f) > 3.

Z twierdzenia tego wynika tez, ze optymalna w pewnym innym sensie
jest takze konstrukecja funkeji Peany dla odcinka I, opisana w nocie
[10] Knastera i mojej. Jak bowiem nicdawno udowodnil Sieklucki [22],
kazda funkcja cigzla o skoniczonej krotnosei, okre§lona na przestrzeni
zwartej, metryzowalnej i skoficzonego wymiaru, daje sie przedstawid
jako superpozycja skoniczonej ilodei funkeji ¢’gzlyeh o krotnoseiach réw-
nych co najwyzsj 2. W szezegdlnosei dotyezy to funkeji Peany dla odeinka
I, majaceyech krotno§é skoriezong. Ot6z w pracy [10] zostalo dowiedzione
miedzy innymi, ze

b. Istnieje funkcja Peany f dla odcinka I, ktora jest superpozycja
f = fof1 dwoeh funkeji ciaglych f, ¢ f, o krotnodciach x»(f,) = x»(f,) = 2.

Stosuige inny, nowszy wynik Siekluckiego, wykazomy teraz, ze
powyzsze twierdzenie 4 Hahna-Mazurkiewicza mozna uogélnié na szerszg
klase continuéw, wiréd ktérych migdzy innymi jest odeinek I. Idzie tu
0 continua mctryzowalne, 1-wymiarowe i bedace jednoczesnie ANR-ami,
tzn. absolutnymi retraktami otoczeniowymi. Z grubsza méwige, 83 to
takie continua motryzowalne 1-wymiarowe (czyli po prostu krzywe,
2 wiec na mocy znanego twierdzenia Mengera-Nobelinga zbiory topolo-
gicznie zawarte w przestrzeni euklidesowej 3-wymiarowej), ktore sg lo-
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kalnie spéjne i nie zawieraja dowolnie matych krzywyeh zamknietych
zwyezajnych (tzn. zbioré6w homeomorfieznych z okregiem kola).

Ot6z, jak ostatnio udowodnil Sieklucki w pracy jeszcze nie opubli-
kowanej, kazda funkeja ciagla f o krotnosei =(f) < 2, okre§lona na con-
tinnum € metryzowalnym, l-wymiarowym i bedacym ANR-em, za-
chowuje wymiar przestrzeni, czyli

dimf(C) = dimC = 1.

Tymezasem znane w teorii wymiaru twierdzenie Hurewicza z 1929 r.
mowi, ze je§li X i Y sa przestrzeniami metryzowalnymi ofrodkowymi,
a przy tym X jest zwarta i dimY = 1, to

dimX XY =dimX 1

(p. [11], str. 227). Wynika stad, ze

6. Kaéda funkcja Peany f dla continuum metryzowalnego, 1-wymiaro-
wego © bedacego ANR-em ma krotno$é =(f) = 3.

Przechodzge do wyzszych wymiaréw przypomnijmy najpierw inne,
dobrze znane twierdzenie Hurewicza z 1927 r., na mocy ktoérego zachodzi
nier6wnosé

dimf(X) < dim X +»(f)—1,
gdzie X jest przestrzenig zwarta metryzowalna, a f — funkeja ciggla
okreflong na X (cf. [12], str. 52).

Wéréod najnowszyeh wynikéw znajduje sie twierdzenie, ktére udo-
wodnit Fary [5] i ktore glosi, ze jezeli X jest przestrzenig lokalnie zwarta,
metryzowalng i ofrodkows, to

2dim X —1 < dim X?,
a przy tym istnieje dla kazdego n > 2 przestrzen X zwarta, metryzowalna
i n-wymiarowa, dla ktérej ta nier6wno$é staje sie réwnosecia. Istnienie
takiej przestrzeni dla = = 2, tj. przestrzeni zwartej, metryzowalnej
i 2-wymiarowe]j, ktorej kwadrat kartezjanski ma wymiar 3, zamiast 4,
wykazal Boltianski [1] jeszeze w 1949 r. Oczywideie, na mocy klasyceznego
twierdzenia Mengera zachodzi tez nieréwnogé

dim X* < 2dim X

dla dowolnej przestrzeni X metryzowalnej osrodkowej (p. [11], str. 225).

Tak wiec ze wspomnianego twierdzenia Hurewicza z 1927 r. i twier-
dzenia Fary’ego wynika, ze jezeli X jest przestrzenig zwartg metryzowalng
i f jest funkeja Peany dla X, to

2dimX —1 < dim X® = dimf(X) < dim X + »(f)—1,

& stad

7. Kazda funkcja Peawy f dla przestrzeni zwartej, metryzowalnej ¢ n-
wymiarowej (gdzie n = 1,2, ...) ma krotno$é »(f) = n.
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Rezultat ten mozna wzmocnié¢ po pewnym ograniczeniu klasy prze-
strzeni. Mianowicie, rozumiejgc przez cele dowolny zbiér homeomorficzny
z jedna z kostek euklidesowych I™ dla n = 1,2, ..., nazwijmy pseudo-
wielosvianem kazda przestrzenl metryzowalng ofrodkowsg, ktéra jest sumsy
co najwyzej przeliczalnej mnogosci cel. Pseudowielo§cianem jest wiec np.
miotetka M, opisana poprzednio jako przyktad do twierdzenia 3. Okazuje
sie, ze

8. Kazda funkcja Peany [ dla pseudowieloscianu n-wymiarowego
(gdzie n = 1,2,...) ma krotno$é =(f) = n-+1.

Rzeczywifcie, poniewaz kazda cela jest zbiorem zwartym, ze zna-
nego w teorii wymiaru twierdzenia o sumie (p. [11], str. 176) wynika, ze
pseudowielo§cian n-wymiarowy W zawiera cele »n wymiarows. A wiee
kostka I*", homeomorficzna ze zbiorem (I")?, jest topologicznie zawarta
w zbiorze W2 Stad 2n < dimW? i stosujac znowu twierdzenie Hurewicza
otrzymujemy

2n < dimW? = dimf(W) < n-+x(f)—1,
ezyli n+4-1 < #(f).

Otwarte funkcje Peany. Daleko mocniejsze oszacowanie krotnogei
otrzymuje sie, zakladajgc otwarto$é funkeji Peany. Méwimy, ze funkeja
ciggla f okredlona na przestrzeni topologicznej X jest otwarta (lub wew-
netrzna), jesli przeksztalca zbiory otwarte w X na zbiory otwarte w f(X).

Otéz, zgodnie ze znanym twierdzeniem Aleksandrowa z 1936 r.,
kazda funkceja ciggla f okre§lona na przestrzeni X zwartej metryzowalnej,
otwarta i majaca przeciwobrazy f~'(y) co najwyzej przeliczalne dlay ¢ f(X),
zachowuje wymiar przestrzeni (cf. [12], str. 68).

Poza tym, jak widzieliémy poprzednio na mocy twierdzenia Hure-
wicza z 1929r., kwadrat kartezjanski dowolnej przestrzeni zwartej,
metryzowalnej i 1-wymiarowej jest przestrzenia 2-wymiarows. Nato-
miast jedli przestrzeit X zwarta metryzowalna ma wymiar skonczony
dimX > 1, czyli zachodzi nieréwno§é

7 dimX < 2dimX—1,
to z twierdzenia Fary’ego [5] wynika nieréwnosé
dim X < dim X*.

A wiee ostatnia nieré6wno§é jest spelniona dla kazdej przestrzeni X
zwartej metryzowalnej, majacej wymiar skonczony dodatni. Korzystajae
z twierdzenia Aleksandrowa wnosimy stad, zZe

9. Kazda otwarta funkcja Peany f dla przestrzeni X zwartej metryzo-

walnej o wymiarze skonczonym dodatnim ma krotnosé »(f) = oco. Co wiecs],
istnieje wtedy punkt yeX? taks, 2e przeciwobraz f~1(y) jest nieprzeliczalny.



134 A. Lelek

Zauwazmy, ze powyzszo twierdzenie stanie si¢ ialszywe, jesli od-
rzucimy zatozenie dodatniego wymiaru przestrzeni X. Rzeczywiecie, jak
wiadomo (p. [11], str. 235), zbiér Cantora % doskonaly 0-wymiarowy jest
homeomorficzny ze swoim kwadratem kartezjanskim %*. Istnieje przeto
funkcja Peany f dla ¥, ktéra jest nawet homeomorfizmem, a wiee jest
otwarta i ma krotno$é »(f) = 1. Z przykladu przestrzeni M¥, okre§lonej
po twierdzeniu 3, widad, ze réwniez zalozenie skoriczonego wymiaru prze-
strzeni X jest niezbedne w twierdzeniu 9.

Na mocy twierdzenia 9, oryginalna funkcja Peany, jako tez opisane
wyzej funkcje Peany dla odcinka, pochodzase od Hilberta i Pdlyi, nie
g3 otwarte. Jak sie jednak okaze, zadna funkecja Peany dla odcinka nie
moze byé otwarta.

Istotnie, nazwijmy grafem skonczonym kazdg przestrzen, ktora jest
sumg skonczonej liczby lukéw o iloczynach pustych lub skonezonych.
Wowezas, wobec znanego rezultatu Whyburna z 1938 1., obrazem grafu
skoniczonego przez funkcje wewnetrzrg jest nadal graf skonczony (p.
[25], str. 182). Poniowaz za§ kazdy graf skonczony jest 1l-wymiarowy,
a jego kwadrat kartezjanski — 2-wymiarowy, wiec wynika stad, ze

10. Nie istnieje otwarta funkcja Peany dla grafu skoiczonego.

Zatem odcinek ani okrgg nie maja otwartych funkeji Peany.

Funkcje otwarte zostaly szczegdlnie dobrze zbadane dla rozmaitofei
2-wymiarowych. Bylo to gléwnie zaslugg Whyburna, ktéry w latach
trzydziestych oglosil szereg prac na ten temat. Pozostawaly one w zwigzku
ze zbudowang przez Whyburna teorig elementéw cyklieznych.

Jezeli ¢ jest continuum metryzowalnym i lokalnie spdéjnym, to
elementem cyklicenym continnum C nazywa sie:

a) kazdy punkt rozecinajacy C,

b) kazdy zbiér, ktéry zawiera jaki§ punkt c¢eC nie rozcinajacy C
i jest zlozony ze wszystkich punktéw p e C takich, ze zZaden punkt nie roze
vina C miedzy ¢ i p (p. [12], str. 235).

Niech wszystkie niejcdnopunktowe elementy cykliczne continuum. C
bedg celami 2-wymiarowymi lub sferami 2-wymiarowymi, tj. homeomor-
ficzne z kwadratem I2 lub z powierzchnig S, kuli jednostkowej w prze-
strzeni euklidesowej 3-wymiarowej. Wtcdy, jak udowodnil Whyburn
(p. [25], str.197), kazdy niejcdnopunktowy element cykliczny obrazu
f(C) continuum C przez funkeje wewnetrzng f jest topologicznie kwadra-
tem I2, sferg S, lub plaszezyzrg rzutowa. Poniewaz jednak wymiar con-
tinuum metryzowalnego i lokalnie spojnego jest wlasnoscia ekstensywna,
tzn. przechodzi z elementéw cyklicznych na cala przestrzen (p. [12],
str. 246), wiee continuum f(C) ma wymiar

dimf(0) < 2.
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Skoro za§, jak widzielifmy juz przed twierdzeniem 9, dla 2-wymia-

rowego continuum C metryzowalnego mamy
2 = dim(C < dim(?,
to wynika stad, ze

11. Nie istnieje otwarta funkcja Peany dla 2-wymiarowego continuum
metryzowalnego 1 lokalnie spdjnego, ktdrego kasdy niejednopunktowy element
eyklicany jest celg 2-wymiarowq lud sferq 2-wymiarowq.

W szczegélnosei kwadrat I? ani sfera S, nie maja otwartych funkeji
Peany. Kazide z tych continudéw jest bowiem jedynym swoim elementom
cyklicznym.

Mimo ze otwarte funkcje Peany nie istnieja ani dla odecinka I, ani
dla kwadratu I, to jednak sytuacja dla kostek I" wyzszego wymiaru
jest pod tym wzgledem calkowicie odmienna. Okaze sig mianowicie w twier-
dzeniu 13, ze dla kazdej kostki I™ wymiaru » > 3 istnieje otwarta funkeja
Peany, a précz tego moze ona byé dobrana tak, zeby spelniala jednocze$nie
dedatkowy warunek: byla monotoniczna.

Monotoniczne funkcje Peany. Funkeje f okre§long na przestrzeni
topologicznej X nazywamy monotoniceng, jeSli przeciwobraz f~'(y) jest
zbigrem spojnym dla kazdego yef(X).

Jesli wiec przestrzen X jest zwarta, a funkcja f okreslona na X jest
ciggla i monotoniczna, to przeciwobraz f~'(y), zwany tez warstwicq funkeji
f, jest continuum dla kazdesgo yef(X). Poniewaz jedynymi niepustymi
continuami na odcinku I s odecinki i pojedyncze punkty, przeto widaé
stad, ze kazdy obraz odcinka I przez funkecje ciggla monotoniczng jest
punktem lub lukiem. Nie mozo wige byé kwadratem I°.

Jak wynika z pewnego twierdzenia Morreya z 1935r., je§li obraz
f(I*) kwadratu I® przez funkeje f cigzla monotoniczng nie jest rozcinany
przez zaden ze swoich punktéw, to jest on celg 2-wymiarowg lub sferg
2-wymiarowa (p. [25], str.173). A poniewaz zaden punkt nie rozcina
kostki I*, wiee I* nie jest cigglym monotonicznym obrazem kwadratu I°.

Widzimy zatem, ze

12. Nie istnieje monotoniczna funkcja Peany dla odcinke I, ani dle
kwadratu I*°.

Natomiast dla kostek I" wymiaru » > 3 wynik jest zupelmie inny.
Aby go dokladnie sformulowaé, przypomnijmy jeszcze jedng wlasnosé
funkeji, dajaca sie w naturalny sposéb zdefiniowaé dla kazdej funkeji
okre§lonej na przestrzeni topologicznej. Idzie mianowicie o nieprzywiedl-
no§¢ funkeji.

Funkeja f okre§lona na przestrzeni topologicznej X nazywa sie nie-
praywiedina, jesli dla kazdego podzbioru domknietego A przestrzeni X
réwnosé f(4) = f(X) pociaga za sobg réwno$é 4 = X. Oczywiscie wa- -
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runkiem dostatecznym na to, aby funkcja f okreSlona na przestrzeni
topologicznej X byla nieprzywiedlna, jest, aby przeciwobraz zbioru punk-
téw o krotnodei 1, tj. zbidr punktéw zeX spelniajgcych réwnodé

&z :f‘lf(w),

byl gesty w X. Wiadomo, Ze dla cigglej funkeji f okreslonej na przestrzeni
X zwartej metryzowalnej warunek ten jest rowniez warunkiem koniecz-
nym nieprzywiedlnosei (p. [25], str. 163).

Wynik, do ktérego zmierzamy, zostal osiggniety przez Ludmile
Kieldysz [8] w 1957 r. Wykazala ona, ze jesli p i q sg liczbami catkowitymi,
spelniajacymi nieréwnosei

3 <p<y,

to istnieje funkeja f ciagla, monotoniezna i nieprzywiedlna, przeksztalca-
jaca kostke I” na kostke I%

Poddajac te funkeje maltym zmianom, Kieldysz udowodnila nastepnie
w pracy [9], ze istnieje tez funkeja monotoniczna otwarta, przeksztalca-
jaca I” na I‘. Dokladniej, powyzsza funkeja f ma te wlasnogé, ze dla do-
wolnego ¢ > 0 istnieje funkcja ciggla @,, ktéra odwzorowuje kostke I¢
na siebie, przesuwa punkty o mniej niz ¢, tj. punkty i @, (x) znajduja sie
w odleglosei

oz, Dy(w) <&

dla kazdego wel?, i ktorej zlozenie @,f z funkeja f jest juz funkejg jed-
noczesnie monotoniczng i otwarts, przeksztalcajacg I na I%
Stwierdzamy przeto, zZe

13. Istniejq jednoczesnie monotoniczna 14 nieprzywiedlna, jako tez
jednoczesnie monotoniczna i otwaria funkcje Peany dla kostki I", gdzie
n=3,4,...

Te zbudowane przez Kieldysz funkcje monotoniezne sg raczej skom-
plikowane, a wsréd ich warstwic wystepuja continua i krzywe o réznorod-
nej budowie. Zobaczymy, ze jest to z pewnego wzgledu nieuniknione.

Niech bowiem X bedzie przestrzenia zwartg metryzowalng. Prze-
strzen X nazywa si¢ acykliczna w wymiarze n (gdzie n = 0,1, ...), jesli
n-ta grupa homologii przestrzeni X, o wspétezynnikach czerpanyeh z do-
wolnej grupy abelowej, jest trywialna. Méwimy, ze funkeja f okreflona
na przestrzeni X jest acykliczna w wymiarze n, jes§li warstwica f-1(y)
jest acykliczna w wymiarze n dla kazdego y <f(X). Méwimy, ze funkeja f
jest acyklicena, jesli jest ona aeykliczna we wszystkich wymiarach
n=20,1,... Kazda cela jest przestrzenig acykliczng we wszystkich wy-
miarach » = 0, 1, ... Funkcje monotoniczne sg to po prostu funkeje acy-
kliczne w wymiarze 0. Acykliczno§é fankeji stanowi wiee wzmocnienie
monotonicznodei.
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Ot6z, jak wykazal Dyer [3], dla kazdej funkeji f cigglej acyklicznej,
okre§lonej na przestrzeni X zwartej metryzowalnej, mamy ’

dimf(X) < dim X.

Poniewaz jednak, co stwierdziliémy przed twierdzeniem 9, wymiar
kwadratu kartezjanskiego przestrzeni zwartej metryzowalnej jest wiekszy
od wymiaru tej przestrzeni, o ile ten ostatni jest skorczony i dodatni,
wiec wynika stad, ze

14. Nie istnieje acykliceana funkcja Peany dla przeswzeni zwartej me-
tryzowalnej o wymiarze skoriczonym dodatnim.

Zatem zadna z funkeji skonstruowanych przez Kieldysz nie moze
mieé warstwic bedacych wylgcznie punktami, lukami lub celami.

Funkcje Peany a zagadnienie Suslina. Powiemy, zZe przestrzen
topologiczna X ma wlasnosé Suslina, je§li kazda rodzina parami roztgez-
nych podzbioréw otwartych przestrzeni X jest co najwyzej przeliczalna.
A wiee kazda przestrzen topologiczna ofrodkowa ma wlasno$é Suslina.
W szezegdlnofel odnosi sie to do przestrzeni liezb rzeezywistych.

Zauwazmy od razu, ze wlasno§é Suslina jest niezmiennikiem prze-
ksztalcen cigglych, tzn. ze jedli przestrzen X ma wlasnos$é Suslina i f jest
funkeja ciagla okre§long na X, to przestrzen f(X) ma réwniez wlasnos§é
Suslina. Jezeli bowiem dana jest rodzina parami rozlgcznych podzbioréw
otwartych G przestrzeni f(X), to ich przeciwobrazy f~'(G) stanowia takg
samg rodzine dla przestrzeni X.

Zalozmy teraz, ze zbior X jest uporzadkowany przez relacje <,
czyli ze okre§lona jest w X relacja < dwueczlonowa, przeciwzwrotna,
antysymetryezna, przechodnia i spéjna (p. [13], str. 139). Wtedy w na-
turalny spos6b mozna zrobié ze zbioru X przestrzen topologiczng, przyj-
mujge za zbiory otwarte przedziaty postaci

{wrar<a}l, {&:a<a, {©:ao<a<bl,

gdzie a, be X, oraz ich dowolne sumy. Takg przestrzen X bedziemy na-
zywali prezestrzeniq topologiczng uporzqdkowang.

W 1920 r. Suslin postawil swoje znane zagadnienie, ktére do tej pory
nie zostato rozstrzygniete. Moze byé ono sformulowane jak nastepuje:
czy kazda przestrzen topologiczna uporzgdkowana, ktéra jest spdjna,
nie posiada elementu pierwszego ani ostatniego oraz ma wlasno$é Suslina,
jest podobna do przestrzeni liczb rzeczywistych, uporzgdkowanej przez
relacje mniejszosci? Wiadomo, ze dla odpowiedzi twierdzgcej wystarczy
udowodnié, iz kazda przestrzen spelniajgca te warunki jest o§rodkowa,
czyli zawiera podzbioér gesty przeliczalny (p.[13], str. 157).

Jak sie okaze, zagadnienie Suslina ma pewien zwigzek z funkcjami
Peany, co w ostatnich latach odkryli matematycy jugostowianscy Kurepa
i Mardesic.
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Mianowicie, rozumiejgc przez continuum wuporzqdkowane przestrzen
topologiczng uporzgdkowang, ktéra jest continuum, mozemy analogicz-
ne do zagadnienia Suslina pytanie dotyczace przestrzeni zwartych
sformulowaé nastepujaco: czy kazde econtinuum uporzadkowane nie-
jednopunktowe, majace wlasno§é Suslina jest homeomorficzne z od-
cinkiem 17

Kurepa [14] wykazal, ze kazde continuum uporzgdkowane C, kt6-
rego kwadrat kartezjanski ¢ ma wlasno$é Suslina, zawiera podzbi6r
gesty przeliczalny i tym samym jest homeomorficzne z odeinkiem I.

Mardesi¢ [15] udowodnil nastepnie, ze jesli X jest continuum, ¥
jest econtinuum niejednopunktowym, € jest continuum uporzadkowanym
oraz istnieje funkeja ciagla f taka, ze f(C) = XX Y, to przestrzen X ma
wiasno$é Suslina.

Stad wynika, ze

15. Jedli isinieje funkcja Peany dla continuum uporzqdkowanego C
niejednopunkiowego, to continuum C jest homeomorficane z odcinkiem I.

Na mocy twierdzenia MardeSicia, continuum C ma bowiem wtedy
wlasno§é Suslina. Ta za$ bedgce niezmiennikiem przeksztalcen cigglych
przysluguje wiec tez obrazowi continuum C przez funkeje Peany, czyli
przestrzenn C* ma wlasno§é Suslina. Zatem wobee twierdzenia Kurepy,
continua C i I £g homeomorficzne.

Twierdzenie 15 pokazuje, ze wyzej sformulowane, analogiczne do
zagadnienia Suslina pytanie dotyczace przestrzeni zwartych sprowadza sie
do pytania, czy dla kazdego continuum uporzgdkowanego, majgcego wias-
nos¢ Suslina istnieje funkeja Peany. Z twierdzenia tego wynika réwniez,
Ze istnienie funkeji Peany topologicznie charakteryzuje odcinek I sposréd
wszystkich continuéw uporzgdkowanych niejednopunktowych.
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A. JIETEK (Bponimas)

O ITPEOBPA30OBAHUAX INEAHO

PESBIOME

Cratsa nmpepacraBiaserT coboit 0630p MHOTOYMCHEHHHX Pe3YJbTATOB, KACAIOMUXCH
npeo6pasosanuii ITeano. Tlog mpeobpasonvanuem Ileano noppasymenaercs 3/eCb Ta-
Kafg HeNpepeBHas (QYHKIUA, KoTopad oroGpamaer Kakoe-HuUGYHDb TONOJOrMYECKOe
NpPOCTPAHCTBO HA ero KapTesaMaHCKuit kBagpar. O630p COCTABIAIOT: BBefleANe, 3aKJII0-
yapliee NpeicTaBIeHNe OPHUrMHAILHOTO npeoGpasopamusa Ilearo, M wATL uwacTelt:
0 CYIEeCTBOBAHMM, KPATHOCTU, OTKPEITOCTH, MOHOTOHHOCTM npeobpasoBamuit Ileamo
m o wx cBAsu ¢ npobaemoit Cycauna.
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A. LELEE (Wroctaw)
ON PEANO MAPPINGS

SUMMARY

The article is a survey of various, old and recent, results concerning Peano
mappings. A Peano mapping is meant here as a continuous function which maps
a topological space onto its cartesian square. The review consists of the introduction
where the original Peano mapping is presented and of five sections successively deal-
ling with: the exisience, the order, the openness, the monotoneity of and the Suslin’s
problem’s relation to Peano mappings.



