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О дробных долях значений функции двух переменных

Вопросами асимптотического выражения суммы дробных долей 
функции двух переменных занимались И. М. Виноградов и М. А. 
Гельбке. М. А. Гельбке [1], [2] занимался обобщением результатов 
работы И. М. Виноградова [3] на функции двух переменных. Очень 
точный метод решения этих вопросов дал И. М. Виноградов в работе
[4] . В работе [5] он применил этот метод непосредственно к функциям 
двух переменных. Настоящая заметка целиком базируется на работе
[5] . Мы получаем сходные результаты, налагая на функцию f(x , у) 
несколько меньшие ограничения, чем у И .М. Виноградова. Мы исполь­
зуем некоторые из лемм работы [5], а также следующую лемму.

Л емма. Пусть Q — область переменных х и у, ограниченная 
замкнутым контуром. В области Q задана функция z =  f{x, у). Пусть 
имеются параметры А, В , U, W, которые могут стремиться к беско­
нечности одновременно с изменением области Q и вида функции f{x , у), 
а также постоянные г, s, I, р, причём А ^  В >  1, U >  2, W >  2, 
U >  A, W >  В, 1 <  г, 1 <  0 <  I, 0 <  р < 1 . На функцию z —f {x , у) 
в области Q наложим следующие ограничения: f{x, у) имеет непреры­
вные частные производные вплоть до 3го порядка, причём

меняет знак на кривой вида —  =  const не более чем О (In U) раз. Отно-
дх

сителъно области Q сделаем предположение: разности между наи­
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большим и наименьшим значениями абсцисс и ординат точек области 
будут не больше соответственно U и W. Относительно контура об­
ласти Q сделаем следующие предположения: число точек пересечения 
контура с каждой прямой у =  const не превосходит 2; число точек

пересечения контура с каждой кривой —  =  const не превосходит
дх

2 .

Пусть

$т =  ехР(2тст/(х, у)),
а

где суммирование распространяется на все точки области Q с цело­
численными координатами х и у.

В таком случае:
1° при 1 <  т <  В
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2° при В <  т <  А
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Доказательство этой леммы протекает аналогично доказатель­
ству леммы 3 работы [5], причём важную роль играет одна лемма 
ван дер Корпута (см. [6], стр. 78).

Т еорема. Пусть выполнены все условия вышеприведенной леммы. 
Пусть п — число целых точек области Q .. Расположим дробные доли 
{f{x,yj}, соответствующие всем целым точкам области О в порядке 
их возрастания

Ух <  У z <  ••• <Уп-

Тогда при любом целом nx будем иметь
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где В — величина порядка
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Доказательство теоремы вполне аналогично доказательству тео­
ремы работы [5].
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