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W. MATUsSZEWSKA (Poznan)

Przestrzenie funkcji ¢-catkowalnych

Cze¢sé I. Wlasnosci ogélne p-funkeji i klas funkeji p-calkowalnych

0. Przedmioten tej pracy jest zbadanie wlasno$ci pewnych Kklas
funkeji, ktére stanowia naturalne uogdlnienie klas funkeji calkowalnych
z wykladnikiem o >0. W tym celu wprowadza sie pojecie funkeji ¢-
calkowalnych w nastepujacy sposob. Nazywaé bedziemy ¢-funkejq funkeje
rzeczywista ¢ niemalejacg i ciagla dla 4 > 0, réwng 0 tylko dla 0, dazaca
do oo, gdy 4 — co. W dalszym ciagu ¢-funkcje oznaezamy literami grec-
kimi: ¢, v, y, ... Nazywamy funkcje & mierzalng w (a,b) @-catkowalnq,
jezeli ¢ jest ¢-funkeja i gdy nastepujaca calka ma skonezong
wartosé:

b

[ (i) dt

Klasa funkeji ¢-catkowalunych jest w przestrzeni funkeji mierzalnych
zbiorem wypuklym, lecz, ogélnie biorge, nie jest zbiorem liniowym. Dla-
‘tego wprowadza si¢ klase ogélniejszg (funkcje g-catkowalne w sensie szer-
szym) zlozong z funkeji ¢ o tej wlasnodei, ze przy pewnym A >0 jest
Az g-catkowalna. Ma ona te zalete, ze jest liniowg podprzestrzenia prze-
strzeni funkeji mierzalnyeh. Dla ¢ (u) == «”, ¢ > 0, otrzymujemy klasyczny
przypadek funkeji calkowalnyech z wykladnikiem o. Dla ¢ wypuklych
przestrzenie funkeji ¢-catkowalnych w sensie szerszym sg znane pod nazwg
przestrzens Orlicza, ktéry pierwszy wyrdznil te klase przestrzeni w [11]
(por. réwniez [12], [4], [14]) przy pewnych nieistotnych dodatkowych
zatozeniach. Jako naturalne unogélnienie waznyeh w zastosowaniach prze-
strzeni L%(a, b), o > 1, przestrzenie Orlicza byly przedmiotem licznych
prac. W monografii M. A. Krasnosielskiego i J. B. Rutickiego [4]
mozna znalezé zestawienie odno§nej literatury.

W tej pracy nazywaé bede uogdlnionq przestrzeniq ()rlwza przestrzen
zlozong z funkeji g-calkowalnych w sensie szerszym, gdy ¢ jest dowolng
p-funkeja. Badaniem wlasno$ei nogélnionych przestrzeni Orlicza zajeto
sie dopiero niedawno w pracach S. Mazura i W. Orlicza [6] oraz S. Role-
wicza [13]. Rowniez J. Musielak i W. Orlicz w [7], [8], uogélniajac teorie
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przestrzeni modularnych Nakany i jego szkoly (por. np. [9], [10]), uzys-
kali pewne wyniki dla uogélnionych przestrzeni Orlicza. Brak jest jednak
dotad systematycznego studium tej klasy przestrzeni. Niniejsza praca
stanowi rodzaj wstepu do teorii uogdlnionych przestrzeni Orlicza, a wiec
i do badan bardziej szczegélowyeh, ktére wymagaja od przypadku do
przypadku réinych specjalnych zalozen o ¢-funkejach. Uklad pracy jest
nastepujacy. W czesei I, ktora stanowi tre$é niniejszej pracy, w sekeji 1
badam wlasnosei samych g-funkeji, przy czym jako fundamentalne po-
jecia wprowadza sig¢ definicje ¢-funkeji réwnowaznych i ¢-funkeji nie-
slabszej od jakiej§ innej ¢-funkeji. Wprowadzone definicje tych pojed
83 ogélniejsze od uzywanych w pracach Z. Birnbauma i W. Orlicza [1]
iw [4]. Réwnowaznosé p-funkeji i moznoéé ich poréwnywania graja istotng
. role przy badaniu struktury uogdlnionych przestrzeni Orlicza. Cze§é I1
pracy, ktéra ukazuje si¢ oddzielnie, zawiera sekcje 3. W tej sekeji, naj-
dluzszej, zajmuje sie wprowadzeniem fundamentalnych pojeé topologicz-
nych do uogdlnionych przestrzeni Orlicza. Gléwnym przedmiotem sekecji
jest mozliwo§¢ wprowadzenia w tych przestrzeniach F-normy, a w szcze-
gbélnosei normy s-jednorodnej. Uzyskane wyniki nogélniaja i uzupeiniajg
wyniki z [6] i [13]. Bada sie tez tzw. p-zbieznosé, ktéra odpowiada zbiez-
nofci znanej w bardziej ogélnej’ teorii przestrzeni modularnych pod nazwa
zbieznofei modularne;j.

Na zakonczenie wstepu pragnelabym podziekowaé prof. drowi W,
Orliczowi za cenne uwagi i sugestie oraz zyczliwa opieke w trakecie przy-
gotowywania niniejszej pracy.

1.1. Funkecje p nazywamy réwnowasng 2 ¢ dla dugych u, jezeli istnieja
state a, b, ¢, kq, ko, I, uy > 0 takie, ze

() ap(kyu) <cp(lu) < bp(k,w) dla  u = u,.

Dla zaznaczenia, ze yp jest rOwnowazna z ¢ uzywaé bedziemy sym-
bolu vy L ¢. Réwnowazna z powyzsza definicja réwnowaznosei y z ¢ jest
nastepujaca definicja:

ap(kyu) < p(u) < bplleu) dla  u > wu,

przy czym, oczywiscie, stale wystepujace w tej nier6wnosci nie sg iden-
tyczne ze stalymi z nieréwnos$ci poprzedniej.
1.21. Jezeli v flvq), to q)i» (VHERY, flwtp, ¢,~l' ¥ wynika y & 2
1.211. ¢ (u) ~ g (ku) dla k> 0; jezoli gy, o p(u’) ~yp(u’), gdzie s> 0.
1.22. Jeseli W(u,v,w, ...) oznacza wieclomian o wspdlezynnikach do-
3 Lo 1
datnich, W(0,0,0,...) = 0% p;~e;, 10 W(py, Y2, ¥sy ... )~ W(p1, P2y Pay---)-
Latwe dowody lematéow 1.21, 1.211 i 1.22 pomijamy.
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1.3. Funkeje ¢ nazywamy nieslabszq od v dla dudych u, 1 piszemy
() L @, jezeli przy pewnych stalych ¢, b, 1, k, u, spelniona jest nier6wno§é

ep(lu) < bp(ku), gdy u = u,.

1 l
Jasne jest, ze wtedy i tylko wtedy réwnoczesnie vy < ¢, ¢ < y, gdy
1
g~y

[ 1 1 14 1 1
1..?1. Jedeli ¢ <, v 2y, 1o @ < x5 jedeli ¢ ~ @y Y~ Y1y @ SV,

o ¢ <y,
1.32. Przy tym samym znaczentu W jak w 1.22 jest

) 1
W(w1; 92y 935 .-2) 2 Wy, @2y @3y ),

1
]GZGZ'I/ v = @;.

1.4. Funkcje y nazywamy réownowasng z ¢ dla matych u (dla wszyst-
kich u), co oznaczamy przez y iup, (f;rzez ) a~<p), jezeli przy pewnych
stalych, nieréwnogei 1.1, (x) spelnione sg dla 0 < u < u, (dla wszystkich
w = 0). '

Uwagi i lematy podane w 1.1-1.22 pozostaja w moey dla relacji
S i,, przy tym warunek ,,dla u > u,’, nalezy zastapi¢ odpowiednio
przez ,,dla 0 <u <wu,” albo ,dla w = 0”. '

Analogicznie mozna przenie§¢ definicje ¢ nieslabszej od y dla du-
Zych « na przypadek malych « lub wszystkich u.

Celem uproszezenia sformulowan pewnych twierdzen uzywaé bedziemy
nastepujacego sposobu wyrazania sie: pewng wilasnosé P funkeji ¢ nazy-
waé bedziemy wlasnosciq klasowq, odpowiednio w sensie I, s lub a, jezeli
z tego, ze posiada ja funkeja ¢ i ¢ ~ Y, @ ~ p lub ¢ ~p wynika, ze
réwniez p posiada wlasnos§é P.

1.5. O funkeji ¢ méwimy, ze spelnia warunek (A,) dla dusych u, jezeli
przy pewnej stalej d >1 spelniona jest nier6wnoé

(%) p(2u) <dp(u), dla u > u,.

Analogicznie okrefla si¢ warunek (A,) dla matych « i dla wszystkich .

1.51. Warunek (A,) dla duzych u, dla malyeh « lub dla wszystkich
u jest odpowiednio wlasnodcia klasowa w sensie I, s lub a.

Rézne przyklady funkeji spelniajacych warunek (A,) i dokladniejsze
zbadanie ich wlasnofci znaleZzé mozna w monografii Krasnosielskiego
i Rutickiego [4].
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1.52. Méwimy, ze ¢ spelnia warunek (A,), a > 1, dla duiych u, jezeli
przy pewnej statej d, >1 spelniona jest nieréwnosé

(*) p(aw) < dop(u),

dla u = wuy(a).

Analogicznie okresla sie warunek (A,) dla matych « i dla wszystkich u.

1.521. Warunek (A,) dla duzyeh « (dla matych w, dla wszystkich u)
jest réwnowazny warunkowi (A,), « >1 dla duzych w (dla malych wu,
dla wszystkich u).

Jezeli (A,;) jest speilnione dla w > u, i przy calkowitym m > 0 jest
a <2™ to glau) <@(2™u) < d"p(u), gdy wu > uy; okreflamy d, = d™.

Jezeli (A,), gdzie a >1, jest spelnione dla % > uy(a) oraz 2 < o™,
to ¢(2u) < gp(a™u) <dre(uw) dla u = uy(a); okre§lamy d, = d. Analo-
gicznie w pozostalych przypadkach. ,

1.53. Méwimy, ze ¢ spetnia warunek (A,), a > 1, dla dusych u, jezeli
przy pewnej stalej ¢, > 1 spelmiona jest nier6wnosé
(%) p(u)e, < (aw)
dla w > uy(a). Analogicznie okre§la si¢ warunek (A,) dla malych « i dla
wszystkich u. Jest on wlasnodecia klasows we wszystkich 3 przypadkach
odpowiedniej rownowaznoscei.

1.54. («) Jeieli ¢ spelnia warunek (A,) dla dusych u, to ¢(Au) <
< dVp(u) dla w > uy(a) © dowolnego A > 1, gdeie r = lgd./lga, przy
czym d, oznacza statq wystepujacq w 1.52, (*).

(B) Jezeli ¢ spelnia warunek (A,) dla dusych u, to p(iu) > a*Pp(u)
dla dusych u, 2 > 1, gdzie s = l1ge,/lga, przy czym ¢, oznacza stalq wyste-
pujgcq w 1.53, ().

Analogiczne twierdzenia sy prawdziwe w przypadku (A,), (A,) dla
w = 0.
7 (A,) wynika @(a™u) < dP¢(u), gdy u > ug(a), wiee jezeli o™ ' <
<A< a™ to p(iu) < g(a™u) < (@) p(u) < dVeo(u).

Analogicznie dowodzi sie (B):

A" <A< d™, p(iu) > p(a"n) > (dFe(u) > a P (u)
dla % = uy(a).

1.55. Dla danej ¢ wprowadzmy funkeje przyjmujace wartosei < oco:

Py —im 2% ) = 1im 20
T woo ¢ (A0) 5w ¢ (Au)
Funkeje te odgrywaja pewng role w naszych badaniach.

() R(), k(1) sa nierosnace dla 1 > 0.
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(B) Jeseli istnieje 0 < }g < 1 takie, z¢ h(dy) < a, to spelniony jest wa-
runek (A,) dla duzyeh w oraz k(1) jest ogramiczona w otoczeniu 1.

(v) Jezeli istnieje 0 < Ay << 1 takie, Ze h(A) >1, to spelniony jest
warunek (A,) dla duzych w przy pewnym a oraz h(1) — oo, gdy A - 0.

Ad (B). Jest ¢(u) < 2ap(ln) dla u = uy, Wwiee ¢@(u/l) < 2ap(u)
iz 1.521 wynika (A,). Wedlug 1.54, (a), jest, przy 0 < 1 <1,

P p ) < o 5.

Ad (y). Jezeli istnieje 0 << 1, < 1 takie, ze h(4) >1, to g(u/i) >
> cp(u) dla duzych u, przy ezym ¢ > 1, czyli spelniony jest warunek
(A,) przy a = 1/4,. Stad, na moey 1.54, (B), jest dla 0 < 2 < 1, o(u)/p(Au) >
> a2, h(d) = af[F.

Powyizsze twierdzenia uzupelnimy nastepujacymi uwagami. Jezeli ¢
jest wypukla, to spelnia (A,) dla v > 0 przy kazdym a > 1 ze stala ¢, = a;
jezeli ¢ jest wklesla, to spelnia warunek (A,) dla u > 0 ze staly d, = a.

Z monotoniczno§ei ilorazu ¢(u)/u wynika w pierwszym przypadku
dla o >1, ¢(au) = ap(u), w drugim zas @(au) < ap(u).

Jezeli h(A) =1 dla 0 < A <1, to z uwagi na h(A) > 1 jest h(d) =
= h(1), a stad wynika istnienie granicy

lim p(u)

(+) w00 @ (AU) -

dla 41 >0.

Funkecje spelniajace (+) sa to tzw. funkecje o wolnej zmiennoéei,
wprowadzone przez Karamate (por. [3]). W ogélnym przypadku zalo-
zenie monotoniczno$ei jest zbedne. Funkeje te znajduja pewne zastoso-
wania np. w teorii szeregéw Fouriera. Funkejami o wolnej zmiennosci
sa np. () réowne (lgu)’, (lglgu)’, y >0, (lgu+sinlgw) dla duzych u,
a w otoczeniu 0 uzupeklione np. do funkeji ciaglej, monotonicznej i zeru-
jacej sie w 0. Zauwazmy, ze g-funkeje o wolnej zmiennosei przy zadnym
a > 1 nie spelniaja warunku (A,) dla duzych u. Natomiast przy kazdym
a > 1 spelniajg (A,) ze staly d, < 1+ ¢, gdzie ¢ > 0 mozna wziaé dowolnie
mate. Wynika stad, wedlug 1.54, (a), ¢(iu) < (1+e)Ap(u) dla 12 >1
(dla > u(a)), pray czym r <lg(1-+e¢)/lga, & wiec r jest dowolng liczbg
dodatnig. Mamy wiec dla s > r, p(Au)A~* < (14 &) A" @ (u), ezyli g (Au)/A* -
- 0 przy pewnym wu, wiec @(A)/F’ - 0, gdy A - oo przy dowolnym
.8 >0.

Funkeja ¢ spelnia warunek (A’) dla « > 0, jezeli przy pewnej stalej
¢ >0 (por. [1}, [4])

p(uv) < cp(u)p(v) da w=0,v=0.

Jasne jest, ze z warunku (A’) wynika (4,) dla v > 0 oraz (A,) dla
dostatecznie duzych a.
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1.56. Jezeli okredlimy funkecje

. p(u) - p(u)

hqi(A) = inf —— hi(A) = sup ——

,1( ) u>0(p(lu)’ 1( ) u>€¢(2u)"
to biorge w twierdzeniach 1.55, («)-(y), hy, ky W miejsce h, ki (A,), (A,)
dla » > 0 zamiast dla duzych u, otrzymamy twierdzenia analogiczne dla
przypadku « > 0.

1.6. Wiedy < tylko wtedy ¢ ~ v, gdzie w jest funkejq wypukla, jezeli

istniejq state m >0, n >0, uy, = 0 takie, Ze

U
@ (us) > m‘P(” 1)
Uy : Uy

(*)

dla uy = Uy = u,.

Powyisze twierdzenie pozostaje w mocy, gdy relacje réwnowaznosei
< zastapimy przez rsv, ~ i zastapimy ,,dla u, > u, = %’ odpowiednio
przez ,,0 < u; < Uy < U’y 5,0 < Uy < Uy,

Jezeli ¢ ~ y, gdzie y jest funkeja wypukly, to

ap(ku) < gp(u) <bp(k,u) dla  w > u,,

ky
wiee dla w, > %, > max (uo, T Yol
1

'P(k ﬁu) (klu)
plun) pUnte) o oplhw) TR e PR )
U2 Uy Uy Uy b

Dla dowodu dostatecznosci okreslmy

@ (nt)
(a) s(u) = sup m ——- dla w >u; >0,
. Ue<EI<U t
(b) s(u):-ﬁ-wu dla 0 <% < u,.
Uy Uy .
Z (x) wynika
u nu
" s =m™™ ey s,

u

a s(u) jest niemalejgca dla w > 0. Niech y(u) = fs(t)dt; jest w(u) <
0
< s(u)u, p(u) = tus(in), zatem dla u > 2u,

) > p(u), pl) >me (—Z—u)
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W przypadku réwnowaznodei dla ma.lycﬁ % (wszystkich u) okre-
glamy s(u) wzorem (a) dla 0 < u < u, (dla w > 0) obliczajac sup dla
0 <t <u i defininjemy

°
q)(uz") w  dla  u > u.

0

s(u) =

1.61. Wtedy i tylko wtedy ¢ ~ v, gdzie y jest funkcjq whklestq, jesels
istniejqg state m >0, n >0, uy > 0 takie, ze '
u
Fltha) o, 210

(*) <

dla  uy = uy > u,.
U Uy

Analogicznie dla fsw, ~.
Dow6d prowadzi si¢ analogicznie jak w 1.6 z tym, ze funkeje s(u)
okredla si¢ obecnie nastepujaco:

: t
(a) s(u) = infm(p(n ) dla % = u,,
t<u
®)  s(u) = (m‘f(—@"—) ﬂ.) Y a0 <u <.
Uy Uy

1.62. Jezeli ¢ jest subaddytywna, ten. @(u;+ ) < @(%y)+ @ (us), gdy
, =0, uy >0, to ¢ jest réwnowasna z funkeja wklestq. '
Niech w, > u; >0, 2"u, < uy < 2" uy, gdzie n =0,1,2,... Jest

@ (%s) < P(2" ) < 2" g (uy) 9 <P(u1).

= =
Uy Uy 2™, %y

Na powyzsze twierdzenie zwraca uwage S. Rolewicz w [13] bez
dowodu. ’

1.63. Jezeli ¢ ~ v, gdzie y jest funkecjq wkiesta, to ¢ spetnia warunek
(A;) dla duzych wu.

1.64. Jezeli ¢ jest wklesta, to jest subaddytywna (por. Hille [2], str. 132).

Gdy ¢ jest wklesta, to @(uy)/us < @(uy)/u, dla w, > wuy;

@ Uy %) L @ (%y -+ ug) < @ (uy) @ (%s) _

U +u
T Ug x Uy 2
Uy + Ug Wy + Uy Uq Uy

@(Uy 4 Uy) = Uy

= @ (uy)+ @(uy).

Zatem ¢ jest réownowazna z funkcja wklesty wtedy i tylko wtedy, gdy
jest rOwnowazna z funkcjy subaddytywns.

1.641. Jeseli ¢ jest wypukla, to jest superaddytywna, czyli

@y +ug) = @(u)+o(u)) dla  uy, >0,uy > 0.
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Bowiem @(uq)/u; < uz)/“z: gdy uy = u,,

U+ U U+ u u U
@ty +ug) = 14y ¢ (U 2) +u299( 11 Us) > u, @ (u1) -, P(%)
Uyt Uy U+ Uy U, Uy

= @(u1)+ @ (ts).

1.642. Jezeli ¢ jest superaddytywna, to jest réwnowasna z funkecjq
wypuklq.
Niech w, > u; >0, 2"u; < u, < 2"'u,. Zachodzi nier6wnosé

. P (%)
n,

P(uz) ~ @ (2"u,) 2% (u,) l

Wy  wy 2™, T 9

1.65. Na to, aby <p~,(, gdzie x(u) p(u"), r>0, p jest funkecjq wkleslq,
potrzeba ¢ wystarcza, by

u nu
ﬁ”( 2)< m‘{"( rl)

7 sy m>0,n >0,
Uy Uy

(*)

dla uy, = u, = u,.

Analogiczne twierdzenie jest prawdziwe dla L, ~.

Istotnie, jest ¢(u'!") ~ 2 (u'") dla duzych u i wystarczy zastosowaé
1.61, podstawiajac zamiast »'" zmienng u.

1.661. Jeseli ¢ spetnia warunek (A,) dla duzych u, to zachodzi 1.65,
(%), dla dugych w.

Mozna przyjaé r = lgd,flga, n = 1, m < o', przy czym d, oznacza

stala wystepujaea w 1.52, (*).
Analogiezne twierdzenie jest shuszne, gdy zastapimy warunek ,,dla

duzych «” przez ,,dla w > 07 i ~ przez ~.

Niech u, > 4y = uy, A = uy/u,. Zastosujemy 1.54, (o): @(uy) =
= (M) < o (uy/u,) p(u,); wiee zachodzi 1.65, (x).

1.662. Jezeli zachodzi 1.65, (), to spelniony jest warunek (A,) dla
dugych w, pray czym moina przyjaé d, = mn'd" dla a > sup(1, 1/n).

Niech %y = au, u; = ufn, a >1, a >1/n. Z 1.65, (x), otrzymujemy
dla % > nu, ‘

glau) < d'mnp(u),

wiee mozna przyjac d, = mn'd" .
Analogiczne tw1erdzen1e Jest prawdziwe w przypadku: dla wszy-

stkich # > 0.
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1.7. Na to, aby ¢ rlwx, gdzie x(v) = p(u®), s >0, y jest funkeja wy-
puklq, potrzeba t wystarczy, by

u nu
(*) ¢( 2) / ‘P( 1)’ m >0, n >0’
Us "

dla uy = uy = u,.

Analogiezne twierdzenie jest prawdziwe dla i’, ~e
Istotnie, jest p(u'®) ~ z(u'l®) Lw(u) dla duzych w» i wystarezy zasto-
sowaé 1.6 podstawiajac zamiast «'/° zmienng w.

1.71. Jeseli ¢ spelnia warunek (A,) dla dusych u, to zachodzi 1.7, (x),
dla duzych u.

Mozna przyjaé s = lge,/lga, pray czym ¢, oznacza stala wystepujaca
w 1.53, (), m <a™ % n = 1.

Analogiczne twierdzenie jest plawdzwve, gdy Aastayplmy warunek
»dla duzyeh «” przez ,,dla # > 0” oraz ~ przez ~.

Niech 1y >t >ty 4 = tgfus. Wedlug 154, (B), jest o(us) —
= @(lu,) = a~*(uyfu,)’ p(u,), wiec zachodzi 1.7, (x). :

1.72. Jeseli zachodzi 1.7, (%), to spelniony jest warunek (A,) dla duiych
u 1 mogne preyjacé

a >sup(m et 1, n7h).

Przyjmujemy jak w 1.662, u, = au, w, = u/n. 4 1.7, (%), otrzymu-
jemy dla u > max(nug, %), @(au) = a*n’me(u).

1.8. Istnieje funkeja ¢, ktéra nie jest réwnowaz’na dla duzych «
z funkeja wypukly i spelmiajaca warunek ¢(u)/u — oo, gdy u — oo.

Przyklady funkeji o podobnych wlasnodciach mozna znaleZé tez
w [13].

Okredlimy ciagi v,, 4, oraz funkecje ¢ sukcesywnie w mnastepujacy
spos6b. Przyjmujemy u, >0, 0 < v, < %, dowolnie i okre§lamy ¢(u) =
= agu w {0, v,> z zachowaniem warunku ¢(v,)/v, > 1, & nastepnie ¢(u) =
= @(v1) W (v, up)>. Przyjmijmy, ze v; < 4, <0, < Uy <.oo < Vpy < Uy
zostaly juz okredlone oraz funkcja ¢ jest okres§lona w <0, w,_;>. Obieramy
u, tak duze, aby u,_; < u,[n, zreszta dowolnie. Przyjmiemy v, = u,[n
i W (Up_1y 0> okreSlamy o¢(u) = a(v—Uy_1)+@(¥y_,) 2z zachowaniem
nastepujacych warunkéw: ¢ ma byé tak duze, by a >n, ¢(v,)/v, > ni.
Nastepnie w (v,, #,) okreflamy ¢(u) = p(v,). Funkeja ¢ jest niema-
lejaca, ciagla, ¢(0) = 0. Dla 2u, , <u <v, jest p(u)|u > a2 >n[2,
Al %y _y < % < 20p_1y @(U)[U 2> @(Un_1)[2%y_1, dla v, < U < Up,y p(u)[u >
= ¢(v,) [v,n > n, W szezegélnosei ¢ (u,,) [u, > n. Wynika stad ¢(u)/u — oo,
gdy u — oo,

Roozniki PTM - Prace Matematyczne VI 9
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Przypusémy, ze ¢ jest rownowazna funkeji wypuklej dla duzych wu.
Na podstawie 1.6 dla kazdego dostatecznie malego ¢ > 0 spelniona bylaby
nier6wnosé

plu) _ _ plews)

=

dla wuy, = %, = u,.

Ug Uy
Dla dostatecznie duzego n jest un/l/;i >u, oraz ¢ >1 /I/%.
Mamy
‘ e
ple——
@ (%y) . N4 (o) > l/'ﬁ > 8]/.’; (p(v'"’),’
Un U, wJV Un,

czyli 1 > Ve i dochodzimy do sprzecznoseci.

1.81. (a) Punkcja o wolnej zmiennosci nie jest réwnowasna z funkcja
wypuklq.

(b) Jeseli ¢ jest o wolnej emiennodci, to istnieje y taka, 26 ¢ < y, lecz
@ nie jest réwnowaina z y w sensie Krasnosielskiego-Rutickiego, tan. nie
zachodzi ¢ (ryu) < y(u) < @(ryu) dla dusych w jakiekolwiek obralibysmy
r, >0,7r, >0. ‘

Ad (a). Przypusémy, ze ap(k,u) < p(u) < bp(kyu) dla v > u,, gdzie
p jest funkecja wypukla. Dla u = wyfa, 0 < a < 1, jest

@ (akyu) <w(em) <abqo(ozkzu)
@ (u) @ (u) o (u)
stad przy u — oo, byloby a < ab, co jest niemozliwe, gdy 0 < a < a/b.
Ad (b). Obieramy dowolna funkeje rosnges, ciggla taka, ze o(0) =
=1, o(u) » 2, gdy u — oo i piszemy y(u) = p(u)e(u). Oczywiscie q)rimp,
lecz gdyby bylo ¢(r,u) < p(u) < ¢(ryu), to dzielage ostatnie nieréwnosei
przez ¢(u) otrzymaliby§my przy # — oo, 1 <E1;19(u) < 1.

U—>00

2.1. Wprowadzimy obecnie nastepujace oznaczenia. Funkeje mie-
rzalne w {a, b), rozpatrywane jako elementy przestrzeni funkecji mierzal-
nych, oznaczamy zawsze przez &,Y,%,..., |#| oznacza |z(t)|,
SUD (&1, By, «..y Bp) = SUP™(#,(2), @5(8), ..., @,(t)), Przy czym sup* ozna-
cza supremum istotne w <a, b>. Przez a9 oznaczamy n-ta funkcje obcieta
dla funkeji ®, tzn.

(1) = {

’

(), gdy |z()] <m,
0, gdy |z(t)] >n.

Symbolem zg, gdzie E jest zbiorem mierzalnym w <a,b), oznaczamy
funkeje
l x(t) dla teH,

0 dla tela,b)—EH.
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yx oznacza funkeje charakterystyezng zbioru Z.
Wprowadzimy teraz nastepujace oznaczenia:

b _ b
I@) = [p(la@)at, I(@) = [a(@)d.

- Przez L?{a, b) oznaczamy zbiér funkeji mierzalnych #(t), dla ktérych
I,(®) < oo, przez L*?(a,b> zbiér funkecji mierzalnych, dla ktérych przy’
pewnym i >0 (zaleznym od # w ogélnosci) jest I,(ix) < oco.

Latwo mozna wykazaé, ze L? (a, b) jest zbiorem wypuklym, L**<a, b>
zbiorem liniowym (por. [7]). Oeczywiscie, jezeli ¢, (u) = ¢(u/m), to

L*<a, by =-J L"™a, b).
m=1

Niech ¢(u) = «*, « > 0; w tym przypadku L?{a,b) oznacza prze-
strzen funkeji catkowalnych z wykladnikiem a; uzywamy wéwczas zwy-
klego symbolu L®<a, b) w miejsce L?<a, b>. Przez S<{a, b> lub M<a, b
oznaczamy przestrzen liniowa funkeji mierzalnych w (@, b)> lub mierzal-
nych ograniczonych w (a, b). Réwno§é x = y oznacza zatem z(t) = y(t)
prawie wszedzie w <{a, b>. Nastepujaca inkluzja jest oczywista: L”<a, b> C
C L*<a, b> C S<a, b> przy dowolnym ¢. Gdy <a,b) jest skonczony,
to M<a, by C L7<a, by; gdy <a, b> jest nieskoneczony, to ostatnia inkluzja
nie zachodzi, ale w L<a, b) zawarte sa np. funkeje ograniczone, zeru-
jace sie na zewnatrz pewnego przedziatu. Zbiér funkeji tego rodzaju-ozna-
czad bedziemy przez M,<a, b). ‘ :

2.2. Warunkiem konseczanym i dostatecenym na to, by
L*2a, b> C L* (a, b,
jest spelnienie si¢ nierdwno$cs
pr(u) < dpy(u), gdzie @ >0,

(a) dla w = wu, =0, gdy {a, b) jest skonczony,

(b) dla w > 0, gdy {a, b) jest nieskorniczony. (por. [1]).

Powyzsze twierdzenie jest szczegélnym przypadkiem nastepujacego:
2.21. Na to, aby zachodzila inkluzja

ﬂlL""’ (@, b)> C L¥<a, b

potrzeba ¢ wystarcza, aby istniala liczba naturalna m taka, Ze
() p(u) < dsup(py(u), o(u),y ...y pm(w), gdeie  d >0,

(a) dla w = uy =0, gdy <a, b) skotniczony, .
(b) dla w >0, gdy <a,b) nieskorniczony.
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Niech o, (u) = sup ((Pl (u), pa(u), ...y 99,,,(%)) Poniewaz am (u) <

< @1 () + p(u)+ ...+ @p(u) dla w > 0, wiee z (¥) i ze() L*<a, b) wynika
v=1

I,(#) < (I, (#g)+1,,(@g)+ ...+ I, (#£)+ (b—a) (%)) < oo,

gdzie E = {i:|x(t)] = u,}-

Przypuéémy teraz, ze (*) nie jest spelnione dla dostatecznie duzych w.
Istnieje wéwezas ciag wu, — oo taki, ze y(u,) = 2"@,(4,). Z ¢ (u,) <
< @n(%,) wynika @, (4,) — co. Okre§lamy w <&, b> zbiory mierzalne roz-
laczne E, tak, by

|By| = —,,,,b=‘a—“y
2" n (Un)

oraz funkcje
Uy, gdy teE,,

o(t) =
0, gdy tela,b>—UE,.

Mamy dla m =1, 2, ...
m-—1

I, (@) = Y I;,(08) < Y I;,(a5)+ (b—a),

y=] y=1

poniewaz ¢nm(w,) < @,(4,), I, (2g) < (b—a)/2" dla v > m.
Zatem
I (@) <IL,@ <o da n=1,2,..

Z drugiej strony, jest

I,(@) = Y I,(a5) = ) |Bly(u,) = oo.
y=1

r=1

Analogicznie prowadzi si¢ dow6éd w przypadku (b).
2.22. Na to, aby zachodzila inkluzja

L*4a, b> C ﬂl L*<a, b5,

potrzeba i wystarcza, aby przy kaidym naturalnym m zachodzila nieréwnosé
Pm(U)om < p(w), gdzie  cpn >0,

(a) dla u > uy(m), gdy {a,b) skoriczony,
(b) dla » >0, gdy <a, b)> nieskoiiczony.

Wynika to z 2.2.
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2.23. Na to, aby zachodzila inkluzja

o0

U L% <a, b> C L*<a, b,

p=1
potrzeba i wystarcza, aby przy kazdym naturalnym m zachodzila nieréwnosé
v(u) < dnpn(u), gdzie dn >0,
(a) dla u = uy,(m), gdy <a,b) skonczony,
(b) dla u > 0, gdy <{a, b) nieskoriczony.
Wynika to natychmiast z 2.2.
2.24. Na to, aby zachodzila inkluzja

L%¢a, b C U) I*<a, b3,

ve=]
potrzeba © wystarcza, aby przy pewnym naturalnym m zachodzila nierdwnosd
(*) Pm(%)em < p(u), gdzie o, >0,
(a) dla w = uy, gdy <a,d) skonczony,
(b) dla » >0, gdy {a,b)> nieskoriczony.
Dostateczno$§é wynika natychmiast z 2.2. Rozpatrzmy koniecznosé

w przypadku (a). Przypusémy, ze () nie zachodzi przy zadnym m. Istnieja
wowezas ciagi Uy, — oo przy m = 1,2, ... takie, ze

P (Umn) = 2" Y (Unn) 1 P (Uma) >1

dla n = 1,2, ... Przyporzagdkujmy pary (m,n) jednojednoznacznie licz-
bom naturalnym tak, ze p odpowiada (m,, n,). W (a, b> okre§lmy zbiory
mierzalne rozlaczne E, tak, ze

B b—a
el = Ty ()
oraz funkcje :
My .dla, teEy,p =1,2,...,

2(l) =
dla ¢t = (a, b)—:UE,.

Analogicznie jak w poprzednich dowodach wykazujemy, ze I, (#) < oo.
Réwnoczesnie spelniona jest nier6wnosé

Ipn@) = 3 I,.(@5) > D' I, (25,),

y=1

gdzie v oznaczaja te wskazniki, dla ktérych m, = m, n, dowolne. Po-
niewaz I, (0g,) = b—a, wigc [, (¥) = oo.
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2.25. Wiedy i tylko wiedy

L¥<a, b5 = () L% <a, by,

v=]

jezeli miedzy ¢, tistnieje @ takie, e L™ (a,b>C L%{a,b> = L¥<a, b>
dla n =1,2,...
7 2.23 i 2.24 wynika istnienie k, dla ktérego
pe(u)oy < p(u) <dugn(u), gdy n=1,2,..
dla dostatecznie duzych %, gdy <a, b) skoniczony lub dla = dodatnich,
gdy <{a,b)> nieskoneczony; wystarczy zastosowaé 2.2.
2.26. Wtedy ¢ tylko wtedy

L?{a, by = () L*<a, b),
Pa=]
jesli posrdd ¢, istnieje @i takie, ze

k
I ¢a, by D () L% <a, by = L*<a, by dla n =1,2,...

v=1

Z 2.21 i 2.22 wynika istnienie %, dla ktéregob

sup(q)l(u), Pa(U)y ...y ‘Pn(“))cn < ypu) < dksup(q’l(u)y @a(u), ..., ?’k(“),

dla dostatecznie duzych u, gdy <e, > skonczony lub dla u dodatnich,
gdy <a, b) nieskoniczony. Wystarczy zastosowaé 2.2 i zauwazyé, ze cal-
kowalnosc T funkejg sup (g, (u), P2 (%) ..oy qak(u)) jest réwnowazna
7 Xe ﬂ L% a, b).

p=1

23. Z powstzego wynika natychmiast:

(a) Jezeli L™ <a, by C L™+1la, b), L*r+1{a, b>—-L"’n<a b> #0 dla

n=1,2,..., to dla ka.zdega v jest L¥<a,b)> # UL""<a by;

(B) Jeseli L%7<a, by D Ln+1(a, b), L"’”<a b> Ln+1a, by #0 dla
n=1,2,..., to dla kasdego v, :

v

 L¥<a, by % () L% <a, b>.
y=1

2.4. Jezeli spelniona jest relacja

(@) 9’1"Z<¢za gdy {a,b) skornczony,

(b) 1<y, gdy <(a,b) nieskoriczony, to L**<a, b>C L*'{a,b>.

W obu przypadkach relacja < pociaga, Ze jeieli I, (Ax) < oo przy
kazdym 24 >0, to I, (Ax) < oo przy kaidym A > 0.
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Odwrotm'é, jezeli L**2<a, by C L**'<a, by lub jeteli z I, (Av) < oo
pray kazdym A >0 wynika I, (iw) < oo, o zachodzi (a) lub (b). ,

Poniewaz z x<¢L*2(a, b)> wynika AzeL®{a, b) przy pewnym 1 >0,
wiee dla dowodu dostatecznosei wystarczy pokazaé, ze L™<a,bd>C
C L*'<a, b>.

Jezeli g, 2¢s, t0 zachodzi nieréwnosé ¢, (u) < dgy(ku), d >0, k > 1s
dla u > u,.

Niech B = {t: |x(t)| > 4ok}, przy czym <a,b)> niech bedzie skon-
czony. Spelniona jest nieréwnosé '

1
I@l(i;amj SQdI%(mE)

oraz

1 f uo
Iqq Ta’(a,b)—E < ¢ % (b—a).

Zatem I, (#/k) < co. W przypadku (b) jest E = (a,b). Dla dowodu
koniecznogei zauwazmy, ze

LV’2<“’ b> C U L¢m<a’7 b> = L*%(a’; b>’
m=1

gdzie ¢, (u) = @(u/m). Niech <a,b> bedzie skonczony. Zastosujemy
2.24. Otrzymamy, przy pewnym m;

?’1(%) Cm < @g(u) dla duzych u,

czyli <p1é @q. Analogicznie w przypadku <a,d)> nieskonczonego otrzy-
mamympl.ag(pz. Rozumujemy niewprost jak w 3.21 (cze§é II, str. 151).
Jezeli x, oznaczaja funkeje tam okreslone, to dla ¢ = z,+2,+...,
By~ By =0, I, (i) <<oo przy kazdym i >0, lecz réwnoczesnie
I, (Ax) = co. Z powyiszego otrzymujemy
- 2.41. Wiedy 1 tylko wiedy L**<{a,b> = L***{a, b, gdy (plria(pz lub
P ~ @, 2aleénie od tego, czy <&, b) jest skoticzony czy nieskoriczony.
2.42. Witedy i tylko wiedy L' <{a, b> = L™ {a,b), gdy cp,(u) < ¢ (u) <

< dpy(u), ¢ >0, d >0, dla dusych u, gdy <a, b> jest skonczony, dla u > 0,
gdy <La, b) nieskoriczony.

2.5. Na to, aby L¥<a, by = L**{a, b) pray pewnym v, potrzeba i wys-
tarcza, by ¢ spetniala warunek (A,) dla dusych w lub dla w > 0 w zaleinoser
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od tego, czy {a, by skoticzony czy nieskornczony 1 by tpflvcp lub wf:/gv, lub,
co na jedno wychodzi, by L**{a,by = L?<a, b).

Niech <a, b) bedzie skoniczony, ¢,, () = ¢ (%/m). Poniewaz L**<a,b) =
= JL*<a, b), wige wedlug 2.23, 2.24 wtedy i tylko wtedy L¥<a,bd> =

n
= L**{a, b), gdy istnieje m naturalne, dla ktérego
(p(ﬁ-)em < pu) < dmcp(—ui) dla »=1,2,..
m n .

dla duzych «. Biorac n = m otrzymujemy ¢finp; podstawiajac za » war-
to§¢ 4-2m oraz nw = 2m otrzymujemy

p(2u) < m
¢,

m

o(u).

Warunek (A,) pociaga za sobg, wedtug 1.521, ¢ (Au) < d, () dla duzych u,
gdy A > 1, wiee, na mocy 2.2, L*m(a,b> C L°<a, b).

Analogicznie dowodzi sie twierdzenia w przypadku nieskonezonego
{a, b>.

Z powyizszego wynika

2.51. Wiedy ¢ tylko wiedy jest L?{a,b) = L**{a,bd, gdy ¢ spelnia
warunek (A,) dla dusych w lub dla w > 0 w zaletnosoi od tego, czy <{a, b)
jest skoficzony czy nieskoviczony.

2.6. Jeieli ¢ nie spetnia warunku (A,) dla dusych u, {a,b)> jest skon-
‘czony, to istniejg funkcje z,y o nastgpujacych wlasnodciach:

(«) I, (%) < 00, I,(Az) = oo dla 2 >1,

(B) I,(Ar) < oo dla 0 <A< 1,I,(w) = oco.

Analogiczne twierdzenie jest sluszne dla warunku (4,) dla wszy-
stkich % i nieskoriczonego <a, b).

Niech

om(u) = @((1+1/m)u).

Jezeli («) nie zachodzi, to L*<a,b)> C | J L™a, b>, wigc na moecy 2.24,

n=1

przy pewnym m,
p((14+1/m)u) < dpo(u)

dla ‘duzych u, ezyli ¢ spelia warunek (A,) dla duzych w.
Niech
om(¥) = @((1—1/(m+1))u).
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Jezeli (8) nie jest spelnione, to () L**<a, by C L?<a, b), wigc na moey
n=1
2.21
pu) < dsup(¢1(u)7 Pa(U)y .oy ‘Pm(u)) = d‘P((l_l/(m"f‘ 1))'”')7

dla duzyeh u, co jest réwnowazne z (A,) dla duzych w.
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B. MATYHEBCKA (ITosxaus)

[MPOCTPAHCTBA ¢-CYMMUPVEMbBIX ®VHRKIUN
YACTh I. OBIAE CBOMCTBA ¢-OVHKIUN U KIACCOB ¢-CYMMHMPVEMBIX OVHKIUA

PE3SIOME

B macrosmeit pabore ¢-dynryuei Ha3HBAEM QPYHKIMIO HENPEPHBHYI ¥ Hey-
OHBaoIyo I8 % > 0, NPMHUMAWIY0 3HA4YeHWe HYJNb JuIIb B TOUKke 0, cTpeMsA-
wyocs K oo npu w — oo. Yepes LP{a, b) obGosmavaem MuOmecTBO QYHKIuUE & usMe-
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puMHX Ha <@, b), [uIA KOTOPBHIX

b
Ip@) = [o(a@))dt < oo,

uepes L*?{a, b) MHOMECTBO @ [JIA KOTOPHX, IIPU HEKOTOPOM A > 0 (3aBncﬂmeM oT w),
Avel?{a, b)>.

Muomecrso L*?{a, b) — auneitHoe upocrpaucrso. llpocrpamcrsa L*?(a, b)
ABIAITCA 0000MmeHeM MPOCTPAHCTB QYHKINN ¢ CYMMUPYEMO a-oit cTemeHbo (o > 0);
mocuegHuit caydail moixyuaercs, Korjga ¢(a) = u®.

B §1 osroit paGoTe ucCIENYIOTCH PABNMUHEE CBOKCTBA @-OyHRumit. Dymga-
MEHTaJNbHBE 37ieCh cnenyloume nonsmm ToBopumMm, 4T0 @ Hecaabee y npu GoubmMX

3HAUYEHUAX ¥ U NMULIEM Y < oy -{ @), ecam p(lu) < bp(ku) nas u > uy > 0 (Dy}mumr
PHY uaaunaeM 3neuea.aenmub&.uu npu GONBIIMX % W MMIIEM @ 13 V, ecan -< pup -< .

3ameHoit < Ha -< MOJMYy4YaeTCTA ONpPefeNeHue JKBUBANEHTHOCTUM UPH BCEX %. OTH
onpegexenus obme paccmarpusaeMuX B [1] um [4]. J{aHs 87ech, HAIPUMED, YCIOBUSA
l
RIS TOTO UTOOM @~y, rrHe y(uw) = y(u®), vy — Bumyruaa @-Gyuxugus, s > 0.
B § 2 mccaexyoTcA COOTHOIEHUS Mexay wiaccamum L%{a, b, L*?{a,b> npm
pasaMuEHX @. Jlamsl, HanpmMmep, He0OXOZMMEIe ¥ HOCTATOYHEE YCIOBUS BKIIOYSHNN

(M L?<¢a, by C L¥<a, b5, L¥<a,b> C | J L%<a, b).

=l =}

T'maBurnie pesyunTarst 5T0# paGoTH OoNyGIMKOBAHE 0es mOKasaTexncTB B [5].
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SPACES OF ¢-INTEGRABLE FUNCTIONS

PART I. GENERAL PROPERTIES OF @-FUNCTIONS AND OF CLASSES
OF @-INTEGRABLE FUNCTIONS s

SUMMARY

In this paper we call a p-function any function continuous and non-decreasing
for » > 0, vanishing at 0 only and tending to oo as u— oo. Denote by L?<a, b)> the
set of functions x measurable in <a, b> for which

b
I@) = [o(la@)dt < oo,

and let L*?<{a, b> be the set of x for which lxreL?<a, b) for a 1 > 0 (depending on =z)
The set L*?{a, b) is a linear space. Spaces L*?(a, b)> are a generalization of spaces
of functions integrable with a power a > 0; we get the last case taking ¢(u) = u°.
In the first section, various properties of p-functions are investigated. The following
notions are fundamental. ¢ is called non-weaker than y for large u (for all » > 0), in
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symbols vy S ¢ (v < ¢), lf »(lu) < bp(ku) for u > ’“'o >0 (for U > 0) Funetions
@ and p are ca.lled equivalent for large u, in symbols (p y, ify < pand g % p. Replac-

ing —{ by % we obtain the definition of equivalence for all u. These definitions are

more general than those in [1], [4¢]. E.g. there are given conditions for ¢ 2 x> where
2(u) = w(u®), v is a convex g-function, s > 0. In section 2, the relatxons between
classes L?<a, b), L*?(a, b> for various ¢ are investigated. For mstance, there are
given conditions necessary and sufficient for the inclusions

o o0
(M L%<a, b> C L¥<a, by, L¥<a,b> C | L¥<a, b)>.

p=1 p=1

Main results of this paper are given in [5] without proof.



