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() pewnym zagadnieniu dotyczacym wartosci
i funkcji wtasnyeh dla plyty i membranv

1. Wezmy pod uwage zagadnienia na wartosei wlasne dla mem-
brany:
(I) du-+iu = 0 wewnatrz (K),

=0 na F(K),

0<e <mx,
gdzie (K)
' 0<y<m,
oraz plyty
(IT) A(Au)—Au = 0 wewngtrz (K),

w=Au =0 na F.(K).

W pracy niniejszej zbadamy widma obu zagadnien, poréwnujac ich
pewne wiasnoci, ponadto zbadamy pewne wlasnosci osceylacyjne funkeji
wlasnych zagadnienia (II).

Jak wiadomo [1], wartosei wlasne i funkeje wilasne zagadnienia (1)
lub (II) tworzg ciagi podwojne:

(Iay) Z'WL’VD, = m?+ ne,
(Ib) U (0, ¥) = sinmasinny,
(m,n, =1,2,3,...),
(II&) Appn = (mz + "‘2)27
(Impy “Upnl{®, y) = sinmazsinny

przy ezym oba uklady funkeji wlasnyeh sg zupele w (K), a wartosciami
wlasnymi zagadnienia (I) lub (II) sa tylko liczby ciggu (Ia) albo (Ila).
Przez {1} oznaczamy zbiér wartosci wlasnych (widmo) zagadnienia (1),
przez {A} za§ widmo zagadnienia (II).
W niniejszym artykule bedziemy korzysta¢ z wynikow podanych
W pracy [2]. '
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2. Wykazemy teraz nastepujace twierdzenia.

TWIERDZENIE 1. Istnieje nieskoriczony ciqg wartosei wtasnych, wspdlny
dla zagadnienia (I) oraz dla zagadnienia (II).

Dowéd. Ciggiem takim jest ciag

(1) Ay = [(2k)2 L (3K)2]2 = [%2(2243%)]2 == 122kt + 52t —
= (12k%)24- (k%)% = Az iz, Kk =1,2,3,...

Innymi ciagami tego typu sg np. ciagi Asse = Awor2 152+

W dalszyeh rozwazaniach wszystkie wskazniki- bedg liczbami natu-
ralnymi.

TWIERDZENIE 2. Jesels m # n, to A, naledy do {i}.

Dowéd. W my§l tozsamosei Lagrange’a otrzymujemy:

(m?4 n%)? = (2mn)+ (m2—n?)? = B0 = Iy,
gdzie k = 2mn, I = m?—n?2.

3. Korzystaé bedziemy z nastepujacego lematu [3]:

LEMAT 1. Na to, 2eby liczba naturalna n byla sumaq dwdch kwadratow
liczb naturalnych, potrzeba i wystarcza, zeby w jej rozwinieciu ne czynniki
plerwsze, caynnikt postaci 4k+ 3, o ile wystepuja, wystepowaly w potegach
o wykladnikach parzystych i seby albo liczba 2 wchodzila z wykladnikiem
nieparzystym, albo tez zeby liczba n miata co najmniej jeden dzielnik pierw-
. szy postact 4k+1 (k =1,2,3,...).

TWIERDZENIE 3. Istnieje ciqg nieskonczony warto$ei wltasnych prze-
katniowych A, nalesacy do {A}.

Dowéd. A, = (m2+m?)2 = 4m?* = 22m4. Przyjmujac za m do-
wolng liczbe pierwszg postaci 4k+1, otrzymamy na podstawie lematu 1,
zadany ciag. '

Np. gdy m = 5, wéwezas 2500 == 302+ 402, Ogélnie, np. gdy m = Ba,
wowezas 2500at = (30a2)24 (40a2)?, gdzie a =1,2,3, ...

TWIERDZENIE 4. Istnieje ciag nieskonczony wartosci wtasnych prze-
katniowych A, nie naleéqey do {1}.

Dowéd. Niech np. m = 2"; wéwezas
(3) dmd = 4(2") = 4.2 — (2" ¢ =1,2,3,...

Na podstawie lematu 1 liczby ciagu (3) nie sa rozkladalne na sume
dwoéch kwadratéw. .

TWIERDZENIE 5. A, nie nalezy do {A}, ten. 2adna wartosé¢ przekatniowa
zagadnienia (I) nie jest wartosciq wlasng zagadnienia (II).

Dowoéd. Przypusémy, ze istnieja liczby naturalne m, a, b, dla kto-
rych .
2m? = (a2 b2)2.
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’

Wykazemy, ze zatozenie to prowadzi do sprzecznofei. Dla dowodu
rozréznimy trzy przypadki: :
1° a i b parzyste. Wowezas
2m = (a3+b%)* = ((2p)*+ (2042 = (4p*+ 44",
stad
mt = 8(p:+ g2, ezyll m = 2V2(p+¢?),

stad za$, poniewaz 2(p2-+q?) jest liczbg naturalna, wynika sprzecznosé.
20 @ nieparzysta, b parzysta lub na odwrot. Wowezas

(4) 2me = (a2 b2,

co jest sprzeczne, gdyz prawa strona (4) jest liczbg nieparzysta.
3° a, b nieparzyste, czyli a = 2p+1, b = 2¢q+1. Woéwczas

2mt = [(2p+1)2+ (20-+1)]* = [2N]F = 4N2,

gdzie N = 2p%+2¢%-+2p-+2¢+1 jest liczba naturalng. Stad wynika
réwnanie mY2 = 2N, ktére jest niemozliwe.
WNIOSEK 1. Jezeli A, jest wartosciq wlasng jednokrotng, wiowezas
réwne jej warto$¢ wlasna z widma {A} musi byé wielokrotna.
Zagadnienie. Podaé¢ warunki konieczne i wystarczajace na to by
Amn nalezalo do {4} i na odwrot, tzn. A, nalezy do {i}.

4. Oméwimy teraz przypadek trojwymiarowej kostki (K)

0<e <,
(K) 0<y<m,
0<ez<mx.

Bedziemy korzystali z nastepujacych lematéw:

LEMAT 2 GAUsSA [3]. Kaéda liczba naturalna postaci 8k-+3 jest
suma trzech kwadratéow liczb nieparzystych.

LEMAT 3 HURWITZA [3]. Jedynymi liczbami naturalnymi n, dla kté-
rych n® nie jest sumgq trzech kwadratéw liczb naturalnych, sq liczby n = ot
oraz n =2"5, h=0,1,2,...

TWIERDZENIE 6. Jeseli m2-+n2+p® nie jest liczba postaci 2" ani
o".5, gdzie h = 0,1,2,..., to kazda liczha An,, = (m®+n2+4 p?)? naledy
do {1}.

Dowéd wynika z twierdzenia Hurwitza.

WNIOSEK 2. Istnieje ciqgg nieskoficzony IAmnp laki, 26 Apn, naledy
do {A4}.

Dowo6d wynika z twierdzenia 6.
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* TWIERDZENIE 7. Istnieje ciqg nieskoriczony A, taki, 26 Ap,, nie
nalety do {A}.

Dowdd. Za Ay, Przyjmujemy ciag liczb naturalnych postaci 8%+ 3,
ktore nie sa kwadratami liezb naturalnych. Na podstawie lematun Gaussa
rozkladaja sie one na sume trzech kwadratéw liczb naturalnyeh, a nie
s9 postaci (a2-+ b2+ ¢2)?, gdyz nie sa kwadratem zadnej liczby naturalnej.

TWIERDZENIE 8. Istnieje ciqqg nieskonczony ., taki, 2e Ay,, nie
nalesy- do {1}.

Dowéd. Niech A,,, = (m?4-n2-p?)2 Na podstawie twierdzenia
Hurwitza przyjmujemy za m2-+ n2+4 p? liczby, ktére nie sa postaci 2"
lub postaci 2"-5, pray czym istnieje nieskonczenie wiele liczb postaci
m2+n2-4p? = 2" lub 2" 5. Np. liezby postaci 8%+ 3, na podstawie twier-
dzenia Gaussa.

5. Przypadek czterowymiarowy. Mamy

LeMAT 4 (por. [3]). Kaida liczba kwadratowa wieksza od 1,z wyjal-
kiem 9, jest sumaq czlerech kwadratow liczb naturalnych.

Z lematu 4 wynika

TWIERDZENIE 9. {4} C {4}.

Ale nie na odwroét, jak wskazuje twierdzenie 10, tzn. {i} nie zawiera
si¢ w {A4}.

TWIERDZENIE 10. Istnieje ciag nieskonczony Ay, nie nalezqcy do {A}.

Dowéd. Za A,,, wystarczy przyjaé¢ te liczby naturalne nie kwa-
dratowe, ktore sa sumami czterech kwadratéow liczb naturalnych.

6. Przypadek pieciowymiarowy. Mamy

LEMAT 5 (por. [3]). Kaida liczba naturalna, z wyjatkiem liczb 1,2,3,4,6,
7,9,10,12, 15,18 i 33, jest suma pieciu kwadratow liczb naturalnych.

TWIERDZENIE 11. {4} C {1}.

Dowdéd wynika z lematu 5.
Natomiast nie na odwroét, jak na to wskazuje twierdzenie 12.

TWIERDZENIE 12. [stnieje ciqg nieskonczony IJonper Ni6 zowierajqcy
sie w {A4}.

Dowéd. Wystarczy przyjat¢ za Auppe = m*+ni+4p2-+¢2+r? ciag
tych liczb naturalnych, ktére nie s kwadratami liezb naturalnych,
i zastosowacé lemat 5.

7. Przypadek n-wymiarowy, n > 6. Zachodzi

LEMAT 6 (por. [3]). Jezeli m jest liczbg naturalng > 6, to jedynymst licz-
bami maturalnymi, kidre nie sq sumami m-kwadratéw liczb naturalnych, sq
liezby 1,2,3,...,m—1,m+1,m+2,m+4,m-+5,m+7,m-+10, m-+13,

TWIERDZENIE 13. {4} C {A}.
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Dowéd. Poniewaz A; ; = (12+...-+12)2 = m?* oraz m?> m+13
n

dla m > 6, czyli 4, ; >m-+13 dia m > 6.

m

Wobec tego, ze 4, ., >m+13, przeto na podstawie lematu 6
kazda z liczb Ay, .. n,, Tozklada sie na sume m kwadratéw liczb naturalnych.
Natomiast nie zachodzi zawieranie odwrotne, jak na to wskazuje
twierdzenie 14.

TWIERDZENIE 14. Istnieje ciqg nieskonczony }“Hn iy nie zawierajacy
sig w {4}

Dowéd. Wystarezy przyja¢ za An,  um, = mi+ ...--ml ciag tych
liezb naturalnych, ktére nie sg kwadratami liczb naturalnych, i zastosowaé
lemat 6.

8. Wlasnosci funkeji wlasnych zagadnienia (I1). Twierdzenia o ilosei
maksymalnej obszaréw wezlowych dla funkeji wlasnych zagadnienia (IT)
83 analogiczne jak w zagadnieniu (I). Twierdzenia 3, 6, 9, 10 oraz 11 [2]
przenoszg si¢ wraz z dowodem na przypadek zagadnienia (II).

Istotnie, weZmy przypadek dwuwymiarowy, gdyz w przypadku
n-wymiarowym dowodd jest analogiczny. Ot6z zbiory funkeji wlasnych
obu zagadnienn s identyczne i dowéd np. odpowiednika twierdzenia 3
sprowadza si¢ do wyznaczenia maksymalnego iloczynu k-l przy warunku
ubocznym (k24 12)2 = (2m?2)?, czyl k2412 = 2m2 Dowdd odpowiednikéw
twierdzen 6, 9 i 11 jest analogiczny.

Twierdzenia dotyeczace krotnosci wartosei wlasnyeh zagadnienia (IT)
sa analogiczne do odpowiednich twierdzen dla zagadnienia (I) i wobece
tego twierdzenia 1,2, 4,6, 7 oraz 8 przenosza sie wraz z dowodem na
przypadek zagadnienia (II). Np. odpowiednikiem twierdzenia 1 jest

TWIERDZENIE 1'. Istnieje ciqg nieskoticzony wartosci wlasnych co naj-
mniej trzykrotnych dla zagadnienia (11); ciagi takie sq postaci:

[(Bk)2+ (5)2]2 = [k24 (Th)2) = [(Th)2L K292, k =1,2,...,
2 odpowiednimi funkejami wtasnymi '
Usi (%, y) = sinbkasinbky,
U (@, y) = sinkzsinTky,
Uspe(®,y) = sinTkxsinky .
Odpowiednikiem twierdzenia 2 jest

TWIERDZENIE 2'. Istnieje ciag mieskoticzony wartosei wlasnych poje-
dynczych dla zagadnienia (IT).

Dowdd. Ciagiem takim jest ciag
(2277 = (242" = [(2")2+ (2],

Analogicznie otrzymujemy odpowiedniki twierdzen 4,5, 7,8 oraz 10,
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E. CauBuuckn (HKpaxos)

0 HEKOTOPON 3ANAYE OTHOCSALENCA K TEOPUM COBGTBEHHDBIX
BHAYEHNN M COBCTBEHHBLIX OYVHKIUI VPABUHEHUA NJACTUHKU
N MEMEBPAHEI
PEBIOME

ABTOp HMCCIaeRYeT CIEKTPHl ypaBHeHMit

(1) Au+Au =0 o
DU KPaeBOM YCIOBMM

(2) =0 mwa F(K),
(3) 4(4u)—Au = 0,

IPY KPaeBOM YCJIOBHM

(4) w=dJdu=10 na F(K),

rge K-gkBagpar 0 <2<, O0<y<m

Ilycrs {4} cmextp ypasmenusa (1) mpu ycmomuu (2), a {A} CIeKTp ypaBHEHMH
(3) npu ycaoBuu (4), Apm U App COOCTBEHHHE 3HAYeHVA c00TBeTCTBeHHO M3 {A} u {A}
uMeiolIee COOTBETCTBEHHO POPMY Ampm == (m2+n?), u Apy = (m2+n2)2.

ITpNMeHSAS HEKOTOPLIE TEOPEMHBl HEAHATUTHYECKON TEOPHM 4YMCeN aBTOP AuKa-
3LBaeT CJEyI0Liee TeOPEeMEL.

TEOPEMA 1. Cywecmeyem Geckoneunas nocaedosamesvnocms 06wuxr cobcmeenwwvir
ananenuil cnekmpoe {A} u {A}.

TEOPEMA 2. Ecau m u n namypaabrble Yucaa U m#= n, mo Amy npunadseocum {A}.

TEOPEMEI 3 u 4. Cywecmsyem Gecroneunas nocaedosamesbHOCMb cOGCMeeHIBT 3Ha-
uenuit muna Amm npunadsencowuzr {A} u becroneunas nocaedosamessHOCmMb MAKUL e
coGecmeennuy 3nauenuii He npunadsencauur {A}.

TEOPEMA 5. Cob6cmeennvie 3HaueHus Amm He npunadaescam {A}.

Bo BTOpoOit uacTu pPAGOTH aABTOP [NOKASHIBAET TEOPEMEl KACAIONIMECH AMAJOTH-
4eCKUX YpaBHeHWH ¢ 3-MA M OOJTBIINMM YHMCIOM HE3ABUCHMLIX I€PEMEHHBIX.
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E. Stiwrsskr (Krakéw)

ON A PROBLEM CONCERNING THE MULTIPLICITY OF THE EIGENVALUES
AND THE EIGENFUNCTIONS FOR THE PLATE AND THE MEMBRANE

SUMMARY

The author investigates the spectra of the equations:

(1) Au+du = 0
with the boundary condition

(2) w=0 on F(K)
and

(3) A(du)—An = 0

with the boundary condition
(4) u=Au=0 on F(KH),

where K is the square 0 <z <=, 0 <y < =

Let {1} denote the spectrum of equation (1) with condition (2) and {4} the spec-
trum of equation (3) with condition (4). Let further Ay, and A, be the eigenvalues
for {4} and {4} respectively, having the forms

Amn = (mP+n?)  and  Apn = (m2+n?)?,

respectively. Making use of some theorems of the theory of numbers the author
proves the following theorems:

TuEorREM 1. There exwists an infinite sequence of eigenvalues common for the
spectra {A} and {A4}.

THEOREM 2. If m and n are positive integers and m # n, then Amn, belongs to {A}.

THeEOREMS 3 and 4. There exist an infinite sequence of eigenvalues of the form
A belonging to {1} and an infinite sequence of eigenvalues Auum which do not belong
to {A}. .
' TUHEOREM 5. The eigenvalues Apmm do not belong to {A}.

In the second part of the paper the author proves some analogical theorems
regarding equations in 3 and more independent variables.



