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Funkcje ciagle o stalej krotnosci skonczonej na odcinku
i prostej

§ 1. Pojecia wstepne. W pracy tej rozwazane sg funkcje ciqgle
o stalej krotnoSci skoticzonej k, tj. przyjmujace kazda swg wartosé dla
dokladnie k warto§ci zmiennej, odwzorowujace odeinek lub prosty, ktore
to przestrzenie oznaczane sy dalej stale przez X, w przestrzen < bedacsy
L* ([4], I, str.83) (a wiec nie koniecznie przestrzenia topologiczng).
Funkeje te bedg dla skrétu nazywane takze funkcjami ciaglymi k-krotnyms
na X. Wiadomo ([3]), ze na odeinku nie istniejg funkeje ciggle 2-krotne
(p. takze [1]1i [B]) i ze nie istnieja one na prostej (p. [1]1i [5]). Latwo na-
tomiast podaé przyklady funkeji cigglych o stalej krotnodei na odeinku
i prostej dla wszelkich krotnosci k = 2. Nizej podane beda takie przy-
klady. Konstrukeje ich i ne innyeh przestrzeniach topologicznych nie przed-
stawiajg wiekszych trudnosei. Zauwazmy jednak, ze nie istniejg funkeje
ciggle k-krotne rzeezywiste na odeinku. Dowdd jest elementarny.

Wraz z kazdg funkeja ciggla k-krotng f rozwazaé bedziemy na X
funkeje wielowartosciowsg @ okreslona wzorem

(1) D(x) = ff(x) = (@) o (@) © ... v (2F), gdzie o' = 2 oraz

(2) ot £  dla i #7.

Wiadomo ([4], I, (1.5)), ze (})

(3) Jesli X jest odeinkiem, to Ls®d(&) C @(x) dla wszelkich xe X.

=Y ]

Jesli X jest prosta, a wiee zbiorem homeomorfieznym z przedzia-
lem otwartym, to przez X* bedziemy oznaczaé okrag, ktory powstaje
z tego przedziatu po dolgezeniu don jego koneéw i ich zlepieniu. X™* rézni
sie wiee od X jednym punktem, ktéry oznaczaé¢ bedziemy przez p. Wia-
domo ([4], I, (1.5)), ze

(4) Jesli X jest przedzialem otwartym, to Ls®(&) C @ (x) v (p) dla
wszelkich xe X. el

(1) Symbole ILs, Li i Lim oznaczaja odbowiednio granice topologiczna goérna,
granice topologiczna dolna oraz granice topologiczna; (p. prace poprzednia).
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Funkcja wiclowartosciowa @ jest ciqgla w punkcié xe X, jesli istnieje
granica topologiczna Lim @ (&) i Lim @ (&) = @(x). Punkty ciaglosei funkeji

&z &
@ bedziemy nazywaé takze punktami regularnosei funkeji f. Ich zbiér
oznaczymy przez X,. Wiadomo (np. [4]), I, (1.11)), ze jest on otwarty
i gesty w X. Komponenty zbioru X, bedziemy nazywaé komponentams
regqularnoéei funkeji f.
Opieraé¢ sie bedziemy na nastepujacej wlasnodei funkeji @ (p. [5],
, (3.1)):

(5) Na to, by w¢X,, potrzeba ¢ wystarcza, by istniat ciag {&,} zbieiny
do x 1 takie dwa ciqgi {u,} i {v,} punktow naleiqcych do zbioréw ®(§,),
gdzie u, # v, dla wszelkich n, takich e albo jeden z tych ciagéw jest zbieiny
do p, albo limwu, = limv,.

N—>00 N—00

Wlasnosé ta jest latwa konsekwencja tego, ze krotnoéé funkeji ciaglej

f jest stala, a w szczegdlnoSei wlesnosei (3) i (4).

Praca niniejsza po$§wiecona jest zbadaniu funkeji ciagltych k-krotnych
na odeinku i prostej (przedziale otwartym) ze wzgledu na ich komponenty
regularnosci. O podanych w § 2 przykladach bedzie dowiedzione w §5
i§ 7, ze 83 z tego punktu widzenia mozliwie najprostsze. Z dowiedzionych
twierdzen (§ 4 i § 6) wynika miedzy innymi nieistnienie odwzorowan sym-
plicjalnych odecinka o stalej krotnodeci skonezonej oraz nieistnienie odwzo-
rowan symplicjalnych prostej o statej krotnosei skoriczonej parzystej.
Postawione wreszeie w § 8 zagadnienie ma na celu sprecyzowanie istot-
niejszej réznicy, ktéra, jak sie wydaje, zachodzi miedzy funkejami o statej
krotnofeci parzystej a funkejami o stalej krotnosei nieparzystej na odeinku
i proste;j.

§ 2. Przyklady. 1. Funkcje ciqgle o stalej krotnosci mnieparzystej
>3 na odeinku. Okreflimy najpierw na odeinku 0 <& <1 funkcje
Paniry, M =1,2,..., takie ze

dla §=0,2,...,2n,

i /(2n l l

Pan a2+ Tl1 da j=1,3,..., 241
i ktore sa w przedzialach j/(2n+1) < & < (j-+1)/(2rn+1),) =1,2,..., 2n,
liniowe.

Z kolei okreflimy funkcje rzeczywiste ciagle ¢y, ,,, » =1,2,..., na
odeinku 0 <o <1:

Gan 1 (B) =2~ ’"(1 FPauya (2™ (@—27")) dla 27" <@ <27 m =1, 2,
(rys. 1).

Funkeje ¢;,,;(x) = ™2 t® odwzorowujgce odeinek 0 <x <1 na
okrag, sg funkejami cigglymi (2n--1)-krotnymi na tym ocinku. Kompo-
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nentami regularnosei funkeji ¢3,,, sa przedziaty 2-™(14j/(2n +)) <<
<2714+ /2n+1), §=0,1,...,2n, m =1,2,...

2. Funkcje ciagle o stalej krotnosci skovczonej (downsinzj) k;; 3;4@“ od-
cinku. Okre§limy mnajpierw na odeinku
0<os <k—2,k=3,4,..., funkeje 7, 74\
(rzeczywiste 1 ciggle), dla ktorych

gs(z) dla 0<e <1,
() = 0 dla  x parzystych,
1 dla  # nieparzystych

i ktére sg liniowe w przedziatach
j<m<j+l,j=1,2,...,k—3 (rys. 2).

Funkeje 75(z) = %@ odwzorowu- | 1
jace odeinek 0 <o << k—2 na okrag, sa 0 vz
ciggle i k-krotne na tym odecinku. Kom- Rys. 1. Funkcja gopyq, n = 2
ponentami regularnodei funkeji 7, sg prze- .
dzialy j+27"(1+4/3) <@ <j+2™(14(i+1)/3), i=0, 1 oraz 2,
m=1,2,..., ) =0,1,..., k3.
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Rys. 2. Funkcja 7z

3. Funkcje ciqgle o stalej krotnosct nieparzystej k =3 na przedziale
otwartym. Takimi funkejami sa funkeje

27" gyn i1 (22) dla 0<az<27,

Son 11(®) =
an 1-27" g (2(1—w) dla 27'<@z<1, n=1,2,

Al

ceey

okre$lone na przedziale 0 < & < 1 (rys. 3).
Komponentami regularno$ci funkeji s,,,, $3 przedziaty

27" (14§/(2n41) <@ < 2714+ (-1)/(2n+1)), §=0,1,...,2n,

m =2,3,..., oraz przedzialy do nich symetryczne wzgledem punktu
x = 27'. Zauwaimy, ze funkeje s,, ., sa domknigte i ze zbiér punktéw,
w ktorych nie sg regularne, jest izolowany. Kazda z nich okrefla odwzoro-
wanie symplicjalne przedzialu 0 < 2 << 1 na siebie.

Roczniki PTM - Prace Matematyczne V 6
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Rys. 3. Funkeja sapy1, n = 2 Rys. 4. Funkcja ugn, n =1

4. Funkcje ciagle o stalej krotnosci k = 4n,n =1,2,..., na prze-
dziale otwartym. Okreflimy najpierw funkeje rzeczywiste i ciggle u,, od-
wzorowujace przedzialy 0 < @ < n} 2 na przedzialy z jednym koncem
0 < 9y < n+1 jak nastepuje:

[ qna(®) dla 0<zx <1,
U (B) = | JH8pma(@) dla j<z<it+l, j=1,2,...,m,
(n+1)(n+2) dla ntl<z<nt2

(rys. 4).

Je§li teraz przeksztaleimy odeinek 0 <y <<#n+1 w sposéb polega-
jacy na zlepieniu punktéw y =1,2,...,n+1, to superpozycja tego
zlepienia i funkeji wu,, da funkeje uy, ciggly i 4n-krotnag na przedziale
0<ax<<nit2.

Zauwazmy, ze funkcje uy, sg funkcjami domknigtymi, ale w odroz-
nieniu od funke;ji s,, . ; punkty, w ktoérych nie sa one regularne, nie stanowig
zbioru izolowanego (punktami skupienia tego zbioru sg miedzy innymi
wszystkie punkty calkowite).

5. Funkcje ciqgle o stalej krotnosci k = 4n-+2, n =1,2, ..., na pree-
dziale otwartym. Okre§limy, jak i poprzednio, najpierw funkecje ciagle rze-
czywiste, mianowicie funkcje v,,,,, odwzorowujgce przedzialy 0 < x <
<4n+4 na przedzialy z jednym kohicem 0 <y <<2n-+2 jak nastepuje:

Jtsmpale—j) dla j<ao<j+l, j=0,1,...,2n
2n+1-+ @y (x—20n—1) dla 2n+1 <o <2n-+2,
Vynpa(®) =1 20+ 2+ @ 3(@—2n—2) dla 20+2 <2 <2043,
204 Pop_1(4— x4+ 2m) dla 2043 <o <2n+14,
2n—14Qop 1 (D—a+2n) dla 2044 <o <2n+5
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oraz
V2 (20+242) = V4 2(2n+2—2) dla 2>3 (rys.h).

Jesli teraz odcinek 0 < y < 2n-+1 przeksztalcimy w sposoéb pole-
gajacy na zlepienin punktéw y =1,2,...,n—1, 2n+1 i 2n+2 oraz
punktéw y =n, n+1,...,2n—1 i 2n, to superpozycja. tego zlepienia
7 funkeja V4, da funkeje vs,,., ktora jest ciagla i (4n - 2)-krotna na prze-
dziale 0 < ¢ < 4n+4.

Funkeje vy, ., 53, jak i poprzednie, domknigte. Zbiér punktéw, w ktd-
rych nie sg regularne, nie jest izolowany.
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Rys. 5. Funkeja vgp g, n =1

§ 3. Zachowanie si¢ funkeji @ w otoczeniu swego punktu cig-
glosci. Skorzystamy z pewnych wlasnosei funkeji @, udowodnionych w [5]
ogélnie dla przestrzeni topologicznych lokalnie zwartych 9. Mianowicie:

(6) Jesli xe Xy, to istnieje otoczenie U C X, punktu x = x* 1 takie
otoczenia V;, rozlacene po domknieciu, punktéw ', gdeie U C V, oraz

i =1,2,...,k 2e @;(§) = D(&) ~ V,; sq homeomorfizmami na U. Jest
k

prey tym @i(0) = (V) = U, C V; oraz ®(&) = U ¢i(8)
i1

Od tego miejsca, jesli to nie bedzie zaznaczone inaczej, XA oznaczad
bedzie odcinek lub prosta. Odcinek zawsze bedzie odeinkiem 0 << x<<1.
Zamiast prostej bedzie sie rozwazaé najezesciej przedziat otwarty 0 < x < 1.

Latwo zauwazyé, ze

(7) Je$li me Xy 4 0 #£a #£1, to obrazy U; = ¢;(U) sq otoczeniami
punktow x' © wszystkie x* sq réime od 0 ¢ 1.

Jedli otoczenie U jest przedziatem, to oczywidcie wszystkie U; sg tez
przedziatami. Jest wtedy

(8) U:iCXop—(0)—(1). .
Istotnie, na moecy (6), dla &e U, jest @(& U @i H(£). Z réwnoel
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tej i z (5) wynika wobee rozlacznosei przedzialow U;, ze kazdy punks
e U; jest punktem cigglosei funkeji @.
Z (8) wynika, ze

(9) P(Xp—(0)—(1)) C Xp—(0)—(1).

Oznaczmy przez U; maksymalne przedzialy U, spehiajace warunki
z (6). Oznaczmy dalej przez a i b kotice przedziatu U* = U}. Przez a; i b,
oznaczmy korice przedziatu (2) U; w ten sposéb, ze

(10) a; = lim ¢i(& oraz b;= lim ¢;(§).

&, EcU* &>, Ee U*

W my$l tych oznaczen jest a, = a i b, = b.

Zalézmy, co dla krotnoséei k > 3 zawsze da sie zrobié przez odpowiedni
dobér numeracji przedziatdow U, ze 0 #* a #* 1. Wtedy na mocy (3)

(11) Jesli a,e X, to a,eD(a).

Udowodnimy, ze

(12) Jesli 0 # a; F~ 1, to a;é SXq;.

Istotnie, przypusémy, ze a;e X,. Z (6) i (8) wynika wtedy istnienie

otoczenia W punktu a; takiego, ze ®(W) = U W;, gdzie W; s3 przedzia-

lami, rozlacznymi po domknigeiu, zawmra]@cyml punkty a,;, zawartymi
w X, i nie zawierajgeymi ani 0 ani 1 oraz ponadto takimi, ze @(&) ~ W;
jest homeomorfizmem przedziatu W na przedziat W;. Wszystkie a; bylyby
wiee w X, i bylyby rézne od 0 i 1.

Rozwazmy dwa przypadki: 1° b =0 lub 11 2° 0 £ b £ 1.

1° b = 0. Wszystkie b;, jesli tylko nalezg do X, sa w tym przypadku
na mocy (k5) punktami niecigglosei funkeji @; leza wige one wszystkie poza
zbiorem 1U W;. W rezultacie zbiory U; v W; bylyby przedziatami rozlgez-

=1

nymi, wiekszymi od U; spelniajacymi wszystkie warunki z (6), whrew
temu, ze U;j sy ex definitione maksymalnymi przedzialami tego rodzaju.

200 #£b #1. Wtedy 0 s£b; 41 oraz b;e®(b). Musi byé zatem
D(a) ~ D(b) = 0. Z niepustosei tego zbioru wynikatoby bowiem na moey
(2), ze D(a) = D(b), skad DP(a) = D(a) v D(b). Zbiér P(a), jako zawie-
rajacy wszystkie konice (wszystkie rézne od 0 i 1) k przedzialow rozlaez-
nych na X, zawieralby wige c¢o najmniej k+1 punktéw roz-
nych, wbrew temu, ze jest stale @(£) = k. Z udowodnionej réwnosei
@D (a) ~ DP(b) = 0 wynikaloby wige, ze moZna. tak dobraé¢ przedziaty W,

zeby wszystkie b; lezaly poza zbiorem U W;. Dalszy dowdd przebiega jak
w przypadku 1°.

(’) Konce a i b, jak réwniez ogéluiej konice a; i b; moga nie nalezeé do X, jesli
 jest przedziatem.
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7 wlasnosei (12) i z (8) wynika natychmiast:

(13) Przedeialy U; sq identyceme 2 komponentami regularnosci H;
punktéw «*, i =1,2,..., k.

Udowodnione wlasnosei mozna zebraé¢ w nastepujace twierdzenie:

(14) Jesli e X, a H; sq komponentami regularnosci punktéw x° okre-
Slonych wzorem (1), to H; sa rozlgczne i wyrasenie @,(&) = O(&) ~ H;
okresla homeomorfizm komponenty reqularnoéci H = H, na komponente
reqularnosci H;.

Zauwazmy jeszeze, 7e

(15) Jesli X jest odcinkiem oraz a i b sq kovicams komponenty regular-
nosct H punktu z, to ®(a) ~ D(b) = 0.

Istotnie, z @(a) ~ @(b) # 0 wynikatoby, ze P(a) = O (b) = P(a) v
v @(b). Zbiér P(a) zawieralby wiec wszystkie kofice odeinkéw H,,
1 =1,2,..., k, wiréd ktorych jest co najmniej k-1 réznyech, wbrew temu,
76 jest stale G(Z) = k.

Analogiczna do (15) wilasno§¢ w praypadku, gdy X jest przedzialem,
nie ma miejsca. Istotnie, rozwazmy funkeje ciagla w' 3-krotng na przedziale
0 < ¢ < 4, ktora odwzorowuje go na zbiér zlozony z okregu i odeinka
0 <y < 1 majgecego z tym okregiem punkt y = 0 wspdlny; niech punkt
ten ma wspélrzedns ¢ = 0 w ukladzie wspélrzednych biegunowym o po-
czatku w §rodku okregu. Te funkeje w’ okreflamy w nastepujacy sposdb:
je§li 0 < x < 3, to wartodei w'(x) sa punktami okregu o wspdlrzednych
@ = z(mod1), a jesli 3 < x < 4, to wartodei w’(x) 83 punktami odecinka
o wspélrzednych y = s,(x), gdzie s, jest funkeja z przykladu 3 na str. 82.
Przedzial 1 < x < 2. jest komponenta regularnosei funkeji »’. Mamy
jednak @(1) = @(2).

Innym przykladem tego rodzaju funkeji cigglej 3-krotnej na przedziale
jest funkeja w'’ odwzorowujgea przedziat 0 < x < 4 na dwa okregi styczne
w punkeie, ktdrego wspolrzedne biegunowe wzgledem obu okregéw sa rowne
0. Okreflona jest ona nastepujaco: jedli 0 < x << 2, to w'' (») sg punktami
pierwszego okregu o wspélrzednych ¢ = x(modl), jesli 2 < x < 3, to
w'’ (x) sa punktami drugiego okregu o wspohrzednych ¢ = s;(x— 2) i wresz-
cie dla 3 < 2 < 4 wartosel w'' () sa znéw punktami pierwszego okregu
o wspllrzednych ¢ = x(mod1l). Przedzial 1 < v < 2 jest tu, podobnie
jak poprzednio, komponentsg regularnodei i @(1) = @(2).

Obie te funkeje mnie sa domkniete. Dostatecznie male przedziaty
0 < & < ¢, ktiére s3 domkniete w X, maja jako obrazy zbiory nie domkniete
w Q. Obrazy te nie zawieraja swego punktu skupienia, ktérym jest w pierw-
szym przykladzie punkt wspdlny okregu i odeinka, a w drugim punkt
wspolny dwu okregéw.

Przypadek @(a) = ®(b) jest jednak bardzo szezegdlny. Wykazemy
bowiem (X jest tu oczywiScie nadal przedziatem), ze
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(16) Jesli H jest komponeniq regularnosci o koncach a i b naleéqcych
k

do X i ®(a) = D(b), to \J H, jest przedziatem z jednym korcem lub dwoma
i=1

takimi przedziatams roztacznymi. Zbior @ (a) jest wtedy identyczny ze zbiorem
k

k
A o B, gdzie A =X~ U (&) oraz B =X ~ (J (b;), gdzie a; i b; okreslone

i=1 i=1
sq przez wzor (10).
Istotnie, z @ (a) = @(b) wynika, ze zbiér @ (a) zawiera wszystkie korice
2

odeinkéw H; zawarte w X . Gdyby zbiér () H; mial wigcej niz dwie kom-
i=1

ponenty, to koneéw tych byloby wiecej niz k, co jest niemozliwe. Z tyeh
samych powodéw kazda z tych komponent musi mieé¢ jeden koniec w 0
lub 1. Réwnosé @(a) = A v B wynika stad juz bezposrednio.

§ 4. Pewne oszacowania liczbowe. Niech H bedzie komponents
regularnosei funkeji f, punkt a za§ jednym z jej konedéw, réznym od 0 i 1.
Oznaczmy przez H;, ¢ =1,2,..., %k komponenty regularnosci zlepione

k
z H przez funkeje f, tj. takie, ze @(H) = | H,;, gdzie H, = H. Niech g;
=1

beds koricami komponent H; odpowiadajaeymi koricowi ¢ w mysl umowy

k

(10). Przyjmijmy oznaczenie: 4 = X ~ U (4;). W przypadku, gdy X
i=1
k

jest odcinkiem, mamy oczywiscie 4 = | (a;). Jest oczywidcie takze

i=1
A C &(a).

Niech z kolei G bedzie komponenta regularnosei funkeji f rézng od
wszystkich H;, a ¢ jednym z jej korieéw réznym od 0 i 1. Niech Gy j =
=1,2,...,k beda komponentami regularnosei zlepionymi z G przez
funkeje f, a ¢; ich koncami odpowiadajacymi koncowi ¢ w mysl umowy

k

(10). Niech wreszcie ¢ = X ~ | (¢;). Jest oczywidcie O C @(c).
i=1

Jesli 4 ~ C # 0, to bedziemy moéwié, ze uklad komponent regular-
nosci {H;} przylega do ukladu komponent regularnosei {G;} na zbiorach
A i C. Zalézmy wiee, ze A ~ C # 0. Bedziemy obliczaé przy tym zaloze-

niu ilo§¢ punktéw w zbiorze M = A — € w rozmaitych przypadkach,
k

k
zaleznie od tego, czy zbiory U (#;) i U (¢;) zawieraja punkty 0 i 1 cay
i=1 7

=1
nie.
Oznaczmy przez o ilo§é tych punktéow a;, ktore sg rézne od wszelkich
a;, j # 1, oraz roézne od 0 i 1 (inaczej mowige, o jest iloscig koncéw zbioru
k
U H; réinych od 0 i1). Taksg samg liczbe dla koticéw ¢; oznaczmy przez y.

i=1
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k
“1eszu(, przez & oznaczmy ilo§é punktéw wspdlnych zbioréw (J (a;)
i=1

i U (¢;). Jest oczywiscie zawsze

(17) & < min(ea, y),
gdyz punk’oy Wspélne tych zbioréw znajduja sie jedynie wsréd koncow
zbioréw U H;i U G;.

=1 k
/Jauwazmy, 7e z tego, iz punkt 0 lub 1 nalezy do (J (a;) wyiika, ze
k j=1

nie nalezy on do |J (¢;). Rozpatrzmy 4 przypadki:
j=1 k
1° oba punkty 0 i 1 naleza do U (a;),
k k =1
2° 0e L_Jl (a;); & 1e U (¢),

k P k

3° 0 U (a)), a 1e U (o) v U (@),

i=1 j=1 i=1 k
4° zaden z punktéw 0 i 1 nie nalezy do {J ( U
i=1 =1

Pozostale przypadki nalezenia lub nie punkt;ow 0 i 1 do zbioréw

U (a;) 1 U (¢;) sprowadzaja sie przez zamiane r6l 0 i 1 do powyzszych
i=1 j=1

czterech.
Wykazemy najpierw, ze

(18) Jefli X jest odcinkiem, to przypadki 1°-3° nie mogq mieé miejsca.

Istotnie, w praypadku 1° jest A =27 (k+a+2), 0 =27 (k+y)
i w rezultacie M = k+1-+2""(a+y—2¢). Ta ostatnia liczba jest na

mocy (17) wigksza od k, co jest sprzeczne 7z tym, ze M C ®@(a) = D(c).

W przypadku 2° jest 4 =27 (k+a+1), 0 =2""(k {-y+1) i w rezul-
tacie M = k+1+2""(a+y— 2e), a W przypa,dku 3° jest A=2"Yk+a+1),
0 =2"Y(k-y) i w rezultacie M = k-+2"'+27(a+y—2¢). W obu tych
przypadkach liczba M jest na moey (17) wieksza od k, co jest, jak poprzed-
nio, niemozliwe.

W przypadku 4° (niezaleznie od tego, czy O jest odcinkiem, czy prze-
dziatem otwartym) iloSei punktow w zbiorach A, Ci M s3: A =27 (k+ a),
0 =2 Yk+y) i M = k+2 Y aty—2e¢). Wynlka, stad na moey (17)
iinkluzji M C &(a) = P(c), 2 a+y—2e = 0, czyli ze wszystkie punkty

k 3

zbioru A v C s3 zawarte we wnetrzu zbioru U H; v U G;.
i=1 F=1

Obliczymy jeszeze ilosci punktéw w zbiorach 4, ¢'i M w przypadkach

1° 3°, Jesh X jest przedzmlem otwartym. Jest Wtedy w przypadku
o4 = (k+a—2), (k+y)1M_k —1+27 (a—l—y—~2e) W przy-
padkuzO =2"Y(k+ a—-—l) O=2"'k+ty—1)i M =k—1+2""(a+y—2¢)
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oraz w przypadku 3° A =27V k-t+a—1), 0 =2"'(k+y) i M =k—
—27' 427 a+y—2¢). Wobec (17) i MC ®(a) = D(¢), w przypadkach
1°1 2° jest a+y—2e < 2, a w przypadku 3° jest a+y—2e = 1.

§ 5. Nieistnienie funkeji ciaglych k-krotnych o skonczonej licz-
bie komponent regularnosci. We wszystkich podanych poprzednio przy-
kladach funkcje ciggle k-krotne na odeinku i przedziale otwartym miaty
nieskonczenie wiele komponent regularno$ei. Wykazemy, ze tak jest zaw-
sze. Konsekwencjg nizej udowodnionego twierdzenia jest miedzy innymi
nieistnienie odwzorowan symplicjalnych odeinka o stalej krotnodci skon-
ezonej.

TWIERDZENIE. Nie istniejq funkcje ciagle k-kroine o skoticzonej ilosci
komponent regularnos$ci na odeinku i prostej (przedziale otwartym).

Dowéd. 1. X jest odeinkiem 0 <z < 1. Przypusémy, ze funkeja
taka istnieje. Wtedy punkt a = 0 jest koncem pewnej komponenty re-
gularnosci H tej funkeji. Dla uzyskania sprzecznofci wystarczy wobec
(18) wykazaé¢ istnienie ukladu komponent regularnoseci {G;} przyleglego
do {H;} na zbiorze A (oznaczenia z § 4). Taki uklad G; oczywiseie istnieje,
jeSli 4 < k. Niech wiee 4 = k. Wtedy (p. dowéd przestanki (18)) jest
a=2""k—2) w przypadku 1° i « = 27'(k—1) w przypadkach 2° i 3°.
Jest wiec zawsze a > 0, je§li k¥ > 3. Oznacza to, ze zbiér A zawiera konce

k

zbioru | J H;. Niech jednym z nich bedzie ¢. Ukladem przylegtym do {H;}
i=1 .

jest uktad komponent regularnofei {G;}, gdzie G = (; jest komponents

regularnoci o koneu ¢, rézng od wszystkich H;.

2. X jest przedziatem otwartym 0 < # < 1. Przypudémy, ze istnizje
taka funkeja. Wtedy punkt ¢ = 0 jest koricem pewnej komponenty re-
gularnodei H. Zachowujac oznaczenia § 4, dostajemy na mocy rachunkow
zrobionyeh w przypadkach 1°-3° i na moey (17) nieréwnosé 4 < k. Wy-
nika stad istnienie ukladu komponent regularnofci {G;} przyleglego do
{H;} na zbiorze A. Niech G; = G. Niech ¢, 0 #% ¢ #* 1, bedzie kofcem prze-
dzialu @, takim ze A ~ C # 0. Jest oczywiScie M = A v 0 C D(c).
Rozwazmy dla tych zbioréw liczbe a-}y— 2e.

~ Jefli a+y—2e =0 (przypadek 3° nie moze tu mie¢ miejsca), to
M = k—1. Istnieje zatem punks ¢e®(¢)— M, ktéry na moey (8) nie nalezy
do zbioru X,, a zatem jest koncem pewnej komponenty regularnofei K
réznej od wszystkich H; i G;. Oznaczmy przez K,,, m =1,2, ..., k, kom-
ponenty regularno§ei zlepiane przez funkeje f z komponenty regularnoei
K, gdzie K = K,, a przez e,, konce przedzialéw K,, odpowiadajace w mys§l

k =
umowy (10) koricowi e. Jest X ~ (U (e,) C @(c). Poniewaz M =k—1,
m=1 k X

k
wieec wszystkie punkty zbioru M leza we wnetrzu zbioru U H; v U G,.
\ 2

t=1
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Zatem wszystkie punkty e, lezg poza zbiorem M. Jest to niemozliwe,
poniewaz punktow e,,, ktére sg wszystkic rézne od 0 i 1, jest (jesli &k > 3)
zawsze wiecej niz 1. -
Jedli a+y— 2¢ = 1 (jest to mozliwe tylko w przypadku 3°), to M =k
k k
i dokladnie jeden z ko1ie6w a; i ¢; nie lezy we wnetrzu zbioru \UJ H; v | G;.
i=1 j=1
Oznaczmy ten koniec przez e. Niech I, K,, i ¢,, maja to samo znaczenie
k
co poprzednio. Jest X ~ | (6,) C @(c). Jest to niemozliwe, gdyz zbiér
m=1
ten, jesli £ > 3, ma co najmnie] jeden punkt lezacy poza M.
Jesli wreszcie a4y —2¢ = 2 (przypadek 3° jest tu znéw wykluezony),
to M =k i istniejy dwa punkty wsréd a; i ¢; nie nalezace do wnetrza
2 k

i=1
maja to samo znaczenie co poprzednio. Jest wiec {J (e,) C @(c¢). Jest to

m=1

zbioru | H; v | ;. Oznaczmy jeden z nich przez e. Niech K, K,, i ¢,
i i=1 k

w przypadku k& > 3 niemozliwe, gdyz wtedy zbiér | (e,) ma co najmniej
m=1

jeden punkt nalezacy do X —M. Zauwazmy na koniee, ze dla & = 3
ré6wnosé a--y—2& = 2 nie moze mieé miejsca.

Z uwagi na to, ze nie ma funkeji cigglych o stale] krotnodei 2 na
prostej, dowod drugiej czedei twierdzenia jest zakonezony.

§ 6. O zbiorze wartoéci funkeji ciaglych k-krotnych na odecinku
i prostej (przedziale otwartym). Zalézmy, ze w przestrzeni Uf = f (X)
jest okre§lona w nastepujacy sposoéb topologia: otoczeniem punktu ye <
jest kazdy zbiér W punktow y'e/, dla ktoryeh zbiory @(x'), gdzie
fla") = y', zawarte sa w zbiorze U w V, gdzie U jest dowolnym nadzbio-
ren otwartym w X zbioru @ (=), f(x) = vy, a V otoczeniem w przestrzeni
X* (p. str. 79) punktu p, przy czym @(z') ~ U 0. Tak stopologizowana
przestrzen Y jest przestrzenia T, (p. (4], I, 6). Udowodnimy, ze przy tej
topologii przestrzeni <f

(19) Jesli H jest komponentq regularnoéci funkeji f, to funkcja czesciowa
fIH jest homeomorfizmem i f(H) jest zbiorem otwartym w .

Istotnie, funkeja fiH jost réznowartosciows. Gdyby bowiem dla dwdéch
réznych punktow & i &’ zbioru H bylo f(&') = f(&""), to & «D(&') whbrew
temu, Ze na moey (14) komponenty regularnosei dwoch réznych punktéow
tego samego zbioru @ (&) s3 rbine.

Wykazemy dalej, ze funkeja odwrotna f~'|f(H) jest ciagla. Niech
bowiem nef(H) i & = f~'(n)eH. Niech {y,} bedzie dowolnym -ciggiem
punktéw zbioru f(H) zbieznym do » i niech &, = f~'(n,)eH. Przy
przyjetej topologii jest (p. [4], I, (6.2)) Ls®@(&,) C @(&) v (p). Poniewaz
na mocy (14) jest H ~ @(&,) = &, i Hn~ DP(§) =¢, wiee lim¢§, = §
czyli limf~"(n,) = f~'(n).
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Wreszeie, zbiér f(H) jest otwarty w <. Niech bowiem nef(H) i niech
{n.} bedzie dowolnym eciggiem zbieznym do 5. W my$l przyjetej w U
topologii jest (p. [B]) Ls®(&,) C (&) v (p) oraz [Lid(&,)]~ DP(E) # 0,
gdzie & i &, sg dowolnymi punktami takimi, ze f(&) = n i f(&) = 7.
Bez zmniejszenia ogoélnogei mozna zalozyé, ze &eD(&) ~ Lid(E,) 1 ze
lim¢, = & Punkt £ i prawie wszystkie &, nalezg w my§l (7) do pewnej
komponenty regularnofci H,;, gdzie ¢ =1,2,..., k. Rozwazmy punkty
" = @y (&) oraz &, = ¢;'(£,), gdzie ¢; sa homeomorfizmami z (6). Jest
EeH, &,¢H, a w rezultacie n, = f(&,) = f(&) e f(H) dla prawie wszyst-
kich n. Otwartosé zbioru f(H) w przestrzeni Y jest wiec udowodniona.
Z (19) wynika latwo, ze
(20) Zbior f(H) jest tukiem bez kohcow, rozlqeznym z resztq zbioru
Y = F(X). B
Jesli X jest odeinkiem, to wynika stad na mocy (15), ze zbior f(H)
jest odeinkiem rozlgeznym poza swymi koticami z resztg zbioru Y = f(X).

§ 7. Odwzorowania symplicjalne przedzialu otwartego o stalej
krotnosci skonczonej. Dla funkeji dajacych takie odwzorowania zbidér
XA —X, jest izolowany.

Zauwazmy najpierw, ze dla tego rodzaju funkeji

(21) Jesli H jest komponentq reqularnodci o kovcach a i b roznych od
0141, to ®(a) #~ D(b).

Jesli bowiem dla t.';lc-kiej komponenty regularnosci H jest ®(a) = P(b),

t0 na moey (16) zbior | H; jest przedziatem z jednym koncem lub dwoma
i=1

takimi przedzialami. Bez rmniejszenia ogdlnofei mozna zatozyé, ze a jest
koncem jednego z tych przedzialéw. Istnieje wiec uklad komponent re-
gularno§ei przylegly do {H;}, oznaczmy go {G;}, gdzie koncem jednej
komponenty @;, np. G = G,, jest punkt ¢ = a. Jest C C D(a). Z (16)
wynika, ze A v B =k, skad wotec inkluzji 4 v B C ®(a) wnioskujemy,
ze kazdy z ¢; jest rowny pewnemu a; lub b;. Dla k& > 3 jest to niemozliwe,
gdyz punkty a; lub b; ré6wne pewnym ¢; s3 tylko wéréd koneéw zbioru
k

H;, a takich kohcéw zawartyeh w X jest na mocy (16) co najwyzej
=1

dwa.

Z (21) wynika na mocy (20), ze

(22) Jesli X —N, jest izolowany, to dla kazdej komponenty regular-
nosct H o koncach réénych od 0 4 1, zbidr ﬁ jest tukiem, roztacznym poza
swymi kovcami z resztg zbioru U = f(X).

Wykazemy z kolei, ze

(23) Funkcja ciggla k-krotna, dla ktorej zbior X —X, jest izolowany,
jest rzeczywista.
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Dla dowodu rozwazimy komponente regularnosei H o konecach a i b
réznych od 0 i 1. Udowodnimy, Ze ord;qf(X)<2 (%), zakladajac tym-
czasem, ze wszystkie ¢; s rézne od 0 i 1. W tym celu wykazemy naj-
pierw, ze istnieje co najwyzej jeden uklad komponent regularnodci przy-
legty do {H;} na zbiorze A. Niech {G;} bedzie takim ukladem, a ¢; koricami
G;, takimi, ze A ~ 0 0. Rozwazmy dla {H;} i {G;} przypadki 1°-4°z § 4.

Przypadki 1° i 2° sg dla funkeji o zbiorze X —X, izolowanym nie-
mozliwe. Rozwazmy wiec przypadek 3° gdy dokladnie jeden z punktéw
0 lub 1 jest koncem ¢; oraz przypadek 4°, gdy zaden nim nie jest.

Przypadek 3° jest réwniez niemozliwy. Na mocy § 4 jest wtedy bo-
k 2

wiem a-+y—2e =1, tj. zbiér U H; v U G; ma poza swym wnetrzem
i=1 7=1

dokladnie jeden z punktow e; i ¢;. Oznaczmy go przez e i rozwazmy kom-

ponente regularnofci K o koncu e rézng od wszystkich H; i G;. Niech K,

K,ien,m=1,2,...,%k majg to samo znaczenie, co w dowodzie twier-

dzenia w § 5. Poniewaz zbiér X —X, jest izolowany, wiec ¢o najwyzej

jeden z punktéw 0 lub 1 jest punktem e,,. Poniewaz wszystkie punkty e,
k k

oprécz e, leig we wnetrzu zbioru | J H; v U G;, wiee wszystkie te e,
i=1 j=1

oprocz e, leza poza A C. Zbiéor M = A v ¢ ma, na mocy § 4, W roz-
wazanym przypadku k—1 punktow. Zbiér @(e¢) zawierajacy wszystkie
te a;, ¢; i e,, ktére sg zawarte w X, mialby zatem, jesli k >3, wiecej
niz k punktow.
W przypadku 4° jest, na mocy §4, a+y—2¢ = 0. Wszystkie punkty
k k
UG iM=A4oC ma wtedy k
i=1

a; i ¢; leza we wnetrzu zbioru (U

1=1
punktéw. Nieistnienie innego niz {G;} ukladu przyleglego do {H;} na A
jest oczywiste.

Zauwazmy na koniec, ze jesli & dagzy do 0 lub 1 po zbiorze X, to
jest zawsze limf(¢&) # f(a), gdyz, jesli X —X, jest izolowany, to kompo-
nenty regularnodei zbiezne (w sensie topologicznym) do 0 lub 1 odwzoro-
wywane s8g przez funkcje @ (w sposoéb okre§lony w (6)) na komponenty
regularnoéci zbiezne do 0 lub 1. To dowodzi ostatecznie, ze Y jest w pew-
nym otoczeniu punktu f(a) zlozona jedynie z tukéow f(H) i f(*-G), gdyz
dla dostatecznie matego otoczenia U zbioru @(a) i dla punktéw & dosta-
tecznie bliskich 0 lub 1 jest @(&) ~ U = 0. Jest zatem ordyqf(X) < 2.

Dla zakonezenia dowodu (23) zauwazmy, ze zalozenie 0 5= a; = 1,
t=1,2,...,k nie zmniejsza ogdélnosci. Jesli bowiem jeden z koricéw a;
jest réwny 0 lub 1, to 4 < k—1. Istnieje wtedy komponenta regularnosei

(3) ordg4 oznacza rzad punktu e w zbiorze A w sensie Mengera (p.[4], 11,
str. 200).
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G rézna od wszystkich H; o koneu ¢ réznym od 0 i 1 takim, ze
k

@ (c) = (U (@;)). Niech G; i ¢; oznaczaja to co zwykle. Z uwagi na twier-
i=1

dzenie § 4 wszystkie ¢; musza byé rézne od 0 i 1. Dowédd sprowadza
sig wiee do rozwazonego juz przypadku, gdzie role H i G s3 za-
mienione.

Nagtepujace twierdzenie wyréznia w pewnym stopniu zachowaunie
sie funkeji ciaglych o stalej krotnofei parzystej na prostej.

TWIERDZENIE. Nie isiniejq funkcje ciagle o stalej krotnosci parzystej
na prostej (preedziale otwartym), dla ktorych zbidr X —X, jest izolowany.

Z twierdzenia tego wynika, ze nie istniejg odwzorowania sympli-
cjalne prostej majace staly krotnodé skonczong.

Dowo6d. Webec (23) sprowadza sig on do przypadku funkeji rzeczy-
wistych, o ktérych bez zmniejszenia ogoélnodei zalozymy, Ze sg okreSlone
na przedziale 0 < x <1 i ze zbiorem ich wartosci jest prosta. Zatézmy po-
nadto, co réwniez nie zmniejsza ogdélnosei, ze lim f(x) = —oo i lim f(x) =

-0 T—1

= oo. Niech % bedzic dowolng liczba rzeczywistg. Ilo§é tych punktéw x»
w zbiorze f '(y), w ktorych funkeja f nie ma lokalnego ekstremum jest dla
takiej funkeji nieparzysta. Punkty, w ktorych f ma lokalne ekstremumn
nalezg do zbioru X —X,. Poniewaz zbidr ten jest izolowany, wiec dla
punktéw 4’ dostatecznie bliskich punktu vy, zbiér f~'(y’) mialby nie-
parzystyg ilo§¢ punktéw, wbrew temu, ze f ma wszedzie krotnosé
parzysta.

§ 8. Zagadnienia. Niech X bedzie teraz przedzialem otwartym
0 < # < 1. Funkeja f nazywa si¢ gasnqceq na koncach tego przedziatu, gdy

(24) Lim®(x) = (a); gdzie =0 nb 1 i &-—a.
a:e9(¢

Funkeje s,,,, z przykladu 3 spelniaja warunek (24), sa wige gasngce:

Wydaje sie, ze jest niemozliwe skonstruowanie na prostej (przedzia-
le otwartym) funkeji ciaglej o stalej krotnodci parzystej, ktora bylaby
gasnaca. Wydaje sie, ze jest to jedna z cech istotnych funkeyj o stale]
krotnodei parzystej.

Drzieki terou, ze mozna zbudowaé funkeje ciagle o statej krotnosei
nieparzystej na prostej spelniajace warunek (24) na z géry zadanym pod-
przedziale przestrzeni X, mozna je latwo zbudowaé na dowolnym grafie,
tj. zbiorze zlozonym z odcinkéw majacych co najwyzej konice wspoélne,
Dla krotnoSci parzystych konstrukeje takie sg trudne (p.[2], str. 484)
i nie wiadomo, ¢zy sa mozliwe dla wszystkich grafow. Rozwigzanie tego
zagadnienia jest w sposdb widoczny zwigzane z rozwigzaniem poprzed-
niego.
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E. MEavIEBCKHE (Bpoumas)

0 IIEKOTOPBHIX ®VHHKUUAX INOCTOAHHON KOHEYHON KPATHOCTHU
A OTPE3KE 1 1IPAAMON

PESIOME

Ilycrs X Tomosormyeckoe ipocrpaucrso. Dymrxuusa f: X — Y nparmocrun k,
ecint Bee mpoobpasst f~1(y), y 6 Y, uMeIoT TOUHO k ToUeK, a U TONOTOrHIECKoe POCTPaH-
ctro Ty. Xp o0osmadaeT MHOMKECTBO BCEX TeX TOUeK Xe¢X, B KOTOPHX MHOT03HAYHASA
Pyrruua @ (x) = f~1f(x) wuenmpepmBHa. WBRECTHO, YTO MHOMKECTBO g OTKPLITO
1 MI0THO B X.

TEOPEMA. Eeau k> 1 u X samknymuil ompesok uau npamas, mo Xg umeem
6801{30”6"{1‘&08 MHONCECMBO KOMNOHEHM.

TROPEMA. Ecau &k wemno u X npaman, mo mmuoncecmeo X —Xg e u3oauposan-
noe muooscecmeo ¢ X. '

J. Miopuszewskl (Wroclaw)

ON k-TO-ONE CONTINUOUS FUNCTIONS ON THE CLOSED INTERVAL
AND THE STRAIGHT LINE

SUMMARY

Let A be a topological space. A function f: X — 9/ is called k-to-one if for
every y the set f~! (y), ye Y, consists of exactly k points and O is a topological T,—
space. Xy denotes the set of all points z¢ X at which the multi-valued funetion @ (x) =
= f~1f(x) is continuous. Tt is known that Xy is dense and open in X.

THEOREM. If k > 1 and X is a closed interval or a straight line, then Xy consisis
of infinitely many components.

THEOREM. If k is even and X is a straight line, then X —Ng cannot ‘be isolated
in X.



