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R. HAMPEL (Warszawa)

O zagadnieniu Catalana

1. Uwagi wstepne. W matematyce odvprzeszlo wieku nazywa sie
twierdzeniem Catalana nastepujace przypuszezenie:
Réwnanie diofantyczne

(1) o —y =1 (x,y,2,t — liczby naturalne > 2)

nie ma innych rozwigzan w liczbach naturalnych préez rozwiazania try-
wialnego ¢ =3, y =2, 2 =2, t =3, tzn. 32—23 =1,

Zagadnienie to, znane i nie rozwigzane od stuleci, sformulowal ogél-
nie po raz pierwszy w 1842r. Eugéne Charles Catalan (1814-1894) [8],
matematyk belgijski pochodzenia francuskiego.

Dotychezas rozwigzano tylko szezegélne przypadki.

Jeszcze w péznym Sredniowieczu Zyd hiszpariski Levi ben Gerson,
zwany Leo Hebraeus (1288-1344), dowidd} [3], ze réwnanie

3"+1 =2"

przy »n > 2 nie ma rozwiazan w liczbach naturalnych. Matematyk fran-
cuski Frenicle de Bessy (1605-1675) [1] dowiddl w swej lacinskiej pracy
z 1657 r. (odnalezionej po raz pierwszy dopiero w 1921 r. w Paryzu,
Clermont-Ferrand i na koniec w Berlinie), ze réwnanie

p 41 = a2

nie ma rozwigzan, gdy n > 2, a liczba p > 3 jest liczbg pierwszg. Twier-
dzenia tego dowiédl? on réwniez w przypadku p = 2, n > 4. Wynik ten
stanowil rozwigzanie jednego z problemdéw teorii liezb, ktére postawil
Francuz (z zawodu prawnik) Pierre Fermat (1601-1665).

Wielki matematyk szwajcarski Leonard Euler (1707-1783) dowiédl
[4], ze Té6wnanie 23+ 1 = %2 (# > 2) nie ma rozwigzan w liczbach catko-
witych.

V. A. Lebesgue (1791-1875) [9] dowiédl w 1850 r. niemozliwosci
rownania 2241 = y"; n > 2.
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C. G. Gerono w 1870 r. udalo si¢ dowieéé czesciowo hipotezy Cata-
lana w przypadku, gdy liezby x lub y s pierwsze [5]. Matematyk szwedzki
Trygve Nagell (ur. w 1895 r.) wykazat [12], ze réwnanie #3+1 = y" nie
ma rozwigzan, gdy « > 2; n > 2. T. Nagell podat réwniez inne przypadki
szezegodlne [117.

Cenne wyniki otrzymat wspélczesny matematyk wegierski Richard
Oblath (ur. w 1882r.), ktéry opierajac si¢ na wynikach innych matema-
tykéw, miedzy innymi matematyka polskiego Salomona Lubelskiego
(zgingt w 1941 r.), dowiédl niemozliwoéei réwnania 22—1 = y* w przy-
padku, gdy p jest liczba pierwsza spelniajacg jedng z nizej podanych
kongrueneyj [13]:

(a) 2°7' £ 1 (mod p?),

(b) 3771 == 1 (mod p2),
ponadto

(c) dla wszelkich p < 25000 (z wyjatkiem rozwigzan trywialnych
z,y=0,—-1;1,0;3,2,p = 3).

We wszystkich pozostatlych przypadkach, opierajac si¢ na twier-
dzeniu C. Siegela, dowodzi R. Oblath, ze réwnanie #2—1 = y® moze mieé
¢o najwyzej jedno rozwigzanie [14]. Ponadto R. Oblath [15] dowiddl,
ze réwnanie (1) jest niemozliwe, jezeli jedna z liczb x lub y sklada sie
wylacznie z czynnikéw pierwszych postaci 2%-+1 lub 2%-3% 1.

Roman Hampel, Richard Oblath i Andrzej Schinzel [16], [18], [7]
dowiedli niezaleznie od siebie, ze réwnanie (1) poza przypadkiem poda-
nym wyzej jest niemozliwe, jezeli jx—y| = 1 [16].

W. J. Le Veque [21] wykazal w 1952r., ze réwnanie a*—bY =1
dla ustalonych naturalnych ¢ i b ma najwyzej jedno catkowite rozwig-
zanie x, y; wyjatek stanowi przypadek a¢ = 3, b = 2, kiedy sa dwa roz-
wigzania:

3—2=32-2%=1.

Dowod dla parzystych a jest prosty, dla nieparzystych z'a,é znacznie
trudniejszy. Jako wniosek otrzymano, ze dla calkowityeh s, r, t tozsamosé

S-S
k=1
zachodzi jedynie w przypadku s =3, t =1, r = 2.

J. W.S. Cassels [2] dowiédt w 1933 r., ze rownanie nieoznaczone
a®—b’ = 1 ma nie wiecej niz jedno rozwigzanie. Rozwi@zaniami mogsg
by¢ tylko najmniejsze wykladniki spelniajgce kongruencje a® = 1 (mod B),
W = —1(modA), gdzie A i B s3 odpow1edn10 iloczynami nieparzystych
dzielnik6w pierwszych liczb a i b.



0 zagadnieniu Oatalona 13

Twierdzenie to ma dwa wyjatki:

1) jezeli a = 2¥—1, to istnieje rozwiazanie # = 2, y =1, chociaz
a = 1(mod B);

2) réwnanie 3°*—2¥ =1 ma dwa rozwigzania: £ =1, ¥y = 1 oraz
x =2, y =3,

Dowodzi si¢ réwniez, ze jezeli (#,y) =1, to y = 1(mod2), gdy
# > 1 oraz ze réwnanie 2°—3¥ = 1 nie ma rozwigzan, dla ktérych z > 1,
y > 1.

A. P. Lursmanaszwili [10] wykazal w 1937 r., ze rownanie 2™ —y* = 1
dla ¥y =1 (mod2), y <99, nie ma rozwigzan w lieczbach calkowitych
z,y,m,n > 1.

Nizej zajme sie dalszymi przypadkami niemozliwofei rozwiazania
réwnania (1).

2. # lub y jest postaci 10". A. Zalézmy, ze

y =10" (r =1).

4

Witedy
z2—1

(2) 2 —1 = (x—1) 2 o = 10" =1 (mod?2).
k=0

Udowodnie, ze musi byé 2z =1 (mod2), tzn. z > 3.
Istotnie, w przeciwnym przypadku mielibySmy

2
--1
2
o —1 = (@—-1)(@+1) D o™ =107,
i=0

3) # —1=2"5" (a=1; $>0),
(4) 2 +1 =2%5°+2 =2(14+215%) (a #0, gdyz = 1 (1od?2)).

Réwnoéé (4) jest niemozliwa w zadnym przypadku; a mianowicie:

jezeli « =1, B = 0, wtedy @ = 3 i przypadek jest niemozliwy [5];

jezeli @ >1, g =0, to o+1 = 2(1-+2°""), co jest réwniez niemo-
sliwe, gdyz 1-4-2°"! nie moze byé potega samych piatek [19];

jezeli @ =1, =1, to w sklad #+1 = 2(1+5%) wehodzg ezynniki
#215;

wreszeie jezeli a =2, g =1, to 1+2°7%5" =1 (mod2) i (mod5),
skad sprzecznodd. ,

Mamy zatem z = 1 (mod2), wobec tego

2-—-1
D #*=1(mod2), gdyz =1 (mod2).

k=0
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Ze wzoru (2) i (3) wynika, ze a = rt, wiec

(5) w—1 = 2™5°,
tzn.
(6) (2750 1) —1 = 25", 0 < B <rt; 2 >3.

Rownoéé (6) jest niemozliwa; istotnie, jezeli 2 =3, 8 =0, to
(7) . (2" 41)3—1 = 25"
lub, po podzieleniu obu stron (7) przez 27,
(8) oML g.o" L3 —=5" r>1;¢>2.

Réownoéé (8) jest niemozliwa, gdyz

2 0

(9) 2*43-2"4+3 =13 (modB), jeseli r-t={1 (mod 4);
1 2

jezeli :

z=3, 1<p<r—1,

to lewa strona réwno$ci (6) (po podzieleniu przez 5°) == 0 (mod5), podezas
gdy prawa strona = 2™.5""% = 0 (mod5), skad sprzeczno$é.

Jezeli wreszcie 2z > 5; B >0, to rownosé (6) jest réwniez niemoz-
liwa, gdyz

o —1 = (2%-5P 1) —1 > (2750 > 2™ > (2 > 10

B. Niech # = 10". Wtedy réwnanie (1) przyjmie postaé¢
rz—-1
y'=10"—1=9- 3 10% 1 >1;r>2.
k=0 ’

Innymi stowy, wystarczy wykazaé, ze z banalnym wyjatkiem 32 = 9
zadna potega (> 1) liczby naturalnej nie moze skladaé si¢ z samych dzie-
wigtek. Dowod pomijam, gdyz zostal podany w 1956 r. przez R. Oblatha;
por. [17]1i [20].

3. # lub y jest postaci 27-3° (r,s, liczby naturalne). A. Niech
y — 21‘_38,

2-1
(10) -1 =(e—1) Y o =2"3% r>2; s >2.

k=0
Zatem x—1=2%3% 1<a<<rt; 0<B<st wt+1=2%342 (pray-
padek a = 0 wykluczony, gdyz = 1 (mod2)).
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Jezeli z = 0 (mod2), to réwnanie (10) mozemy zapisaé

_;_1

#—1 = (s—1)(x+1)- ”xﬂ‘ ort.3%

czyli
2
31

(11) get+l.3f.(99-1.3F 4 7). n o = 2m.3%,
=0

Rowno§é (11) jest niemozliwa. Jezeli bowiem a=1; =20, to
x =3 [5]; jezeli za§ a = g =1, to # = 7 [15]. We wszystkich pozosta-
lych przypadkach czynnik

z-+1

=213/ 11
2 -+

albo sam jest liczba pierwsza <2 i 3, albo posiada dzielniki pierwsze
#2 1 3.

Zalézmy wige, ze z = 1 (mod2). Zalézmy ponadto najpierw f = 0;
wtedy o = 2°+1, 2 < a < 7. (Latwo wykazaé, ze a = rt).

Réwnodé (10) jest niemozliwa, gdyz 2° = 1 lub 2 (mod3).

Latwo stwierdzié, ze przy nieparzystym z obydwa przypuszezenia
prowadzg do sprzecznosci. Jezeli bowiem 2° = 1 (mod3), to #°*—1 =

= (2°4+1)°—1 = 1 (mod3); jezeli 2°= 2 (mod3), to 2°—1 = (2*+1)°—

—1 = 2 (mod3); jezeli za§ z2=1 (m0d2), p >0, to we wzorze (10)

2—1

S = 1 (mod2); musi wieo byé 3 o = 0 (mod3), ale 2@ = 2 (mod3),

k=0 k=0
wiee 2z = 0 (mod3), czyli z = 3u, tzn.

u—1

F—1 =01 = (z—1)(@2+-2+1)- 2 7.

=0

Wiee w2‘+x+1, jako liczba nieparzysta, musialoby byé iloczynem sa-
myeh 3, co jest niemozliwe. Istotnie,

(12) #4241 = 3(22°-3%¥-1 L o0+1.38-1 1 90.30-1 1 1) = 3 (mod9)

1 wyrazenie w nawiasie z prawej strony (12) = 3 (mod9) réwniez w przy-
padku g =1,

B. Zalézmy, ze x = 2"-3°. Wtedy réwnanie (1) przyjmie postaé
27%.3% —gyfil; r>1,8>1,2>2;t>2
(przypadek, gdy » lub s = 0 patrz [19] ewentualnie [9]).
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Liezba y musi byé nieparzysta, ponadto y’+1 = 0 (mod4), skad
wynika, ze ¥y = 12n+11, a t =6m+3, n,m =1,2,3,... (n =0 patrz
[5], m = 0 patrz [12]).

Istotnie, mamy:

(1204141 = 2 (mod3), (12n+3)'+1 = 1 (mod3),
(12n+5)Y 41 = 2 (mod4), (12n+4 7)'+1 = 2 (mod3),
(12n4-9)’+1 = 1 (mod3).

Analogicznie wykaze, ze t, ktore musi byé nieparzyste (w przeci-
wnym razie byloby y*+1 = 2 (mod4)), jest postaci 6m -+ 3. Latwo stwier-
dzié bowiem, ze '

(12n4-11)™+1 41 = 11"+ 11 = 25™*1 1.1 = 3 (mod9),
(12n4-11)™+5 41 = 11"+ 41 = 2511 = 6 (mod 9).

Ostatecznie otrzymaliémy hipotetyczng réwnosé

2m
(13) 27-3% = (120+11)°E™ V41 =[(120+11)*+1]- D (—1)- (120 +11)% =
=0
2m
= 12(n-+1) - (144n2+ 2520 +111)- ' (—1)" (1204 11)%,
i=0

Wynika stad, ze n+1, jako dzielnik lewej strony (13), musi byé postaci
2°3%, >0, B0, tzn. n =2°3%—1. Dalej, 144n2+252n-+111 =
= 3[12n(4n-47)437], ale wyrazenie 12a(4n+7)+4 37 dla naturalnych »
albo samo jest liczby pierwszg, albo ma dzielniki pierwsze wszystkie rézne
od 2 i od 3. Mamy np.

n | 12n(4n+7)+ 37

37 (liczba pierwsza)
169 = 132

397 (liczba pierwsza)
721 = 7-103 ,
1141 = 7-163

1657 (liczba pierwsza)

= W N = O

St

4. Zakonczenie. Opierajac si¢ na wynikach zawartych w pracach
[15], [3] oraz na rezultatach niniejszej pracy latwo stwierdzi¢, ze ré6wna-
nie (1) jest niemozliwe, jezeli chociaz jedna z liczb x, y jest mniejsza
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od 20, tzn. min(z, y¥) < 20, lub jezeli jedna przynajmniej z liczb =, y jest
dowolna, naturalng potega liczby mniejszej niz 20 (z wyjatkiem hczby 14).
W tym celu wystarczy zauwazyé, ze dla o lub y =

2 (dowéd w [b]),

3 = 21+1 (dowéd w [15] lub [5]),

4 = 22 (dowod w [5]), S

b =2241 (dowod w [5]1i [15]),

6 =2-3 (dowod w ust. 3 niniejszej pracy), _

7 =2-3+1 (dowéd w [15] i [5]), S

8 = 23 (dowdd w [b]),

9 = 32 (dowod w [14] lub [4]),

10 (dowéd w ust. 2 niniejsze] pracy),

11 (dowéd w [B]),

12 = 22-3 (dowdd w ust. 3 niniejszej pracy),

13 = 22-3+1 (dowéd w [15] lub [57]),

14 (brak dowodu),

15 = (214-1)(22+1) (dowod w [15] lub [5]),

16 = 24 (dowéd w [5]),

17 = 2¢+1 (dowdéd w [15] lub [5]),

18 = 21-32 (dow6éd w ust. 3 niniejszej pracy),

19 = 21-3241 (dowéd w [15] lub [5]).
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P. TAMDENb (Bapmasa)

O NMPOBJEME KATAJAHA

PE3IOME
Aprop sanumaercsa npolGiaemoit Karamana, T.e. yTBepKAeHHEM, UTO YPaBHEHUE
() gyt =1
(*, y, 2, HATypaNbHbEe YKCIA = 2) He MMEeT APYTHUKX PelleHuit KpoMe TPUBMAIBLHOTO:

(2) - x=3 y=22=21¢=23,
(r.e. 32—2% = 1). '

ITpoGmema sTa, nocrasimena HaramanoMm B 1842 r., emje mMoKa He pelreHa B ofuieM
BHIE.

ABTOp ROKAa3HIBaeT, UTO ypaBHeHUe (1) He BO3BMOKHO, KOrjJa ONHO M3 YHCEN *
wian y umeer dopmy 10™, 27-3™,

Haxomen, onupasice Ha pe3yabTaTh, RokazaHHbe I'eponom m Puxappom ObGia-
TOM, aBTOP IOJYy4YaeT, KAK ClIeJCTBHE JOK3AHHOrO0, 4TO (1) He BO3MOKHO EIAA MOOGHIX
HATYPAJBHEX CTeleHeit ymcel a U b, MeHbIIee M3 KOTOPHX He mpesocxoaur 19 (3a
uckumouenmem 14), T.e. ypaBHemme 27—yt — 1 (x,¥y,2,1>2) HEBO3MOKHO, €CIM
z=a"™ y=>0 (m,n=1,2,..)), ¢=min(a,b) < 20,c¢ # 14, 3a HCKIOUEHHEM
HUTHPOBAHHOIO BEHILIE TPUBMAILHOIO peuieHusa (2).

R. HampPEL (Warszawa)

ON THE PROBLEM OF CATALAN

SUMMARY

The paper is devoted to the problem of Catalan, i. e. to the assertion that the
equation

(1) ¥—yt=1 (x,9,2,t natural numbers > 2)
has no other solutions except of the trivial one:

(2) =3 9y=22=21t=3

(i.e. 32—2%3 = 1).
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This probelm formulated by Catalan in 1842 is not yet resolved in the general
form. .

The author proves the impossibility of equation (1), when one of the numbers
x, y is of the form 10™, 2%.3™,

Finally, referring to the results obtained by G. Gerono and R. Oblath [5], [15],
the author concludes that equation (1) is impossible for any natural powers of
numbers ¢ and b smaller of which does not exceed 20 (except the number *14).
Otherwise, the equation x®*— y‘ =1 (z,y,2,t>2) is impossible, when z = a™,
y=>b (m,n=1,2,...), ¢ = min(a,d) < 20, ¢ # 14, excluding trivial case (2)
quoted. above.



