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Sur la méthode de I'intégrale particuliere et sur ses
conséquences pour 1’équation de Riccati et pour
les équations différentielles linéaires et homogenes
d’ordre supérieur

Abstract. This paper presents the method of particular solution for solving the Ric-
cati equation and linear homogenous equations of second and third order, as well as
its certain application to linear homogenous equations of n-th order. The conditions
of effective integrability for equations (0.1) and (0.2) are expressed in symbolic (oper-
ator) form and also for equation (0.3) in fully expanded form. There have been proved
three theorems which state the following: for any subclass of differential equations of
the form (0.1), (0.2), (0.3), if there are known, respectively: a particular solution yo,
a particular solution ug, two linearly independent particular solutions wi,u2, then it
is possible to construct superclasses of differential equations of the given class, using
classes cited in [6, 7, 8, 9]. Moreover, one may obtain their effectively integrable gen-
eralizations. Numerous examples provided illustrate the above results. The article
presents also a practical way of applying the method of particular solution to linear
equations of n-th order. This method enables us to integrate more general equations
than those described in [4, 5, 14] of the form (0.1), (0.2), (0.3), (0.4) for which the
particular solutions are cited therein.
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0. Introduction. Dans ce travail nous allons présenter la méthode de 'intégrale
particuliere en forme symbolique pour les équations suivantes:
I’équation de Riccati:

(0.1) Y =a(x)y’ +b(x)y+c(x)  (a,bce€Cx,a#0),
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I’équation linéaire du second ordre:

(0.2) @y +gland +h@yu=0  (f.g.h € Cx,f#0),

I’équation linéaire du troisieme ordre:

(0.3) po(z)u"" +p1(x)u” + pa(x)u’ +p3(x)u =0 (pi €Cx,i=0,...,3;p0 #0),
et certaine proposition de considérer I’équation linéaire du n-ieme ordre

(0.4) po(@)u™ + py(@)u™ D + -+ pp 1 (@) + pp(x)u =0,

oup; € Cx,i=0,...,n;pg # 0, a l'aide de cette méthode. Nous nous concentrons
sur les équations (0.1)—(0.3), parce que cette méthode donne pour ces équations les
plus meilleurs résultats, et aussi que ces équations sont trés importantes dans des
applications. Le but principal de ce travail est de donner les théoréemes obtenus en
conséquence de I'application de cette méthode pour construire les nouvelles équations
(0.1)—(0.3) effectivement intégrables.

Nous introduisons dans les chapitres 2, 3, 4, 5 les significations suivantes: pour
les équations (0.1), (0.2), (0.3), (0.4) pour lesquelles leurs solutions particulieres sont
connues — les coefficients par les lettres: (0.1): a,b, ¢; (0.2): f, g, h; (0.3): po, p1, D2, D3;
(0.4): po, p1,-- -, Pn, et pour les équations généralisées: (0.1): A, B,C; (0.2): F,G, H;
(03) Po,Pl,PQ,Pg; (04) Po,Pl,. . .,Pn.

La possibilité de constructions effectives de solutions générales de ces équations
est garantie: par la formule

(0.5) Y=o+ exp/(2ay0 +b)dx {C — /(a exp /(2ayo + b)d:c)d;r,] -1

pour 'équation (0.1), et d’apres la formule de J. Liouville (cf. [3] p. 235 ou [12]
p. 341-342) pour les équations (0.2) et (0.3) par les expressions respectivement en
formes:

(0.6) u = Kjug + Kguo/u52 exp(— /(g/f)dm)dx,
u :K1U1 + KQUQ

+K3U1/|:(U2/U1);/[(Ul/wz(ulﬂm)) exp(— /(pl/Po)dl”)]dﬂ?] dz,

ou: C, K; — Ctes réelles arbit., w(uy, us) — wronskien de solutions u; et us.

D’apres la formule de J. Liouville (cf. p. ex. [3] p. 235) la construction analogique
comme la derniére peut étre faire pour I’équation (0.4), si 'on connait n— 1 ses solu-
tions particulieres. Il est évident que les profits de méthode de I'intégrale particuliere
décroissent si l'ordre de I’équation (0.4) croit. D’autre part, I’application de cette
méthode & 1’équation (0.3) constitue I'un bon exemple de s’application aux équations
linéaires si n > 2.

Nous remarquons que la méthode présentée permet de construire les solutions
particulieres des équations (0.1)—(0.3) en dépendance de leurs coefficients (au plus

(0.7)
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trois pour (0.1) et (0.2)) et certaines fonctions arbitraires: pg,5;,a; et 3; respec-
tivement (cf. [7, 8, 9]), alors elle assure — d’apres les formules (0.5)—(0.7) — leur
intégrabilité effective.

En généralisant la notion de I'intégrabilité effective donnée par le mathématicien
polonais W. Nikliborc dans [15] p. 91, nous introduisons la définition

DEFINITION 0.1 On dit que I’équation différentielle du n-iéme ordre
(0.8) F(x,y,y’,...,y(")) =0

est effectivement intégrable (résoluble), selon de l’exemple, si 'on peut trouver
en forme élémentaire toutes ses solutions p. ex.: en forme de solution générale
paramétrique ou en forme explicite respectivement:

(0.9) z=z(t,Cp,...,Cpn), y=yt C,...,Cp);
(0.10) y=f(z,C,...,Cp),
ou respectivement: t € T,z € X, C; — Ctes réelles arbit. (i =1,...,n); ou en forme

de l'intégrale générale de ’équation (0.8)
(0.11) O(x,y,C1,...,Cph) = 0;

ou finalment en forme d’un systeme convenable de solutions particulieres — si cela
permet de construire sa solution générale (0.9) ou (0.10) ou son intégrale (0.11) (cf.
p. ex. les formules (0.5)-(0.7)).

Nous remarquons que: 1) I'intégrabilité effective est ici liée avec le type fixé de
Péquation (0.8); 2) la forme élémentaire, il faut ici interpréter comme la quantité
finie d’opérations arithmétiques, d’intégrations et de différentations sur les fonctions
données par I’équation (0.8) (non nécessairement élémentaires) et sur les fonctions
élémentaires.

Remarquons encore que les monographies de E. Kamke [4, 5] et G. Murphy [14]
comprennent quelques centaines d’équations différentielles des types (0.1)—(0.4) pour
lesquels les solutions générales ou particulieres sont dans eux citées. Beaucoup de
ces équations est tres simples et leurs solutions sont y présentées. De cela résulte
le probleme de trouver les criteres pour lesquels on obtient possiblement beaucoup
d’équations des formes (0.1) et (0.2) comprennent dans [4, 5, 14]. Dans ce but
j’introduisais I'une méthode qui j’appele ,,la méthode de l'intégrale particuliere” —
symboliquement MIP, laquelle on profit directement et méditerement dans le cycle
de travaux [6]-[11]. L’idée générale de cette méthode était présentée la premiere fois
dans le travail [6], p. 120-121. Elle introduit la dépendance 1'un des coefficients
de I’équation (0.1) d’une fonction arbit. p(x) et d’autres coefficients restants cf.
[6], p. 121. Dans les neufs classes de I’équation (0.1) citées dans [6] il n’y a pas
des fonctions p(x) parce qu’elles toutes sont égales zéro. Le méme fait a lieu dans
le travail [11] pour ’équation (0.2) dans lequel les fonctions pu(x) sont aussi égales
a zéro. Les criteres introduits dans [6] et [11] (au total plus de quatorze) sont
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satisfaits par les coefficients plus de quatre cent équations citées dans [4, 5, 14].
Mais on peut les obtenir de moindre nombre des criteres. Ces faits témoignent
que le role fondamental en la désignation des solutions particulieres possedent les
fonctions arbit. ux(x) (K — le nombre entier). Ces fonctions étaient introduites dans
les travaux [7, 10].

Nous remarquons encore que dans le fin des années soixantiémes et puis soixante-
dixiemes on publie les travaux dans lesquels ils se trouvent des solutions particulieres
d’équations (0.1) et (0.2) en formes des fonctions qui dépendent de leurs coefficients
et de certaines fonctions arbit. cf. [1, 13] et I'exemple 3.9 de ce travail. Elles étaient
obtenues par d’autre méthode comme la MIP introduit par le travail [6]. C’est
pourquoi dans mes travaux [7, 8, 9, 10] dans lesquels les résultats sont obtenus par
la MIP dans les critéres et solutions en la présentées il y a toujours les fonctions
arbitraires u, B, o;, B; respectivement pour les équations considérées. Dans ces
travaux on donne avant tout les résultats obtenus par la MIP, mais la seule méthode
est faiblemant présentée. La nouveauté dans ce travail-ci est la présentation de la
MIP en forme symbolique opératorielle. On donne cette présentation pour chaque
type d’équations (0.1)—(0.4) séparément. Les nouveautés constituent les théoremes:
Th. 2.1, Th. 3.1 et Th. 4.1 et leurs démonstrations, les corollaires: 2.5, 2.6,
3.6, 3.7, 4.5, et 4.6, qui possedent le caractere global, et aussi les chapitres 4 et
5. Dans les succéssifs chapitres de ce travail sont décrites: 1. L’introduction de
Pinscription opératorielle des équations (0.1)—(0.4); 2, 3, 4: La présentation de la
MIP respectivement pour les équations (0.1), (0.2) et (0.3). Dans le chapitre 5
on donne les remarques consacrées a la méthode de l'intégrale particuliere pour
les équations différentielles linéaires et homogenes d’ordre n-ieéme. Quelques-unes
nouvelles généralisations sont données comme les exemples.

J’exprime mes sinceres remerciments au Monsieur R. Siejakowski qui a bien voulu
transcrire ce travail dans le systeme ETEX.

1. L’inscription symbolique des équations considérées. La méthode de
Pintégrale particuliere était introduite dans le travail [6] et appliquée aux travaux
[7, 8, 9]. Dans cette méthode on profite de ’hypothése sur la connaissence d’une
solution partuculiere (pour (0.1) et (0.2)) ou d’un systéme convenable de solutions
particulieres (pour (0.3) et (0.4)), et la possibilité de présentation de I’équation
considérée dans la forme profitable pour s’application. Nous introduisons maintenant
Pinscription symbolique des équations (0.1)—(0.4):

L’équation de Riccati (0.1) peut étre présentée dans les formes lui équivalentes

(0.1%) Rok—1(y) = Rar(y) (k=1,...,6),
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ou les opérateurs Ror_1(y) et Rox(y) ont respectivement les formes:

Ri(y) =y —ay?, Ry(y) = by + ¢
Rs(y) =y — by, Ry(y) = ay” + ¢
1) Rs(y) =y —c, Re(y) = ay® + by;
R:(y) =y —ay® —c, Rs(y) = by;
Ro(y) =y — by —c, Rio(y) = ay’;
Ru(y) =Y, Ris(y) = ay® + by + c.

Pour ’équation linéaire du second ordre de la forme (0.2) on a

(02*) ng,l(u) :ng(u) (] = 1,...,3),

ou les opérateurs Lo;_1(u) et Loj(u) sont définis par les rélations:
Lq(u) = fu”, Lo(u) = —gu' — hu;

(1.2) L3(u) = gu/, Ly(u) = —fu” — hu;
Ls(u) = hu, Le(u) = —fu" — gu'.

L’équation linéaire du troisieme ordre (0.3) peut étre écrite dans les formes lui
équivalentes

(0.3%) Loi—1(u) = Lo;(u) (i=1,...,7),
ou les opérateurs Lo;—1(u) et Lo;(u) ont respectivement les formes:
Ly (u) = pou”, Lo (u) = —pru” — pou’ — pau;
L3(u) = pru”, Ly(u) = —pou" — pou’ — p3u;
Ls(u) = pout/, L¢(u) = —pou" — pru” — p3u;
(1.3) Lz (u) = psu, Lg(u) = —pou”" — pru’ — pau/;
Lo(u) = pou” + pru”, Lio(u) = —pou/ — p3u;
Ly (u) = pru” + pot/, Liz(u) = —pou — pau;
Li3(u) = pou™ + pau, Liy(u) = —pru” — psu

Nous remarquons que cette notation est a peu pres identique comme appliquée dans
les travaux [7]-[10]. La maniére de sa présentation ici, permet facilement obtenir
presque tous les criteres donnés dans les travaux [6]-[9)].

On sait bien, que si I'une solution particuliere yo de ’équation (0.1) est connue,
si P'une solution particuliere ug de I’équation (0.2) est connue, ainsi que les deux
solutions particulieres linéairment indépendantes u; et us de 1’équation (0.3) sont
connues, alors les équations correspondantes (0.1), (0.2) et (0.3) sont effectivement
intégrables. Cela entraine le fait que les équations correspondant (0.1*), (0.2*) et
(0.3*) sont aussi résolubles effectivement pour tout k, j et i respectivement.

On peut aussi appliquer la méthode de I'intégrale particuliere a I’équation linéaire
du n-iéme ordre (0.4) en I’écrivant dans les formes convenables.

Soit
L(u) = po(x)u'™ + py(a)u™ Y + . 4 pp 1 (2)u + po(2)u
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un opérateur linéaire. L’équation (0.4) peut étre donc écrite en les formes lui
équivalentes

(04*) Lllc,n—k(u) = Li,n—k,(u) (k = 07 17 cee 7”)7

olt les opérateurs L}, (u) et L2, (u) sont définis comme suit:

(L4)  Lb, () = prla)ut®), L2, (u) = —L(w) + L}, (w);
ou
(0.4°%) L} () = Ly (w) (h=0,1,...,n—1),

olt les opérateurs Ly, (u) et Li’nfk(u) ont les formes

pr(@)u™ ™R 4 pp (2)u D)
_L(u) + Lz,n—k(u)'

Li,nfk(u)

1.5
( ) L%,n—k(“’)

Dans le cas si aucun des coefficients de I’équation (0.4) n’est pas identiquement égal
a zéro, alors les opérateurs inverses:

17! 37!
Lk;ﬂ—k: ’ Lk:;n—/c

sont toujours effectivement déterminables, par contre les opérateurs inverses par
rapport aux opérateurs L? .. Li ~,  en général ne sont pas effectivement pour
obtenir. On peut introduire les autres formes de 1’équation (0.4) — par exemple:

(04***) Lz,n—k(u) = Lz,n—k(u) (k = 07 17 ceey— 2)7

olt les opérateurs Ly, . (u) et Ly, (u) sont définis par les rélations

Zn—k(u) = pk(x)u(nfk) +pk+2(x)u(nf(k+2))’

1.6
( ) Lg,n—k(u’) = _L(u) + Lz,n—k(u)a

mais elles sont inutiles du point de vue de méthode de l'intégrale particuliere.
Remarquons encore que, si on connait n — 1 solutions particulieres linéairement
indépendantes de 'équation (0.4), alors elle est effectivement intégrable. De la
résulte que les équations (0.4%*), (0.4**) et (0.4***) sont effectivement intégrables
pour tout k.

Evidemment, on peut considérer beaucoup de cas particuliers — quelques-uns
coeflicients p; sont identiquement égaux a zéro — alors les opérateurs inverses par
rapport aux opérateurs Li > L%,n— &> Lg n_p Deuvent étre dans quelques-uns cas
effectivement déterminables. Nous ne nous7occuper0ns pas ici de tels cas.

Remarquons encore que les représentations de 1’équation (0.4) en formes (0.4%)
et (0.4**) épuisent tous les profitables cas de formes de cette équation pour n = 2,3
(au moins pour un des cotes de 'équation (0.4), on peut trouver 'opérateur inverse).
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2. Présentation symbolique de méthode de l’intégrale particuliere
pour I’équation de Riccati. La méthode de I'intégrale particuliere pour I’équation
(0.1) se fonde sur I’hypotheése de connaissance sa solution particuliere yg, sur de prof-
iter ses équations (0.1*%) — ce que conduit & lexistence des fonctions continues py

(k=1,...,6), déterminées par les égalités
(2.1) Rok—1(yo) = ik,
(2.2) Roi(yo) = s

. oD o N -1 A g
sur de trouver les opérateurs inverses RS, R5;, par rapport aux opérateurs Rag_1,
Roy; sur Uintroduction des conditions d’intégrabilité effective en forme

(2.3) Rok—1 (Rg_kl (Mk)) = Uk,
(24) Ry, (Rg_kl_l(ﬂk)) = Uk,

ouyg = R;kl_l (1) designe les solutions symboliques successives de l'identité (2.1), et
Yo = Rz_kl (111) les solutions symboliques successives de 'identité (2.2) (k= 1,...,6).

La condition (2.3) pour k = 1,2,3,4,5,6 prend successivement les formes ex-
plicites: (2.2), (3.4), (4.4), (5.2), (6.4) et (7.4) du travail [7]; et la condition (2.4)
pour k = 2,3,5,6 prend successivement les formes explicites (3.2), (4.2), (6.2) et
(7.2) de [7]. Cette condition-ci pour k =: 1,4 posséde seulement 'importance sym-
bolique.

Des conditions (2.3) et (2.4), on détermine — si cela est possible — les classes de
Péquation (0.1) effectivement intégrables — c.-a-d. telles classes pour lesquelles les
fonctions

Yo = R;kl (/”Lk)v
(2.6) Yo = Rap_y (1)

sont respectivement leurs solutions particulieres. On cite ces classes dans les corol-
laires I1.1-VII.1 de [7] (quinze classes). Des formes d’identités (2.1) et (2.2) résulte
qu’on peut obtenir effectivement les opérateurs inverses Rj_1 pour les nombres
j=2,...,6,8,...,12 et que seulement dans les cas si k = 1 et kK = 4, on ne peut pas
obtenir effectivement des opérateurs Rz_kl—r Malgé cela, on peut donner les autres
treés générales conditions d’intégrabilité effective de 1'équation (0.1) (cf. [7] p.: 117,
123 les criteres (2.4) et (5.5) ). Ces derniéres conditions ne possedent pas la forme
(2.4) pour k =: 1,4, mais elles font les certaines généralisations de conditions (2.3)
pour les mémes k.

Dans le travail [7] on donne 15 classes d’équations (0.1) pour lesquelles leurs
solutions particulieres sont en la citées. Aux équations les plus générales obtenues
dans [7] appartiennent les classes: (3.5), (3.7), (4.5), (4.6), (6.5), (7.5) — (7.7). Nous
choisissons la classe (3.7) et nous la signifions par

Y = a(@)y® + b(z)y + pa(z)

(2.7) =) exp(g/ b(z)dz) U pz (@) exp(—/ b(x)dz)dx + K} }
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Sa solution particuliere est la fonction

(2.8) Yo = exp(/ b(z) dz) U o () exp(—/ b(z)dx) dx + K]

ou K — Cte arbit. réelle (cf. [7] p. 118, 120). On peut I'obtenir de la condition (2.4)
pour k£ = 2 de ce travail.

Remarquons encore, que l’ensemble d’équations (0.1) pour lesquelles leurs so-
lutions particulieres sont connues est toujours élargi. Ici, il suffit citer les travaux
[1, 6, 7]. Mais dans le temps fixé il est constant. Le but principal de ce travail est de
démontrer que tous les résultats connus jusqu’a présent, on peut obtenir seulement
de 'une suffisamment générale équation en forme (0.1) et que pour cela permettait
la MIP. De plus, nous remarquons que tous les résultats obtenus a ’avenir, on pourra
obtenir des équations citées dans le travail [7].

THEOREME 2.1 Soit gy une solution particuliere de I’équation donnée (0.1) satis-
faisant aux hypotheses suivantes: a,b,c € Cx, ac # 0 et yo # 0 sur X, alors: 1) on
peut la construire au moins d’un des criteres:

a(x) U (c(z) + ps(z)) do + K} : + b(x) [/(c(x) + p3(z)) do + K} —us(z) =0,
p3(x) # —c(x);
(©) a(x) exp (2 / b(z) dz) { / (u5(2) + e(2)) d + K} C () =0,
ps(x) # —c(x);
D) alx) [/ i6(x) da + K] C ) [/ o (x) d + K] +o(@) — po(z) = 0,
pe(x) + K2 > 0;

ou K — Cte réelle arbit. en trouvant la fonction ux(x), k = 2,3,5,6 et choisissant
les constantes arbitraires (si cela est nécessaire); 2) on peut construire au moins
l'une équation différentielle en forme (0.1) plus générale de ’équation donnée et
possédant la méme solution particuliere yo ou la solution particuliere yj correspon-
dant a I’équation généralisée.

REMARQUE 2.2 Les criteres (A), (B), (C) et (D) ce sont précisement les plus
généraux criteres: (3.2), (4.2), (6.2) et (7.2) du travail [7]. Ces criteres sont satisfaits
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1), (4.1), (6.1), (7.1) de [7] signifiées par:

/,ug exp /b dx dx—|—K}
d

x +

/( +ela)) exp(- [ blz) da:)) dx—i—K},

si les fonctions correspondant (3
(A%*) Yo = €xXp /b ) dx) [
(B*)  w= / (c(@) + ps(2))
@) w=ewl[ [

(D%) %:/%@M+K

ou K — comme ci-dessus, sont les solutions particulieres de ’équation donnée (0.1).

REMARQUE 2.3 Les fonctions ug pour k = 2,3,5,6 d’apres les formules (2.1) et
(2.2) de ce travail et les hypotheses citées dans le Th. 2.1 sont toutes continues. De
14 résulte que tous les criteres (A), (B), (C), (D) et les solutions (A*), (B*), (C*) et
(D*) sont bien déterminées.

REMARQUE 2.4 Les hypotheses citées dans le Th. 2.1 ce sont les plus faibles hy-
potheéses des théorémes cités dans le travail [7], mais les critéres cités ici sont les plus
généraux. On peut formuler le théoreme analogique au Th. 2.1 dans lequel fussent
d’autres criteres de [7] (dans ce travail il y a douze criteres), mais alors on doit ad-
mettre de beaucoup sur les fonctions a, b, ¢ et py. Cela borne I’ensemble d’équations
qu’on peut généraliser.

COROLLAIRE 2.5 Toutes les équations effectivement intégrables en forme (0.1) com-
prises dans [4, 5, 14], ainsi que données dans des travaux originaux, on peut obtenir
de I’équation (2.7).

COROLLAIRE 2.6 Pour chaque équation effectivement intégrable en forme (0.1)
présentée dans [4, 5, 14], on peut trouver 1’équation plus générale de ’équation
donnée et aussi effectivement intégrable, et pour les équations en forme (0.1) com-
prises dans les postérieurs travaux originaux, on peut trouver ’équation qui possede
la généralité non moindre que ’équation donnée (0.1).

DEMONSTRATION du Th. 2.1. Comme le point de départ de cette démonstration,
nous prenons le critere (A) duquel résulte I’équation (2.7). Elle possede comme la
solution particuliere la fonction (A*) identique avec la solution (2.8).

Pour démonstration écrivons 1’équation (2.7) en forme

(2.7) ¢ = A(x)y* + B(z)y

+ (@) — A(x) exp(Q/B(x) dz) {/,uz(x) exp(—/B(a:) dz) dz + Kr7
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et sa solution particuliere y§ comme suit

(2.8) 4 = exp / B(z) dx) { / J1o() exp(— / B(x) dz) dz + K} ,

ou K — comme ci-dessus. Des hypotheses on a: a,b,c € Cx, a # 0 sur X, yy est non
nulle solution particuliere de ’équation (0.1). Il est donc satisfaite la condition

(2.9) Yo = a(@)yg + b(x)yo + c(x)

pour tous z € X. Admettons que la fonction py a la forme

(2.10) 2 = yo — B(z)yo,

ol o est la solution particuliere de I’équation donnée (0.1). En la mettant simul-
tanémant dans 1’équation (2.7") et en sa solution (2.8'), et intégrant par parties les
expressions obtenues, on obtient ’équation

(2.11) o = A(2)y* + B(x)y
+ 5o — B(z)yo — A(x) exp(Q/B(:z:) dz) {K* + 9o eXp(—/B(x) dz)] )

et sa solution particuliere en forme

(2.12) vo :y0+K*eXp(/B(:c) dz),

ot K* —une nouvelle const. arbit. réelle. L’équation (2.11) est une généralisation de
léquation donnée (0.1). Pour ce voire, il suffit de prendre: A(x) = a(x), B(z) = b(z),
K* = 0. On obtient alors I’équation

(2.13) Y = a(@)y® + b(x)y + yo — b(x)yo — al)yg,

qui d’apres l'identité (2.9) prend la forme de 1’équation donnée (0.1). Nous remar-
quons encore que, si seulement K* = 0 dans (2.11) et (2.12), on obtient alors I'une
généralisation évidente de I’équation donnée (0.1) en forme

(2.14) y' = A(z)y® + B(z)y + yo — B(x)yo — A(z)y3,

qui possede la méme solution particuliere que I'équation donnée (0.1). Sila constante
K* # 0, les généralisations (2.11) et (2.14) ont les différentes solutions particulieres.
Cela achéve la démonstration. n

Dans cette démonstration nous avons profité seulement de I’équation (2.7). Nous
remarquons que dans [7], on donne huit classes de ’équation (0.1) & la méme
généralité. De la résulte, que pour chaque équation pour laquelle sa solution parti-
culiére est connue, on peut construire au plus huit sous-classes de équation (0.1) —
plus générales de I’équation donnée et effectivement intégrables. Quelques-unes de
ces classes peuvent étre identiques.
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EXEMPLE 2.7 Dans [6] p. 125, nous avons donné ’équation (0.1) en forme

y' = a(@)y’ +b(x)y — (b(@)/a(x)),.

Sa solution particuliere a la forme yo = —b(x)/a(z). Parce que nous avons obtenu
de (2.7) I'équation la plus générale en forme (2.11), alors sa généralisation a la forme

Y = A@@)y’ + B(a)y — (b(x)/a(x))), + (B()b(x))/a(x)

2
— A(x) exp(Q/B(x) dz) {K* — (b(z)/a(x)) exp(f/B(x) dac)} .
Sa solution particuliere a la forme (2.12), ol yg comme ci-dessus.

3. La méthode de l’intégrale particuliere pour I’équation linéaire du
second ordre. La méthode de l'intégrale particuliere pour I’équation (0.2) consiste
a ’hypothése sur la connaissance sa solution particuliere ug, & profiter des équations
(0.2%), que conduit & I'existence des fonctions continues §; (j = 1,2, 3), déterminées
par les égalités

(3.1) Loj_1(uo) = B,
(3.2) Laj(uo) = Bj,

N . . —1 —-1 .
a la recherche des opérateurs inverses L2j717 sz respectivement par rapport aux
opérateurs Loj_; et Loj;, a l'introduction des conditions de I'intégrabilité effective
en formes

(3.3) Loj(Lyj—1(8;)) = B,
4 Loj 1 (L3} (8y)) = B,

ow: ug = nglil(ﬂj) designe les solutions successives symboliques de 1'identité (3.1),
et ug = ngl(ﬂj) les solutions successives symboliques de I'identité (3.2).

La condition (3.3) pour j = 1,2,3 prend respectivement les formes explicites
(2.2), (3.2) et (4.4) de [8]; et la condition (3.4) pour j =: 1,3 prend respectivement
les formes explicites (2.4) et (4.2) de méme travail. Cette condition pour j = 2
possede seulement l'importance symbolique. Des conditions (3.3) et (3.4) on définit
(si cela est possible) les classes de I’équation (0.2) effectivement intégrable c.-a-d.
les classes d’équations pour lesquelles les fonctions

uo = Lo; 1 (8y), (j=123),
(3.6) uo = Ly} (B;), (j=1,3)
sont leurs solutions particulieres. Des formes des identités (3.1) et (3.2) résulte qu’on
peut obtenir effectivement les opérateurs L1 pour s = 1,2,3,5,6 et que seulement

dans le cas (3.2) pour 7 = 2, on ne peut pas le trouver effectivement (dans le
cas général s = 4). C’est pourquoi dans [8], p.72, on donne l'autre condition de
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Pintégrabilité effective en forme (3.4). Elle ne posseéde pas la forme (3.4) pour j = 2
de ce travail, mais elle constitue une généralisation de condition (3.3) pour le méme
j. La formule (3.6) pour j = 2 possede seulement I'importance symbolique et peut
étre utilisée dans les cas tres spéciaux.

Les conditions (3.3) et (3.4) constituent des conditions nécessaires et suffisantes
pour que les fonctions définies par les rélations (3.5) et (3.6) soient les intégrales
particulieres de I'équation (0.2) & 'exception du cas (3.4) pour j = 2. (cf. théorémes
en [8]).

Dans le travail [8] on donne 8 classes de I’équation (0.2) pour lesquelles leurs
solutions particulieres sont en la citées. Aux équations les plus générales présantées
dans [8] appartiennent les classes: (2.6), (2.7), (3.6) et (4.7). Pour les considérations
qui suivront nous choisissons la classe (4.7) et nous la signifions par

(3.7) Fla)" + gl + (g "u = 0.

Sa solution particuliere est la fonction

(3.8) ug = /fl (C’1 - /(ﬁg(x)/f(:r))vd:c> dz + Cy,

ow: v = exp[[(9(x)/f(x)) dz], C1 et Co — Ctes réelles arbit. (cf. [8], p. 72-73). On
peut Pobtenir de la condition (3.4) pour j = 3 de ce travail.

THEOREME 3.1 Soit ug une solution particuliere de I’équation donnée (0.2) satis-
faisant aux hypotheses suivantes: f,g,h € Cx, fh # 0 et ug # 0 sur X, alors: 1) on
peut la construire au moins d’un des criteres

~

Bu(z) + gla [Gi@ @)+ cl}
://(ﬂl(x)/f(:r)) dz dx + Crz + Cz] =0,
By(2) — () Je ( [o@s5) dx>

() (e[ (@t 1@) exp [ (a(0)/ ) ) da:) dz + 02] —0,

5>
_|_
=
2

ou Cy et Cy — Ctes réelles arbit. en trouvant 3;, j =: 1,3 et choisissant les constantes
arbitraires (si cela est nécessaire); 2) on peut construire au moins 'une équation
différentielle en forme (0.2) plus générale de I’équation donnée et possédant la méme
solution particuliere ug ou la solution particuliere wu§ correspondant a 1’équation
généralisée.

REMARQUE 3.2 Les criteres (E) et (F) ce sont précisement les plus généraux
criteres: (2.2) et (4.2) du travail [8] desquels on peut déterminer les coefficients g(z)
et h(x) de I'équation généralisée (0.2). Ces criteres sont satisfaits si les fonctions
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correspondant (2.1) et (4.1) de [8], lesquelles nous signifions par:
(E¥) w= [ [ (Grla)/f@) dvdz + Cra -+ o
(F*) Uy = /'Ufl <Cl — /(53(x)/f(x))v dx) dx + Cs,

ot: v=exp|[(g(z)/f(z))dz], C1,Cs — Ctes réelles arbit., sont les solutions parti-
culieres de 1’équation donnée (0.2).

REMARQUE 3.3 Si I’équation donnée (0.2) a le coefficient f(x) # 0, on peut la
considérer comme 1’équation donnée avec f(z) = 1 dans les sous-intervalles dans
lesquels f(x) # 0. On peut aussi appliquer le critére

©) 5o+ 50) ()o@ + h(o)| [ () fate)) o+ €| =0

de [8] (cf. f. (3.2), p. 71), mais alors il faut admettre de plus sur la fonction g(z):
geCket g#0.

REMARQUE 3.4 Les fonctions 3, pour j = 1,2, 3 sont définies par les rélations (3.1)
et (3.2) de ce travail et d’apres les hypotheses citées dans le Th. 3.1 toutes sont
continues. D’ici résulte que les criteres (E) et (F), et les solutions (E*) et (F*) sont
bien déterminées.

REMARQUE 3.5 L’équation donnée (0.2) c’est un élément de I’ensemble de toutes
équations en forme (0.2) pour lesquelles leurs solutions particulieres non banales sont
connues (I'une pour chaque équation). L’ensemble de telles équations constituent
toutes les équations effectivement intégrables du type (0.2) citées dans les monogra-
phies [4, 5, 14] et données dans les travaux originaux jusqu’a présent, dans lesquelles
fugirent les fonctions arbitraires (cf. p. ex. [1, 8, 10, 13]).

De Th. 3.1 et les Rem. 3.2-3.5 résultent les corollaires suivants:

COROLLAIRE 3.6 Toutes les équations effectivement intégrables en forme (0.2) com-
prises dans [4, 5, 14], ainsi que données dans des travaux originaux, on peut obtenir
de I’équation différentielle (3.7).

COROLLAIRE 3.7 Pour chaque équation effectivement intégrable en forme (0.2)
présentée dans [4, 5, 14], on peut trouver l’équation plus générale de I’équation
donnée et aussi effectivement intégrable; et pour les équations en forme (0.2) com-
prises dans les postérieurs travaux originaux, on peut trouver 1’équation qui possede
la généralité non moindre que 1’équation (0.2).
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DEMONSTRATION du Th. 3.1. Comme le point de départ de cette démonstration,
nous profitons de critere (F) duquel résulte I’équation (3.7). Elle possede comme la
solution particuliere la fonction (F*) identique avec la solution (3.8).

Pour démonstration nous les écrivons en formes

(3.7) Fz)u" + G(z)u + Bs(x)ul " 'u=0,

ou ug désigne sa solution particuliere, qui pour I’équation (3.7) est de la forme
(3.8") ufy = /v—l (01 - /(&,(m)/F(x))v dx) dz + Cs,

ot v = exp|[(G(x)/F(z))dx]. Nous faisons la démonstration dans deux pas:
1) Nous démontrons que chaque équation en forme (0.2) effectivement intégrable
c.-a-d. la telle équation pour laquelle sa solution particuliere est connue, on peut
obtenir de ’équation (3.7"). Des hypotheses on a que: f,g,h € Cx, f # 0 et ug est
la solution particuliere de I’équation donnée (0.2). Il est donc satisfaite la condition

(3.9) f@)ug + g(x)uy + h(z)ug =0

pour tous x € X. En égalant la solution (3.8") et g, et différentiant 1’égalité obtenue
deux fois, on obtient la fonction

(3.10) Bs(x) = —F(x)ug — G(z)uy.

En la mettant dans ’équation (3.7") et profitant du fait que u§ = wug (on peut
cela obtenir en choisissant convenablement les constantes C et Cs), nous obtenons
I’équation

(3.11) F(z)u” + G(z)u' — (F(x)ug + G(m)ué)ualu =0.

Evidemment sa solution particuliere est la fonction ug. En posant maintenant dans
(3.11): F = f, G = g et profitant du fait (3.9), nous obtenons de I’équation (3.11)
léquation donnée (0.2). 2) Il reste a démontrer le fait qu’existe la généralisation
de I'équation donnée (0.2), qui possede la solution particuliere plus générale que la
solution ug. En effet, admettant la fonction (3.10) simultanémant dans I’équation
(3.7'), et dans la solution (3.8"), et intégrant par parties les expressions obtenues, on
obtient I’équation

F(z)uj + G(x)uy

(3.12)  F(x)u" + G(z)u' —
up + [ Cf exp(—f(G(a:)/F(m)) dw) dr+ C3

u=20

et sa solution particuliere en forme

(3.13) ul = o + / Cr exp(— / (G(x)/F()) dw) dz + C3,

ou Cf et C5 — Ctes réelles arbit. Si Cf = C5 =0, F(z) = f(z), G(z) = g(z), alors
léquation (3.12), d’apres l'identité (3.9) se réduit & 1’équation (0.2). Elle est donc
sa généralisation comme ’équation (3.11). Si au moins 'une de constantes Cy, C5
est différente de zéro, alors les solutions particulieres des équations (3.11) et (3.12)
ne sont pas identiques. Cela finit la démonstration. ™
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Nous avons borné cette démonstration & profiter de ’équation (3.7). Remarquons
que dans [8], on a donné quatre sous-classes de ’équation (0.2) a la méme généralité.
Il en résulte, que pour chaque équation en forme (0.2) pour laquelle sa solution
particuliere est connue, on peut construire au plus quatre sur-classes de 1’équation
donnée (0.2) plus générale de cette équation. Quelques-unes de ces classes peuvent
étre identiques.

EXEMPLE 3.8 — Généralisations de I’équation (0.2) & coefficients constants.
Soit: v’ + pu’ + qu = 0 une équation linéaire, ou p,q € R. Son équation car-
actéristique a la forme

(3.14) r? +pr+q=0.

Onasi: A>0,r #ro; A=0,7r, =719; A <0, r; — complexe et ro = 7. Chacune
de ses solutions particulieres a la forme

(3.15) ug = e"”,

a Pexception de la deuxiéme solution linéairement indépendante si A = 0, laquelle
a la forme up = zexp(—(pz)/2). De (3.11) et (3.15), nous obtenons la classe

(3.16) F(z)u" 4+ G(z)u' — (F(2)r* + G(z)r)u = 0,

qui comprend cing sous-classes, si r admet successivement les valeurs des racines de
Péquation (3.14). En mettant: F(z) =1, G(z) = p, et profitant du fait que chaque
fois r est la racine de (3.14), on obtient de (3.16) I’équation donnée. Remarquons
que les classes (3.16) pour les racines complexes de (3.14) ne sont pas réelles. Pour
les obtenir, il faut prendre u§ = Re(em), et ensuite uj* = Im(em) et mettre en
léquation (3.11). Pour la deuxiéme solution linéairement indépendante, si A = 0,
on obtient la classe

(3.17) F(a)u” + G(z)u' — (F(x)(—p + (pPx)/4) + Glx) (1 — (pa) /2))x*1u =0,

qui se réduit pour F(z) =1, G(x) = p et p? = 4q & 'équation donnée.

On peut aussi donner les équations plus générales que les équations (3.16) et
(3.17) en profitant de I’équation (3.12). Toutes ces équations, d’apres la connaissance
de leurs solutions particulieres, sont effectivement intégrables (cf. la formule (0.6)).

On peut trouver analogiquement les généralisations de 1’équation de Euler: z2u’/+
pru’ + qu = 0, ot p,q € R — aussi effectivement intégrables.

EXEMPLE 3.9 Dans le travail [1], p. 83, on trouve I’équation (7.15) qui en forme
correcte s’écrit comme ci-dessous

u” + (P— g)u'+Q(f — 12}622 —Pu—o

onv=C+ [fQdz, f,PeCx,QeCk, Q+#0, C— Cte réelle arbit. Sa solution
particuliere est la fonction ug = exp( f (Q/v) dac), et son troisieme coefficient dépend



270 Sur la méthode de lintégrale particuliére. ..

de trois fonctions arbitraires et d’une constante. En profitant de I’équation (3.12),

on obtient sa généralisation en forme

F(z)uf + G(z)uj
uo + I(x)

(3.18) F(z)u" + G(z)u' — u =0,

ou ug est la solution particuliere citée ci-dessus, et

I(x) = /C’f exp(—/(G(x)/F(m)) dz) dz + Cj.

Sa solution particuliere est évidemment la fonction (3.13) dans laquelle

ug = exp([(Q/v)dz), ot v comme ci-dessus. La solution particuliere de (3.18) uf,
dépend ici de quatre fonctions arbitraires. En mettant dans 1’équation (3.18) les
fonctions: F =1, G= (P —Q'/Q) et C; = C3 =0, on obtient ’équation (7.15) du
travail [1].

En faisant analogiquement, on peut introduire les généralisations effectivement
intégrables d’équations — les plus générales — des travaux [2] et [13].

ExEMPLE 3.10 Construction des surclasses de 1’équation effectivement intégrable
pour laquelle une solution particuliere est connue.
Considérons ’équation du type (0.2) de [4] n°® 2.412a en la signifiant par

(3.19) ?Inzu’ +u=0, pour x > 0.
Sa solution particuliere a la forme
(3.20) up = Inz, pour x > 0.

Dans le travail [8] on cite trois classes d’équations (4.5), (4.6), (4.7) en formes

(3.21) ((=Bs(@) = gl@yut) /ug )u” + gla)u’ + h(w)u =0,
(3.22) flx)u” + ((—ﬁg(x) - f(m)ué’)/%)u’ + h(z)u =0,
(3.23) fla)u” + glz)u + Ba(x)uy ™ u =0,

ol ug pour I'équation (3.21) et (3.22) a la forme

(3.24) uo = f3(z)/h(z),

et ug pour I'équation (3.23) a la forme

(325) = /[exp(—/ftdx) (e - %exp(/§dx) dm)] dz + s,

ou C,Cy — Ctes arbit. Des faits (3.20) et (3.24) résulte que la formule

(3.26) B3(x) = h(z)Inx
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a lieu. En mettant succéssivement la solution (3.20) et ses dérivées, et la fonction
(3.26) dans les équations (3.21) et (3.22), nous obtenons les équations:

(3.21") (2 Inz h(z) + zg(z))u” + g(z)u’ + h(z)u =0,
(3.22") f@)” + (f(z)/z — zInz h(z))u' + h(z)u = 0.

Leur solution particuliere est la fonction (3.20). Ces deux équations sont les
généralisations de I’équation (3.19) et par le méme 2.412a de [4].

Du fait que ug est la solution de I'’équation (0.2) et B5(z) = h(x)ug résulte qu’elle
est définie aussi par la rélation

(3.27) Ba(x) = —f (x)ug — g(x)ug.

En mettant la fonction (3.27) dans la formule (3.25), et intégrant par parties, nous
obtenons

ug :/[exp(—/ ?dw) (Cl—i—/(ug—i—?ug) exp(/ ?dx)dm)}dx—&—Cg
—/{exp(/?dm) (Cl +/u6’exp(/%dx)dx+ ugjgcexp(/?dx)dx>}dx+02
z/exp(—/%dx) (Cl—l—uf)exp(/%dx)>dx+02
zcl/exp(—/%dx)dx+/u6dx—|—02
:uo—l—Cl/exp(—/%dx)dx—&-Cg.

Nous avons donc obtenu pour la solution de I’équation (3.23) la fonction

(3.28) uy = ug + Cy /exp(— /(g(a:)/f(x)) da:) dz + Cy,

ou Cy,Cy — Ctes réelles arbit. En mettant maintenant les fonctions (3.27) et (3.28)
dans I’équation (3.23), nous obtenous I’équation

i Fo)ul + gl .
ug + Cy [exp[— [(9(x)/f(x)) dz] dz + Cs

Sa solution particuliere est la fonction (3.28). C’est la plus forte généralisation de
'équation (3.19), parce que la fonction ug peut étre totalement arbit. uy € C%.
Si C2 + C% > 0, la fonction (3.20) n’est pas la solution particuliere de I'équation
(3.23%). Si C; = Cy = 0 pour la fonction (3.20), nous obtenons I’équation

fz) = zg(x)

z2Inzx

(3.23%) flx)u” + g(x)u

(3.23") f@)u” + g(a)u’ + u=0,

pour laquelle la fonction (3.20) est sa solution particuliere. Nous avons obtenu les
trois équations (3.21"), (3.22') et (3.23'), qui possedent la méme généralité et 1'une
qui est la plus générale et pour laquelle sa solution particuliere est connue.
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4. Présentation symbolique de méthode de l’intégrale particuliere
pour I’équation linéaire du troisieme ordre. La méthode de l'intégrale par-
ticuliere pour I’équation (0.3) consiste & ’hypotheése de connaissance ses deux solu-
tions particulieres u; et ug linéairement indépendantes, & profiter d’équations (0.3%),
desquelles — d’apres la connaissance des solutions uq et us — résulte l'existence des

fonctions continues oy et 5; (i = 1,...,7) définies par les égalités
(4.1) Lgifl(ul) = et Lgi(ul) = &y,
(4.2) Lai—1(u2) = B; et Lai(uz) = By

a trouver les opérateurs inverses Lgil_l, L;il par rapport aux opérateurs Lo;_1, Loj;
a l'introduction des systemes de conditions de I'intégrabilité effective en forme

(4.3) Loi (L3t 1 () = o,
(4.4) Loi(Lyit 1 (81) = Bi;
ou en forme

(4.3") Loy (Lg_il (ai)) = ay,
(4.4") Loi—1 (L3 (8) = Bi

out Ly;' 1 (c;) = ur, Ly;" 1(8;) = ua designent les solutions symboliques de premiere

couple d’égalités (4.1), (4.2); et Ly,"(a;) = u1, Ly;'(B;) = uo designent les solutions
symboliques de la deuxiéme couple d’égalités (4.1), (4.2) (i =1,...,7). Des condi-
tions (4.3) et (4.4) ou (4.3') et (4.4"), on détermine — si cela est possible — les classes
effectivement intégrables de 1’équation (0.3) — c.-a-d. les telles classes pour lesquelles
les fonctions

(4.5) up = Loty (o),
(4.6) uz = Ly (B;)
simultanément, ou respectivement les fonctions
(45/) Uy = L;,Ll (ai),
(4.6") uy = Ly, (i)

sont leurs solutions particulieres. Evidemment, en vetru des définitions d’opérateurs
L; (j =1,...,14) (cf. les formules (1.3)), on ne peut pas obtenir pour chaque
opérateur L; son opérateur inverse Lj_l.

Remarquons donc, que d’apres les identités (4.1) et (4.2), et les formules (1.3)
— les opérateurs L;il_l sont effectivement déterminables pour i = 1,...,6, mais les
opérateurs L;il seulement en cas si ¢ = 5. De la résulte que de conditions (4.3) et
(4.4), on peut obtenir six conditions nécessaires et suffisantes d’intégrabilité effective
de l’équation (0.3) — non symboliques; et du systéme (4.3") et (4.4") seulement 'une
telle condition. Cependant nous remarquons, qu’on peut construire de plus les telles
conditions en introduisant les conditions mixtes:

(4.7) Loi (L3, (as)) = i,
(4.8) Loi(Lyt 1 (Bs)) = Bi
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oui#s,i=1,...,6 et s=1,...,6. En les résolvant on peut obtenir beaucoup de
sous-classes de ’équation (0.3) effectivement intégrables. Nous ne nous occupons de
tels critéres dans ce travail en se concentrant sur les criteres (4.3) et (4.4), (4.3') et
(4.4").

Pour la meilleure lisibilité de ce travail et la détermination des hypotheses les
plus faibles, et pour faire de choix des critéres profitables, nous présenterons toutes
les conditions (4.3) et (4.4), (4.3') et (4.4') en formes développées. Nous avons
succéssivement:

La premiere série:

izugyzr)jtlllieses: pops # 0, w(uy,uz) # 0, wh,(u1,uz) # 0, wuy,uy) #0,

critere symbolique critere développé

(4.31) Ly(LiM (o)) = on, —pruy — pauy — paur = ay,
(H)

(4.41) Lo(L7H(By)) = B —p1uy — Paty — p3tgy = P

les solutions:

(4.99) up = ///(011/100)6&”37
(4.9 w = [[[Gasm)as®

pour ¢ = 2:

les hypotheses: pop1ps # 0, w(ug,uz) # 0, wl (u],us) # 0, 17'1}' :,23, £0,

critéere symbolique critere développé

(4.39) Li(L3 ' (a2)) = ag, —pou’ — pau — paur = az,
@

(4.42) Li(L3"(B2)) = Ba; —pouy — Patiy — 3ty = (o

les solutions:

(4.99) uy = //(az/pl) da?,

(4.99 ur = [ [ (Gafpr) ds*
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pour ¢ = 3:

les hypotheses: popaps # 0, w(uy,uz) # 0, w(uy,uy) # 0, ;‘,1}/ :,j, £0,

critére symbolique critere développé

(4.33) Le (L' (a3)) = a3, —pouy’ — pruf — pauy = as,
(J)

(4.43) Le(L5"(B3)) = Bs; —pouy’ — pruy — psuy = fa;

les solutions:
(4.93) i /(oz;;/pg)dx,
(4.99 uz = [(Bafpe) da

pour ¢ = 4:
les hypothéses: DPops 7é 07 w(ulau2) 7é Ov U}(’U/l,u/2> 7é 07 w<u,1/7 u12/> 7é 07 ;?/ :’j/ 7é 07
critére symbolique critere développé
(4.34) Ls (L7 (o)) = au, —pouy” — pruf — paui = oy,
(K)
(4.44) Ls(L7(B1)) = Bu; —pouy — pruy — pousy = Bu;

les solutions:

(4.94) ur = au/ps,

(4.9%) uz = f41/ps;

pour ¢ = 5:

les hypotheses: pops # 0, w(uq,us) # 0,

critere symbolique critere développé
(4.35) Lio(Lg (as5)) = as, —pau| — p3u; = as,

(4.45) Lio(Lg *(B5)) = Bs; —pauly — 3ty = Os;
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les solutions:

(4.95)

up = //eXP / (p1/po)dz) [/(Oés/po) GXP(/(pl/po)dﬂﬁ)dﬂ? + K} dz® + Crx + Ca,

u2. = //eXp(—/(pl/po)dm) [/ (B5/po) GXP(/(pl/po)d:v)dw + K*} da? + Cz + Cs;

pour i = 6:

les hypotheses: pop1ps # 0, w(ui,us) # 0, u/}/ u/% # 0,

critere symbolique crltere développé

(4.36) Lo (L1_11(046)) = O, —pouy’ — pau1 = ag,
(M)

(4.4¢) Lz (L1} (Bs)) = Be; —pouy — patz = [;

les solutions:
(4.9)

"y — /exp(_/(pg/pg dz) U(%/pl) exp(/(pQ/pl) dr)dr + K] dz + O,

(4.99)
uy = /eXP(—/(Pz/p1) dx) [/(56/171) eXP(/(Pz/pl) da:)dac + K*] dz + CT;

La deuxieémeme série:

pour ¢ = 5:

les hypotheses: popaps # 0, w(uy,u2) # 0, w(uy,ul) # 0,

critere symbolique critere développé

(43{5) Lg (Ll() (015)) = Qs, pou'l" +p1U/1/ = Qs5,
(N)

(4.47) Lo(Lig (Bs)) = Bs; pouy + pruy = Ps;

les solutions:

49 w=co(- [u/m)d [ - [(as/men( <p3/p2>dx>d4,
(-]

ps/p2) d [ /(ﬁ5/p2)exp(/(p3/p2) dx) da,}.

(4.95) Uz = exp
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De chaque critere (H)—(K) on peut obtenir trois équations en forme (0.3) et
de critéres (L)—(N) de chaque seulement une telle équation. Généralement de ces
critéres on peut obtenir quinze équations en forme (0.3) pour lesquelles leurs so-
lutions particulieres sont déterminées ci-dessus. Les conditions citées ci-dessus a
lexception de la condition (H) (cf. [9], p. 749) n’étaient pas en aucun lieu publiées.
Parce que cette condition est satisfaite & cause des plus faibles hypotheses: w(uy, us) #
0 et pops # 0 et uy et uy € C%, donc nous la profiterons dans les considérations qui
suivrent. En résolvant le systéme (H) par rapport au couple (po, p3), nous obtenons
I’équation

/ /
VU — 2Uq ZU7 — VU
u/ 1 2

(4.104) po(@)u” +pr(z)u” + u=0,

w
o: w = w(uy,uz) = uuy — vjus, v = ag + pruf, z = B1 + pruf. Ses solutions
particulieres, d’apres (4.5) et (4.6) pour ¢ = 1 et les rélations (4.1) et (4.2), et le
premier systéme de formules (1.3), sont les fonctions

(4.99) U1 —/// ai(z)/po(x ) ,
(4.99 w = [[[ Gi@)/mi) ds,

(cf. aussi ci-dessus — les mémes numéros).

Nous remarquons encore, que le systeme (4.31) et (4.4;) (cf. aussi (H)), on peut
résoudre par rapport aux couples (p1,ps) et (p1,p2). Cela permet d’obtenir les
équations suivantes:

kug —lu uf — kuf
(4.105) po(z)u’” + %u" + po(z)u + —+—2u =0,

!
x wiE

N

/
. ! / / _ " 1 _ li _ /.
ol: w;, = (u1u2 — u1u2)$ = uguy — ujug, k= a1 + paui, I = B1 + paus;

/ /
o, MU — NUY nul mu2

(4.103) po(x)u

u 4+ p3(r)u=0
wlu ) gy TP
ow: w(uf,uh) = vwjulf —ufub, m = oy + psur, n = G + paus.
Il est évident que pour I’équation (4.109) il faut admettre de plus: w/, (uy,us) # 0, et
pour 'équation (4.103): w(u},u)) # 0. Leurs solutions particulieres sont les mémes
comme pour I’équation (4.101) (cf. (4.91), (4.99)).

Remarquons encore que les mémes hypothéses comme pour obtenir 1’équation
(4.107) possede le critere (L). De ce critére on peut obtenir seulement 'une équation

" ( ) " + QsUg — ﬂE)ul / 551‘/1 — ()45“/2

po(z)u”" + p1 u' + u =0,
w w

ol: w — comme ci-dessus. Ses solutions particulieres (4.95) et (4.97) sont trop
compliquées. Ce critere ne donne pas la possibilité de construire les équations
analogiques aux équations (4.10) et (4.103). C’est pourquoi nous prendrons dans les
considérations qui suivront le critere (H) duquel résulte I’équation (4.104).
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THEOREME 4.1 Soient u; et us deux solutions particulieres linéairement
indépendantes de ’équation donnée en forme (0.3), dont les coefficients satisfont aux
hypOthéSGS: Pz(x) € CX, = 07 ]-7 23 3; po(l’)pg(fﬂ) 7& 07 'UJ(Ul,’LLQ) 7é Oa w;(ulau2) 7& Oa
w(uf,ub) # 0 sur X, alors: A) one peut la construire au moins d’un des critéres

" /
—P1uy — p2Uy; — P3ul = A,

(H)
—p1uy — pauh — p3u = Pr;

(critere symbol. (4.31) et (4.41)),

ou

/
—p2uy — p3ul = Qs,

; (critere symbol. (4.35) et (4.45)),
—Pauy — paty = F5;

(L)
en trouvant les fonctions correspondantes «; et 3; ou i =: 1,5 et choisissant les Ctes
arbitraires (si cela est nécessaire); B) on peut construire au moins une équation
différentielle en forme (0.3) plus générale de I’équation donnée et possédant les
mémes deux solutions particulieres que 1’équation donnée ou les solutions partic-
ulieres uj, us correspondant a ’équation généralisée.

REMARQUE 4.2 Les fonctions «; et 3; pour ¢ =: 1,5 sont déterminées par les
rélations (4.1) et (4.2) de ce travail et d’apres les hypotheéses citées dans le Th.
4.1 toutes sont continues. D’ici résulte que les criteres (H) et (L) et les solutions
particulieres: (4.97), (4.93), (4.95) et (4.9%) sont bien déterminées.

REMARQUE 4.3 Les criteres cités dans le Th. 4.1 ce sont les critéres qui sont satis-
faits & condition que les plus faibles hypotheses aient lieu. Il est évident qu’on peut
profiter d’autres critéres donnés dans ce travail (I-K, M, N), mais leurs hypotheéses
sont plus fortes et par ce fait bornent I’ensemble d’équations qu’on peut généraliser
p. ex.: p1 #0, pa # 0, uyul’ — uf'us # 0 ete. (cf. p. 273-275 de ce travail).

REMARQUE 4.4 Les équations (4.107), (4.109), (4.103) citées ci-dessus permettent de
construire les trois généralisations de 1’équation donnée (0.3) pour laquelle au moins
deux solutions particulieres sont connues.

COROLLAIRE 4.5 Toutes les équations effectivement intégrables en forme (0.3) (pour
chacune de ces équations au moins deux ses solutions particulieres linéairement
indépendantes sont connues) comprises dans [4, 5, 14], ainsi que données dans des
travaux originaux, on peut obtenir de I’équation (4.104).

COROLLAIRE 4.6 Pour chaque équation en forme (0.3) effectivement intégrable
présentée dans [4, 5, 14], on peut trouver I’équation de méme forme — plus générale
de léquation donnée et aussi effectivement intégrable; et pour les équations (0.3)
comprises dans les postérieurs travaux originaux que les monographies [4, 5, 14], on
peut trouver I’équation qui possede la généralité non moindre que les équations la
citées et aussi effectivement intégrable.
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DEMONSTRATION du Th. 4.1. Ecrivons I'équation (4.10;) en forme

*, % *, %/

*, % *, % /!
VUy — 2 U Z U —UvU
2 lul+ 1 2

(4.101) Py(x)u" + Py(z)u” + u =0,

w* w*

*

= a1+ Pluf/, z* =+ P1u§'7 et ses deux solutions
particuliéres linéairement indépendantes ont les formes

(4.90) ui = [[[tw@yrow) s
(497 u = [[[ria)/puw) ds.

N !/ /
ol: w* = ujuy — uj uj, v

Nous traiterons 1’équation (0.3) comme I’équation donnée pour laquelle ses deux
solutions particulieres u; et uy linéairement indépendantes sont connues. D’abord
nous démontrerons qu’on peut obtenir I’équation (0.3) de I'équation (4.101) et de
solutions (4.91), (4.9%7), les solutions u; et uy. D’apres les hypothéses admises les
identités citées ci-dessous sont satisfaites pour tout = € X:

po(@)uy’ + pr(x)uy + pa(z)uy + ps(x)ur = 0,
"

411
ey po(x)uy’ + pr(x)uy + pa(w)uy + ps(x)uz = 0.

En égalant la solution uj avec uy, et ub avec us — apres leurs différentation trois fois,
nous obtenons les identités

(4.12) ai(x) = Py(x)ul’, B1(z) = Po(z)uy'.

En mettant les expressions (4.12) dans les solutions (4.91) et (4.97), et intégrant
trois fois, nous obtenons les solutions généralisées en formes

(4.91) uj = w1 + p(x), uy = ug + q(x),

ol: p(z) = 1C12% + Coz + Cs, q(2) = 1 K12% + Koz + K3, ot C; et K; — Ctes réelles
arbit. Il est évident, qu’on peut choisir les constantes C; et K; de telle maniere

qu’on obtient les deux suites finies d’égalités:
* *! __ */ x/M__
U1 =Uu u =U u =1U u = Uq ;
1 1, 1 1s 1 1 1 1
(4.13)

* *! __ ®M x/__
Uy = U2, Uy = Ug, Uy = Ug, Uy = Ug -

En posant maintenant les égalités (4.12) et (4.13) dans ’équation (4.101), et dans
les symboles w*, v*, z*, nous obtenons I’équation

/ /
VU — ZUQ zuy — vu
Ul+ 1 2u:O,

4.14 P, "4 P !
(414) ()" + Py + 2 -

o: w = uyuh — uhug, v = Poul’ + Piuy, z = Pyul)’ + Pyud).
On démontre facilement que les fonctions u; et us sont ses solutions particulieres.
Remarquons que 1’équation (4.14) on peut transformer en 1’équation

(4.15) Po(z)u" + Py(z)u” + Py(x)u’ + Ps(z)u = 0,
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dont les coefficients P, et P3 ont les formes

R (P~ Polpr /o)) (uifus — wrn) + Polpa/po),
Ps(z) = %(Pl - Po(pl/po)) (uhuy — ufuy) + Po(ps/po)-

Nous remarquons, que les coefficients P, et P3 sont construits de deux coefficients Py
et P; arbitraires de ’équation (4.15), et de tous les coefficients de I’équation donnée
(0.3) et ses solutions particulieres u; et us pour lesquelles w(z) # 0. L’équation
(4.15) est évidemment 1'une généralisation de 1’équation donnée (0.3), qu’on obtient
en posant Py(x) = po(x), Pi(z) = p1(x). Parce que nous connaissons deux ses solu-
tions particulieres linéairement intépendantes, alors elle est effectivement intégrable
(cf. la formule (0.7)). Cela acheve la démonstration de partie A) et la premiere
partie du fragment B) de la these.

Pour démontrer ce deuxieme fragment, nous remarquons, que nous avons déja
construit les solutions plus générales que les solutions u; et ug en formes (4.97).
Admettons que ces solutions ne se réduisent pas simultanément aux solutions u; et
uy (pour cela il suffit que soit 327, C? + K? > 0), et que ces solutions u} et u} sont

linéairement indépendantes. Alors, d’apres (4.12), (4.11) et le fait que: uj” = u}’,
u3”"" = uf’, on peut transformer 'équation (4.101) en 'équation
(4.15) Py(z)u"" + Pr(x)u” + Py(z)u' + Ps(z)u =0,

dont les coefficients P, et P3 ont les formes suivantes:

1
Py(z) = pry {(Po/po) [prwr + paws + psws] + P1w4} ,

(4.16') X
P3(z) = o {(Po/po) [prws + pawe + pswr] — les} ,
ol: PO 7é 07 Do 7& 07
w* #0,
* k! */ %

* __
W= Uy — Uy Uy,

x, 1 1, % 1", x/ x/ 1

wy = ujuy — ujul, ws = ufuy —uiuy,
we = uiuhy — ujul, we = ujul — utul,
w3 = ujus — uuy, wy = ulu;/ — u’l"IUQ,
wy = ut"uy — uiug”, wg = ui"uy — utus”.

Ses solutions particulieres sont les fonctions (4.91'), alors I'équation (4.15") est ef-
fectivement intégrable. Si ses solutions particulieres uj et uj prennent les formes:
uj = uy, ui = ug les coefficients (4.16') se réduisent aux coefficients (4.16), si non
— I’équation (4.15") est une l'autre généralisation de I’équation donnée (0.3). La
démonstration est finie. Cette procédure de démonstration on peut reproduire en
profitant des équations (4.104) et (4.103). n
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Grace aux généralisations en formes (4.15) et (4.15"), on peut construire les
généralisations effectivement intégrables des équations (0.3): & coefficients con-
stantes, I’équation de Euler du troisieme ordre et beaucoup d’autres.

EXEMPLE 4.7 Dans [12], p. 350, on trouve I’équation

(4.17) u” — (3/x)” + (6/x*)u’ — (6/x)u = 0, z #0.

Ses solutions particulieres linéairement indépendantes ont les formes: z, z2, 3.

Admettant comme les solutions particulieres connues u; = x, us = x2, et profitant
des formules (4.16), nous obtenons les coefficients Py et P3 en forme

Py(z) = =2(Py(z)/x), Ps(z) = 2(Pi(z)/2?).
La généralisation de ’équation (4.17) d’apres (4.15) a donc la forme
(4.17% Py(z)u" + Pi(2)u” — 2(Pr(z)/z)u + 2(Pi(z)/2%)u = 0.

Sa troisieme solution linéairement indépendante, d’apres la formule de Liouville (cf.
la derniére expression en (0.7)) a la forme

s = @ / { / v esxp( - / (Pi(x)/ Po(z)) de) dx} da,

et en conséquence sa solution générale prend la forme

u= Kz + Ks2? + Kz / [ / z=3 exp(_ / (Py(z)/Po(z)) da;) dx} de.

Il est évident que ’équation (4.17*) est la généralisation effectivement intégrable
de I’équation (4.17). Nous remarquons encore, que pour obtenir les généralisations
de I'équation (4.17) plus forte que la généralisation (4.17%), il faut appliquer dans
I’équation (4.15) les formules (4.16").

5. Remarques finales. L’application de méthode de I'intégrale particuliere —
comme nous avons cela remarqué dans I'introduction — est possible aussi & I’équation
(0.4).

Supposant connu I'un systeme de n — 1 solutions particulieres

(51) ULy o oy Unp—1

de I’équation (0.4), pour lequel son wronskien w(uq,...,u,—1) # 0 et profitant p.
ex. des opérateurs (1.4), d’aprés I’équation (0.4*), nous obtenons les systémes de
conditions

(5.2) Ly p(ui) = g et LE () = ag,;

pour chaque fixé k =0,1,...,net ¢ =1,...,n — 1. Pour les opérateurs L,ﬁ’nik, on

. . . . . -1
peut toujours déterminer les opérateurs inverses Ly , , pour chaque k. Cela permet
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exprimer les solutions u; par I'un des coefficients p; et la fonction correspondante
oy Fixons donc k. Remarquons que le cas, si k = 0, est tres commode pour
Iinterprétation. Nous avons

(53) Lé,n(ui) = Q0,5 et Lg,n(ui) = 0,5, (Z = 1, e — 1)

De la premiere de ces égalités, on obtient

(5.4) wi = L, (a0,) = / / (aoyi(w)/po(x)> da.

La deuxieme égalité (5.3), d’apres Popérateur Lg ,, (cf. (1.4)), en forme développée
donne le systeme

(55) 7p1ul(7l—1) . p2u7(;7l—2) — = Ppls = Qg (,L — 1, N 1)7

d’out résulte évidemment le systeme

(56) p2ul(n—2) +p3ul(,"—3) + .- +p71u1 — (Olo,z‘ +p1u§n,—1)) .

Nous remarquons que son déterminant principal c’est le wronskien de systeme (5.1)
qui par ’hypothese est différent de zéro. On peut donc résoudre le systéme (5.6) par
rapport au systeme de coefficients ps, ..., p,. Cela permet de construire I’équation
(0.4) effectivement intégrable, dont les coefficients p; (i = 2,...,n) sont exprimés
par les fonctions continues «y ;, les coefficients pg et p1, et par n — 1 ses solutions
particulieres u; (i = 1,...,n—1). En profitant d’autres formes d’opérateurs L,lcm_k,
(k=0,...,n);et L{ , 4, k=0,...,n —1; (cf. les formules (1.4) et (1.5)), on peut
créer les systemes analogiques au systeme (5.6) et par le méme, d’apres I'introduction
des hypotheses supplémentaires, on peut obtenir beaucoup de classes effectivement
intégrables de 1’équation du n-ieme ordre.

I est possible qu’en profitant de réprésentation (0.4*) et (0.4**) de I’équation
(0.4), on peut démontrer le théoreme analogique au Th. 4.1 dans le cas général. Dans
ce travail, nous avons borné la présentation de méthode de l'intégrale particuliere
en détails aux équations (0.1)—(0.3), en la signalant seulement pour ’équation (0.4),
parce que les équations (0.1)—(0.3) sont tres souvent appliquées et car cette méthode
donne les meilleurs résultats pour les équations linéaires d’inférieurs ordres.

On doit remarquer que 1’équation linéaire (0.4) & coefficients réels et constants
du quatrieme ordre est une équation toujours effectivement intégrable parce que
son équation caractéristique on peut toujours résoudre. Dans ce cas on obtient les
résultats analogiques que dans le cas de ’équation du second ordre (v. ’exemple 3.8
p. 269).

Dans ce travail les équations obtenues par la méthode de I'intégrale particuliere
en général ne sont pas citées a l'exception des cas nécessaires (v. démonstrations des
théorémes: les formuls (2.7), (2.11), (3.7), (3.12), (3.16), (3.17)). Par contre, elles
sont citées toutes pour les équations (0.1) et (0.2) dans les travaux [6, 7, 8]. Pour les
obtenir on doit profiter des équations symboliques en les résolvant par rapport aux
coefficients convenables (v. p.ex. le systeme (4.3;), (4.4;),7=1,...,6). Remarquons
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que la présentation symbolique de la méthode de l'intégrale particuliere permet
facilement obtenir les convenables systemes des étudiées équations. Ici le probleme
principal est la possibilité de trouver les opérateurs inverses aux opérateurs (1.1),
(1.2), (1.3), (1.4) et (1.5). En quelques-uns cas cela est relativement simple et dans
d’autres presque totalement impossible. La base de trouver des opérateurs inverses
constituent les équations différentielles en formes:

(5.7) pk(x)u(”*k) = ag(x), k=0,1,...,n; n—entier, n>1,

(5.8) pr(2)u™ P 4 ppy (@) uEHD) = o (2), k=0,1,...,n—1,

et aussi les simples équations algébriques dans le cas de I’équation de Riccati (0.1).
Dans ce travail, dans le cas si cela est impossible — ce fait — est clairement signifié
(v. p.ex. ce travail p. 261 et p. 265).

De plus, nous remarquons que ’élargissement des résultats obtenus pour
l’équation linéaire du second ordre (0.2) présente le travail [10] dans lequel on donne
les résultats obtenus par la transformation des résultats généraux obtenus dans
les travaux [6] et [7] pour I’équation de Riccati (0.1). Les résultats parciels pour
P’équation (0.2) sont compris aussi & ma note [11] dans laquelle on donne huit criteres
spéciaux (p1 = pe = pus = pueg = 0), lesquels satisfaites pres de 400 équations citées
dans les monographies [4, 5, 14].

Ce travail constitue le revue général et symbolique nos résultats pour les équations
(0.1), (0.2) et (0.3) dans le domaine de possibilité d’obtenir leures solutions parti-
culicres v. [6]-[9]. Dans ces travaux on cite des critéres et aussi les équations
différentielles d’eux obtenues en formes développées. La méthode de I'intégrale par-
ticuliere — ici présentée symboliquement — pour les équations (0.1), (0.2) et (0.3)
permet de trouver les classes plus générales lesquelles comprennent les centaines
équations citées dans les monographies [4, 5, 14] et aussi données dans les travaux
originaux. Des expressions symboliques on peut facilement obtenir les classes citées
dans [6]-]9]. On peut traiter les critéres obtenus dans les travaux [7, 8, 9, 10] comme
les équations différentielles, intégro-différentielles, intégralles avec les fonctions in-
connues p, Bj, a;, B; et faire d’analyse de possibilité de trouver leurs solutions
effectivement, mais cela exige de spécial travail.
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