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Zarowno fizyka, jak i geometria zmusily juz dawno matematykéw
do wprowadzenia innych poza liczbami wielko$ci. Spog§réod nich naj-
wazniejszg role graja wektory. Ale i pojecie wektora okazalo sie nie-
wystarczajace. Pojecie tensora wprowadzone w teorii sprezystosei z kon-
cem ubieglego wieku przez krystalografa W. Voigta [1] okazalo sie pozy-
teczne dla réznych celéw. Dalsze uogélnienia tego pojecia doprowadzily
do rozwinigcia rachunku tensorowego, ktéry — jak wiadomo — §wie-
cil tryumfy w teorii wzgledno$ci. Od czasu E. B. Christoffela [2] umiano
budowaé pewne wyrazenia, ktére nie byly tensorami, a jednak mialy
tre§é geometryczng, tj. niezmienniczg wzgledem przeksztatcen ukladu
wspotrzednych. Chodzito o to, azeby i tego typu pojecia zmiescié w ramach
jakiej§ ogélnej definicji. Definicja ta, ktora doprowadzila do dzisiej-
szego pojecia obiektu geometrycznego i do calej teorii zwigzanej z tym
Pojeciem, rodzila si¢ powoli, przeszta przez kilka kolejnych etapéw i mozna
zaryzykowaé zdanie, ze i dzi§ sytuacja nie jest jeszcze ustabilizowana.

Pierwszych idei dotyczacych pojecia obiektu geometrycznego dopa-
trzeé¢ sip mozna u G. Ricciego [3] (1887) oraz u F. Kleina (1909). Pierw-
8za czysto formalna definicja O. Veblena [4] (pochodzgca z 1. 1928)
powiada, ze obiekt geometryczny (Veblen nazywal go jeszcze inwarian-
tem) jest to ,obiekt abstrakeyjny, ktory ma w kazdym ukladzie wspol-
rzednych jednoznacznie okre§lony zbiér (nalezalo raczej powiedzieé
ciag, moj przypis) komponentéw, z ktérych kazdy jest funkeja wspél-
rz¢dnych i ich rézniczek”.

Termin obiekt geometryczny zostal po raz pierwszy uzyty w 1930 r.
przez J. A. Schoutena i E. R. van Kampena [5].

Termin requla przeksztatcenia (law of transformation) dla obiektu
geometrycznego zostal wprowadzony w 1932r. przez O. Veblena
I J. H. 0. Whitehead’a [6].

Autorzy ci jako pierwsi zrozumieli réwniez, ze W teorii obiektéw
geometrycznych nalezy porzucié klasyezne pojecie grupy przeksztalcen



56 - S. Gotlab

jako niewystarczajace i oprzeé sie na pojeciu ogdlniejszym, ktére nazwali
pseudogrupq. Pojecie to zostalo usdciflone w nastepnym etapie przez
J. A. Schoutena i J. Haantjesa [7] w 1936 r., a pdZniej przeze mnie
[8] w 1939 r. Jak sie okazato pdzniej, do tej teorii lepiej dostosowane
jest nie pojecie pseudogrupy, lecz pojecie grupoidu wprowadzone jesz-
cze w 1926 r. przez H. Brandta [9].

W 1934 r. A. Wundheiler [10] w swoim odeczycie wygloszonym na
konferencji geometrycznej w Moskwie podal podstawowe definicje pojeé,
ktore staty sie wlagciwym poczatkiem rozwoju teorii obiektéw geome-
tryeznych, jako ramowy program tej teorii. Wspomniana wyzej praca
Schoutena i Haantjesa, przynoszaca dalsze sprecyzowanie pojeé¢, kla-
syfikacje obiektéw oraz pierwsze wazne twierdzenia, stanowi w roz-
woju nowej teorii jeden z najwazniejszych etapow.

Oto dwie najistotniejsze definicje.

Przypuéémy dla prostoty, ze dana jest grupa ¢ (zamiast ogdlniej:
pseudogrupa) przeksztalcen (np. grupa afiniczna). Grupa G ,rodzi”
zbiér ,,dopuszezalnych” (allowable) ukladéw wspélrzednych. Jesli przez
B, oznaczymy ,praukiad”, to kazdy dopuszezalny uklad bedzie taki,
do ktorego mozna doj§é od B, za pomoca przeksztalcenia grupy G. Rozne
dopuszezalne uklady wspoélrzednyeh oznaczaé¢ bedziemy przez By, B,,...
nie przesadzajac tym oznaczeniem kwestii przeliczalnosei zbioru wszy-
stkich ukladéw dopuszczalnych.

Ustalmy teraz w rozwazanej przestrzeni punkt p. Jedli kazdemu
uktadowi B przyporzadkujemy w sposéb jednoznaczny ciag (skorniczony
lub nieskoniczony (1)) liczb

(1) . w,(B), w3(B), ...,

to powiadamy, ze w punkcie p okresliliSmy obiekt. Wyrazenia (1) nazy-
wamy skladowymi (albo wspdtrzednymi) obiektu w ukladzie B.

Widzimy ngc, 7ze pojecie obiektu jest $cifle zwiazane z grupa G.
Jezeli obiekt zostal okre§lony w kazdym punkcie p pewnego obszaru
(D) rozwazanej przestrzeni, to méwimy, ze w (D) okresliliSmy pole obiek-
tow.

Obiekt nazywa sie geometrycenym, jesli jego skladowe w;(B,) w dowol-
nym ukladzie B, dadzg si¢ obliczyé za pomocy skltadowych w;(B;) w ukla-
dzie B, oraz za pomoca przeksztalecenia 7T',,, ktére prowadzi od ukladu
B, do B,. Innymi slowy, jes§li dana jest tzw. regula transformacyjna
postaci

(2) wj(Bs) = Filwy(By)y ..y on(By); Thal, j=1,...,m,

(1) Wektor w przestrzeni Hilberta ma np. nieskonczong ilo§é skladowyech.
W dalszym ciggu rozpatrywaé bedziemy obiekty o skonczonej iloéci skladowych.
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gdzie ksztalt funkcjonaléw F; (funkecjonatéw ze wzgledu na zaleznosé
od T, co nie musi sig wyraza¢ za pomocyg parametréw liczbowych)
nie zalezy od B, i B,.

Dla uzmystowienia sobie, czym sa obiekty geometryczne wsrdd
obiektow, poshuzymy sie nastepujaca analogia.

Wezmy pod uwage funkcje f(x) jednej zmiennej rzeczywistej. Na
og6t znajac warto§é funkeji f w jakim§ punkcie x oraz przyrost h zmien-
nej niezaleznej (translacja h odpowiada w tej analogii przeksztalceniu T)
nie potrafimy jeszcze obliczyé wartoéei f(x-+ h), jeSli nie wiemy nic bliz-
szego o ksztalcie funkeji f(x). Potrafimy natomiast obliezyé f(x+-h) zna-
jac f(x) i h, jesli funkeja f jest liniowa, f(x) = ax+ b, bo woéwczas

f(@+h) = f(»)+ ah.

Obiekty geometryczne odgrywaja wiec wérod obiektéw podobng role
jak funkeje liniowe wsréd funkeji w ogdle.

Najprostszym przykladem obiektu geometrycznego (poza banal-
nymi stalymi, gdzie skladoewe nie zaleza od ukladu wspéirzednych B)
s wspotrzedne £ punktu p w ukladzie B,. Tutaj rzeczywiécie

E; = Ft(f%ﬂ ey £15 T),
albowiem po prostu jest
=Y &,..., &) (1=1,2,..,n),
gdzie uklad n funkeyj ¢' o » zmiennych niezaleznych przedstawia przej-
Scie od uktadu B, do ukladu B,.

J. A. Schouten .i J. Haantjes wyspecjalizowali sposréd obiektow
geometrycznych obiekty okreslonej klasy ¢ (¢ = 0,1,2,...), specjali-
zujae funkecjonaty F; do funkeyj w sposéb nizej przedstawionych.

Zalézmy mianowicie, ze funkcjonaly F; stajg sie funkcjami f; zalei-
nymi od m zmiennych niezaleznych (m jest iloscig skladowych obiektu)
oraz od skoneczonej iloci parametréow bedacych przedstawieniem (Darstel-
lung) transformacji T;, w rozwazanym punkcie p, a wiec od parame-
trow nastepujacych:

@iy biy Clicl...kl (h ki =1,2,...,n; 1 =1,2,...,9),
gdzie a;, b; s3 odpowiednio wspolrzednymi punktu p w ukladzie B, lub
By, a i 1 iyq ek ky
ckl...kl = (a(p /aé "'65 )p'
W regule transformacyjnej dla (skladowych) obiektéw specjalnych

(3) w;(B,) = fa‘{wl(Bl)y ooy O (B1)5 Gy onny i, byy.vvy by,

1 n n .
6y ey Cayeesnon)y 1=1,2,...,n,
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figurujg wiec liczby naturalne n, m, ¢, gdzie — przypominamy — »
oznacza wymiar przestrzeni, m ilo§é sktadowych obiektu geometrycznego,
q klase obiektu, czyli rzad najwyzszych pochodnych przeksztalcen danej
grupy @, interweniujacych w rozwazanej regule transformacyjnej.

Jesli w szezegdlnym przypadku funkeje f; nie zalezg od zmiennych
a;, b;, to méwimy, ze mamy do czynienia z obiektem czysto réiniczko-
wym. Je§li ¢ = 0, to funkeje f; nie zaleza od zmiennych c¢. Obiekty klasy
zero (rozwazane dotychezas przeze mnie i H. Pidek-Lopuszanska)
znalazly niespodziewanie zastosowanie w teorii reakeji lanicuchowych [11].

Najwazniejsze (jesli idzie o zastosowania) obiekty geometryczne
specjalne, to obiekty klasy pierwszej, a nastepnie klasy drugiej.

Funkcje f; nie moga byé dowolnie zadane, jes§li rownania (3) majg
definiowaé regule transformacyjnag dla jakiego§ obiektu geometryez-
nego. .
Oznaczajac mianowicie krétko za pomoea jednej litery o zespol
zmiennych w;, przez T transformacje prowadzaca od ukladu B; do
ukladu By, je§i B;, B,, B, oznaczajg trzy dowolne dopuszezalne uklady
wspoélrzednych, mamy

wy = f(wg, T'1,),
(4) w3 = f(wyy Tas)y
w3 = f(wy, T),

skad
(5) f(wyy Tyg) = f(wyy T1s).

Wistawiajae pierwsze z réwnan (4) do (5) otrzymujemy
f{f(wn T12), Tza} = f(wy, Tss).

T13 = T23T12v

Ale jest

a wiee musi byé speliony zwiazek (piszemy krécej o zamiast w,,
T, zamiast Ty, i T, zamiast Ty3):

(6) e, T)), 'Tz} = f(o, T:T)),

ktéry ma zachodzié identycznie dla kazdego o oraz dla kazdych dwéch
transformacji (pseudo) grupy G. Funkeje f; muszg wige spehiaé uklad
réwnan funkeyjnych iterowanych o symbolicznej postaci (6), a ktérych
forme wyrazng trzeba dla kazdego konkretnego przypadku indywidu-
alnie rozpisad.

Zagadnienie klasyfikacji obiektéw geometrycznych specjalnych pole-
gaé bedzie po pierwsze na tym, azeby dla danych n, m, ¢ wyznaczyé
wszysthie obiekty lub wszystkie typy obiektéw, zaliczajac do jednego
typu te, dla ktorych regula transformacyjna jest ta sama. Tak np. wek-
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tory kowariantne (dla ktérych jest m = n, ¢ = 1) bedg tworzyly jeden
typ. Po wtdre, zeby stworzyé pojecie podobienstwa dla dwu réznych
obiektow (lub réznych typdéw), albowiem okazuje sie, ze dwa obiekty
o réznych regulach transformacyjnych moga okre§la¢ to samo pojecie
geometryczne.

Zagadnienie klasyfikacji obiektéw geometrycznych nie jest dotad
w calej ogédlnogei (tj. dla dowolnych =, m, ¢) rozwigzane.

Pierwsza czeéé zagadnienia prowadzi do réwnan lub ukladéw réw-
nan funkeyjnych iterowanych, ktore nie sg latwe do rozwigzania. Wpraw-
dzie z ré6wnaniami tego typu miala do czynienia teoria grup przeksztal-
cen ciggltych stworzona przez S. Liego, ale trzeba pamietaé o tym, ze
rozwigzania tych réwnain zaleza od zalozen dotyezgcych regularno$ci
poszukiwanych rozwigzani. Przy metodach klasyeznych zaklada sie
z reguly analitycznosé i to zalozenie robi wiekszo§é autoréw (P. Medo-
laghi [12], E. Cartan [13], V. V. Wagner [14], G. Pensow [15], A. Nijen-
huis [16], K. Yano [17], 1. Tashiro [18]). Zalozenie to moze powodowad,
i w niektérych przypadkach powoduje, wykluczenie pewnych rozwia-
zan mniej regularnych.

Dla przykladu rozpatrzmy przypadek n =1, m =1, ¢ = 1 i ponadto
zat6zmy, ze mamy do czynienia z obiektem czysto rézniczkowym. W prze-
strzeni jednowymiarowej poszukujemy wiec obiektéw pierwszej klasy
o jednej skladowej. Regula transformacyjna okre§lona jest w tym przy-
padku za pomocg jednej funkeji dwu zmiennych niezaleznych, ktora
musi spelniaé réwnanie funkcyjne

(7) flf (2, ), Bl = f(®, a. p)
dla wszelkich a, 8 # 0 oraz warunek dodatkowy
(8) flz, 1) = .

Réwnanie powyzsze ma nieskoriczenie wiele rozwigzan, ktérych nie da
sie ,podaé” za pomocy ,rozsgdnyeh” wzoréw analitycznych, jesli o funk-
¢ji f nie poczynimy zadnych zatozen regularno$ci. Réwnanie (7) dopusz-
cza rozwigzania niemierzalne, mierzalne ale nieciagle, ciggle ale nie-
rézniczkowalne. Dopiero zalozenie rézniczkowalnosei prowadzi do ,roz-
sadnej” klasyfikacji tych rozwigzan (patrz [19]). Wéréd rozwigzan waz-
nych dla teorii sa np. rozwigzania postaci

f(z, @) = x]al,

ktére dla « = 0 s3 nierézniczkowalne i ktérych oczywiscie nie mozna
otrzymaé¢ przy zalozeniu analitycznodei szukanej funkeji.

Co sie tyczy roli, jaka przy rozwiazywaniu réwnan funkeyjnych
teorii obiekt6w geometrycznych gra zalozenie regularnosei poszukiwa-
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nego rozwigzania, wskaze jeszcze na nastepujacy interesujacy przy-
klad.

Zalézmy, ze szukamy obiektéw czysto rézniczkowych, dla ktorych
n = m = 1. Mozna wykazaé, ze dla ¢ > 4 nie istniejg tego rodzaju obiekty
geometryczne. Jezeli zalozyé analityczno§é szukanej funkeji f (ktora
w tym przypadku jest funkeja ¢--1 zmiennych niezaleznych), to twier-
dzenie to staje si¢ wnioskiem z pewnego twierdzenia Liego, mdowigcego,
ze dla jednej zmiennej nie istnieje grupa skonczona o wigkszej ilo§ei
istotnych parametréw niz 3. Przy slabych zalozeniach regularnosci twier-
dzenie to przestaje juz byé wnioskiem ze wspomnianego twierdzenia
Liego (metoda dowodu Liego nie funkejonuje przy zalozeniach stabszych
niz analitycznogé).

Na to, ze zalozenia twierdzenia Liego nie dadzg sie¢ ostabié, podat
kontrprzyklad T. Wazewski [20]. Skonstruowal on mianowicie dla jed-
nej zmiennej grupe 4-czesciowsy (parametrows)

Z = [(®; D1y P2y P35> Pa)

o czterech istotnyech parametrach, przy czym funkeja f jest klasy O
(nieograniczenie rézniczkowalna).

Wracajac do wspomnianego wyzej twierdzenia o nieistnieniu obiek-
tow wyzszej klasy niz trzeciej, wykazalem [21] to twierdzenie przy zalo-
zeniu, ze funkeja f nalezy do klasy C'. Ostatnio J. Aczélowi [22] udato
sie znacznie oslabié zalozenia tego twierdzenia, zakladajac jedynie cia-
glosé i to wzgledem nie wszystkich zmiennych.

Jedli chodzi o drugg czesé problemu, to istnieje kilka definieji podo-
bienstwa czy réwnowaznosci dwoch obiektéw geometryeznych. Zadna
z nich — zdaniem J. Haantjesa — nie jest w peini zadowalajaca i sprawa
ta jest nadal otwarta.

W 1952 r. teoria obiektéw geometrycznych doczekala sig nowego
przedstawienia, a wladciwie nowego ufundowania ze strony A. Nijen-
huisa [16]. .

Autor w swej pracy doktorskiej wykorzystal pewne pojecie —
o czym juz wyzej bylo wspomniane — wprowadzone jeszcze w 1926 r.
przez H. Brandta [9], a mianowicie pojecie grupoidu, bedace uogdlnie-
niem klasycznego pojecia grupy. Uogdlnienie polega przede wszystkim
na tym, ze po pierwsze nie kazde dwa elementy podstawowego zbioru
daja sie skladaé, po drugie zaklada si¢ ostabione prawo Ilgcznogei

{ab)e = a(be).

Oslabienie polega na tym, ze o ile dwa (nie kazde) z czterech zlozen,
jakie figuruja w sformulowaniu powyzszego zwiazku, istnieja, to istnieja
pozostate dwa oraz wyniki obu stron sa jednakowe.



Zagadnienia teorii obiektéw geometrycznych 61

. Wreszeie po trzecie nie zaklada sie jednoznaczno$ci modulu dzia-
lania.

To pojecie grupoidu jest podstawowym w nowej teorii obiektow
geometrycznych.

Zamiast transformacji, ktorych zbiér tworzy pseudogrupe, Nijenhuis
rozwaza tzw. elementy transformacyjne, ktérych zbiér (i odpowiednia re-
gula skladania) bedzie tworzyl grupoid.

W analityeznej przestrzeni n-wymiarowej 2,, ktérej elementami
89 ciagi zlozone z n liczb, okre§la Nijenhuis element transformacyjny
jako pare zlozong z punktu e przestrzeni 2, oraz analitycznej i lokal-
nie odwracalnej transformacji n-wymiarowej okre§lonej w otoczeniu
punktu @. Poniewaz punkt a jest okre§lony za pomocg ciggu n liezb o',
a transformacja za pomocg n funkeji f4 zmiennych niezaleznych &
(zmiennych niezaleznych dla prostoty nie wypisujemy, a wskaznik a
ma przypominaé, ze funkeje fi sa okreslone W otoczeniu punktu a),
wiee ,element transformacyjny” zapiszemy symbolicznie jako (a®, fi).

Rozwijajae funkeje f na szereg Taylora otrzymamy charakteryzacje
elementu transformacyjnege za pomoca nieskonczonego ciggu liczb:

i i i i e i alffz
a'y b= (fa)as O = @aw--y%...kl: mﬁ g

Definiujgc skladanie dwéch elementéw transformacyjnych (nie zaw-
sze wykonalne, bo musi byé spelniony warunek, azeby element b° dla
spary wewnetrznej” zlewal sie z elementem o’ dla ,pary zewnetrznej”)
otrzymujemy zbiér, ktéry okazuje si¢ grupoidem w sensie Brandta.

Autor dowodzi zasadniczego twierdzenia, ze grupoid ten — oznaczmy
go I, — jest kartezjanskim iloczynem pewnego bardzo prostego gru-
poidu y, (bedacego minimalnym podgrupoidem o identycznych modu-
tach) oraz pewnej grupy (w sensie klasyeznym) &,, przy czym zaréwno
Yy jak 1 B, s3 jednoznacznie wyznaczone przez I,.

Nastepnym podstawowym dla teorii Nijenhuisa pojeciem jest poje-
cie reprezentacji pojete szerzej anizeli w klasyeznej teorii grup. Jest to
Po prostu homomorfizm w obrebie grupoidow. Jezeli mamy dane dwa gru-
poidy I' i I oraz jednoznaczne przyporzgdkowanie kazdemu elemen-
towi ael’ elementu a’el”, przy czym odwzorowanie to ma te wlasnosé,
ze jefli abel' i jesli a'd’ eI, wtedy

(ab) = a’b’,
wowezas méwimy, ze grupoid I jest reprezentacja grupoidu I

Zatozmy teraz, ze dany jest zbiér elementéw 2 bedacych ciggami
m liezb:

Q = {og,y ..., 0y}
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i ze zbidr ten tworzy (przy ustaleniu pewnego dziatania na jego elemen-
tach) grupoid I". Jedli grupoid I" jest reprezentacja grupoidu podsta-
wowego I',, wowezas moéwimy, ze w przestrzeni X, dany jest obiekt
geometryczny (£2) o m skladowych. Jego skladowe s3 w kazdym dopusz-
czalnym ukladzie wspoéhrzednych jednoznacznie okreslone. Skladowe
te zalezg od wybranego punktu p przestrzeni. Jefli B, jest jakim§ wyréz-
nionym ukladem wspélrzednych, o’ oznaczaja wspélrzedne punktu p
w ukladzie B,, a B jest ukladem wspélrzednych otrzymanym z B, za
pomoca elementu transformacyjnego (&, f,), wowezas skladowymi obiektu
w ukladzie B jest ten ciag (£2), ktéry w grupoidzie I jest jednoznacznie
przyporzagdkowany elementowi (a,f,) w grupoidzie I5,. Element ()
widocznie nie zalezy od wyboru ukladu B,.

Korzyécia powyzszej definicji obiektu geometrycznego jest ten
fakt, ze obiekt staje sie reprezentacja grupoidu podstawowego I7,.

Grupoid podstawowy mozemy zacie§niaé¢ do podgrupoidow. Wow-
czas obiekt geometryczny I” bedacy grupoidem (reprezentacjg grupo-
idu I,) ulega réwniez zacie$nienin do podgrupoidu, a wige oczywiscie
zmienia gi¢ w stosunku do pierwotnego.

‘A wiee np. je§li grupoid y, zaciesnimy do transformaecji identyez-
nych (tj. 7% = &), otrzymamy obiekty czysto rézniczkowe.

Jednym z waznych probleméw teorii obiektéw geometrycznych
jest rozstrzygniecie, kiedy dany obiekt jest obiektem geometrycznym.
Problem ten nie jest w zupelodei rozwigzany. Bardzo wazne jest tu
twierdzenie (Schoutena i Haantjesa [7]) o mozliwo§ei uzupelienia kaz-
dego obiektu (przez dodanie odpowiedniej ilosci skladowych) do obiektu
geometrycznego. Zilustrujemy to twierdzenie na nastepujgcym przy-
kladzie.

Niech bedzie dane w przestrzeni X, pole skalarne ¢. Jak wiadomo,
cigg liczb

w; = 00/08  (i=1,2,...,n)

przedstawia obiekt geometryczny (tzw. wektor kowariantny). Natomiast

ciagg (macierz) liczb '
Wi = 620/65'65’”'

nie przedstawia juz obiektu geometrycznego. Ale zesp6l liezb (wj, wi)
stanowi juz obiekt geometryczny o n?+n skladowych. Jegli zbi6r ele-
mentéw transformacyjnych zaciesnimy do takich transformacji, dla
ktorych

¢t = (9f)0&"), = const, .

to przy tak zacie§nionym grupoidzie I, liczby g stang si¢ juz obiek-
tem geometrycznym.
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Jak wspomniatem wyzej, kompletnej klasyfikacji obiektéw geome-
trycznych dotad nie ma. Tutaj podstawowg role gra ustalenie wszy-
stkich podgrup grupy G,.

Przechodze z kolei do naszkicowania problematyki tzw. algebry
obiektéw geometrycznych.

Wiadomo, ze kazda funkeja kilku skalaréw jest znowu skalarem.
Juz nie jest tak dla tzw. gestosei (tj. najprostszych po skalarach obiek-
tach o jednej skladowej, obiektach czysto rézniczkowyeh pierwszej
klagy). Dodawaé mozna tylko gestosci o tej samej wadze, podczas gdy
mnozy¢ mozna kazde dwie gestosci. Podobnie wiadomo, iz mozna doda-
wa¢ do siebie wektory kontrawariantne (zaczepione w tym samym punk-
cie) albo wektory kowariantne, ale nie mozna dodaé¢ wektora kontra-
wariantnego do wektora kowariantnego. Tre$é ostatniej wypowiedzi
jest nastepujaca. Jegli przez v oznaczymy skitadowe pewnego wektora
w okre§lonym punkcie p, przez w; skladowe pewnego wektora kowariant-
nego w tym samym punkcie, to wprawdzie wolno utworzyé ciag liczb

'Ui”}‘wi?
ale ten cigg nie bedzie przedstawial zadnego obiektu geometrycznego.

Na tle tych przykladéw wylania sie problem ogdlny, jakie ,dziala-
nia” mozna wykonywaé na dwu danych obiektach (tego samego lub
innego typu) w tym sensie, zeby wynik dziatania byl znéw obiektem
geometryecznym.

Rozwigzaniem tego problemu zajmuje sie wlagnie algebra obiektéow
geometrycznych. Jakkolwiek taka np. algebra tensoréw jest teorig powaz-
nie rozwinieta i zaawansowang, to systematyezne badania majace na celu
wyszukiwanie wszystkich mozliwych dzialan na obiektach geometrycznych
59 ledwie rozpoczete. Wyniki sg na razie osiagnigte jedynie dla obiektéow
najprostszych typéw (klagy zero, klagsy pierwszej o jednej skladowej).

Na obiektach pewnych typoéw (o pewnych regulach transforma-
cyjnych) nie mozna w ogéle wykonywaé zadnych dziatan, patrz [23]
(méwimy wtedy, ze obiekty takie nie dopuszezaja zadnej algebry).

Analiza obiektéw geometrycznych ma za naczelny problem sprawe
zdefiniowania w sposéb niezmienniczy (tj. niezalezny od. ukladu wspét-
rze¢dnyeh) pojecia pochodnej dla pdl obiektéw réznych typow.

Jakkolwiek badania w tej dziedzinie rozpoczeli jeszeze z géra pol
wieku temu G. Ricei i T. Levi-Civita, to jednak badania systematyczne
83 jeszeze dalekie do sfinalizowania. Trudno§é lezy w tym, ze pojecie
pochodnej absolutnej mozna na rézne sposoby zdefiniowaé. Mozna poszu-
kiwaé roznych ukladéw postulatéw, ktére doprowadzalyby do mozli-
wie prostych wzor6w na te pochodng wzglednie do wzoru jednoznacz-
nego dla pewnych typéw przestrzeni.
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Okazuje sie, ze przy pewnych (do$é naturalnych) postulatach nie
mozna w ogdle dla obiektéw pewnych typéw w obrebie grupoidu [,
okre§lié pojecia pochodnej absolutnej, patrz [24].

7 pojeciem pochodnej absolutnej wigze si¢ pojecie tzw. pochodnej
Liego dla pél obiektéw geometrycznych (pojecie relatywne wzgledem
danej kongruenecji krzywyech). Pojecie to wprowadzone po raz pierw-
szy dla afinoréw w 1931 r. przez W. Slebodziniskiego [25] zostalo przez
japoniskich geometr6w, wyzej wspomnianych, uogélnione dla dowol-
nych obiektéw geometrycznych i znalazlo rozliczne zastosowania zwlasz-
cza w teorii grup Liego. Japonski geometra Yano pisie w tej chwili cata
monografie poswiegcong temu pojeciu.

Przechodze teraz do ostatniego etapu rozwoju teorii obiektéw geo-
metrycznych. Teoria ta zyskala zupelnie nowy aspekt przez rozwinigcie
jej na bazie przestrzeni wléknistych, o ktérych to przestrzeniach refe-
rowal kolega A. Goetz.

Prac w tym kierunku jest zaledwie kilka. Wspomne blizej o dwdch
pracach Haantjesa i Lamana [26].

Niech n i s beda dwiema danymi liczbami naturalnymi (n oznacza
jak wyzej wymiar przestrzeni).

Wezmy pod uwage cigg n wielomianéw stopnia s o » zmiennych
&, ..., & postaci

. ey 1,
WH(E) = ;& + Z?«T“il---ﬂr 8 (i=1,...,n)
. r=2 :

o wlasnosci

|a;| # 0.

Jezeli s =1, to W'(&£) redukuja si¢ do jednorodnych form liniowych.

Tayki‘ci@g wielomianéw (okrelony jednoznacznie przez wspétezyn-
niki @}, a;,, ..., a5, 4) oznaczmy krétko jednym symbolem A.

Zbior elementéw A, jeSli skladanie zdefiniujemy jako podstawia-
nie jednych wielomianéw w drugie z odrzuceniem wyrazéw wyzszych
stopni niz s, bedzie tworzyl grupe, ktéra oznaczmy przez L.

Niech teraz X, bedzie przestrzenia topologiczng taks, ze kazdy
jej punkt ma otoczenie homeomorficzne z otwartymi zbiorami eukli-
desowej n-wymiarowej przestrzeni R,. Oznaczmy przez {V;} otwarte
pokrycie przestrzeni X,. Oznaczmy dla otoczenia V; przez y; homeomor-
fizm miedzy V; a zbiorem otwartym E;C R,.

System |V}, v} nazywa si¢ systemem rdééniczkowalnych wspdlrzed-
nych klasy r, je§li dla kazdego zeV;nV; (o ile VA V; 5 0) trans-
formacja y; lw; (@) jest transformacjg klasy " (tzn. o cigglych pochod-
nych czastkowych az do rzedu r wiacznie).
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Jezeli tylko jest r > s, to transformacja y;'y;(#) definiuje jedno-
znacznie element grupy Ly; oznaczmy ten element przez Aj(x).
Latwo wykazaé, ze jest

Ai’i (x)A’Lk(w) = Aik(x)$

jeSli tylko xe(V;nV;~n V).

Niech teraz obok X, bedzie dana przestrzen topologiczna Y i niech
G oznacza grupe transformacji dzialajaca w Y (tzn. przeksztalcaja-
cg Y w siebie), niech h(x) oznacza ciggly reprezentacje (homomorfizm)
L, w Q.

Oznaczmy przez

94 (®) = h(x) Au(w).

Wtedy istnieje wiqeka (bundle) £ z bazg X,, wiéknem Y i grupg
wioknisty G. One wraz z homomorfizmem kb okre§laja to, co sie nazywa
»fibre bundle” i co Haantjes i Laman nazywaja ,wiazks obiektéw geo-
metrycznych klasy s w przestrzeni X, i o typie A”.

Nastepnie definiuja autorowie pojecie réwnowaznogei dwu wiazek
obiektéw za pomocag homeomorfizmu dwu przestrzeni wléknistych.
Pojecia tego w artykule tym blizej nie precyzujemy.

W ten sposéb dla réznych G i » mozna klagyfikowaé wigzki obiek-
téw geometrycznych.

Dla przykladu (ogdlna teoria jeszcze nie jest rozwinieta) wspomniani
autorowie podaja pelng klasyfikacje wigzek obiektéw pierwszej klasy
(s = 1) dla jednowymiarowego wlékna Y.

Zagadnienie to prowadzi do znalezienia wszystkich zamknietych
podgrup grupy centro-afinicznej o wymiarze n2—1. Mamy tu 5 typéw
réznych wigzek z mnieskoticzong ilo§cia nier6wnowaznych miedzy sobag,
przy czym wlékno Y moze sie sktadaé¢ badz ze wszystkich liezb rzeczy-
wistych poza zerem (dwa promienie), badz ze wszystkich liczb dodat-
nich (jeden promien), badz moze byé kotem, badz moze sie sktadaé z dwu
okregdw.

Teoria ta jest dopiero zapoczatkowana. Roéwniez gdy chodzi
0 analize przestrzeni wloknigstych, mamy do zanotowania ledwie kilka
prac.

Teoria obiektéw geometrycznych jest — jak widaé z powyzszego
referatu — teoria w stadium preznego rozwoju. Nie jest ona teorig
li tylko abstrakeyjng i o znaczeniu teoretycznym; dowodzi tego chodby
ten fakt, ze teorii tej poswigcil duzo miejsca Schouten w swej ksigzce
Tensor analysis for physicists przeznaczonej dla fizykéw.
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