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Sur certaines méthodes de sommation des séries

Abstract. New methods for summability of series and relations among them are presented. As
a method for studying these relations we prove a theorem on the behaviour of solutions of singular
linear differential equations at singular points.

As special cases we obtain a method of Abel of order n and the n-harmonic method of
summability of series.

1. Soit G ={g,, ..., g,}, ne N*, un systéme de fonctions définies et de
classe C* sur lintervalle [r,, 1], 0 < ry < 1. Soit « un nombre réel strictement
positif. Considérons 'opérateur différentiel D3(G) défini sur C®([r,, 1]) de la
fagon suivante:

Do(G) f(r) = f (1),
DG f(r) = Di"(G)f(rH(l—r)“g.-(r)g;Di”l(G)f(r), i=1,...,n

Soit F une suite de fonctions f,, k=0,1,..., de classe C*([r,, 1]).

DEFINITION 1. Soit Y g, une série numérique. On dit que la série ) a, est
sommable, de somme s, d’aprés la méthode A,(n, G, F) si les séries Y % f{P(r)a,,
p=0,1,..., sont uniformément convergentes sur chaque intervalle [r,, r,],
ros<r; <1, et si

)] H,n, G, F,r)—s

lorsque r—»1~, ou :
H,n,G,F,r)= ki Dy(G)f,()a,.
Draprés cette définition et (1) on a
(3) H,n, G, F,r)=H,n—1,G,F, r)+(1—r)“g,,(r)%Ha(n—1, G,F,r)

pour ro <r< 1.
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Dans le cas o a = 1, fi(r) =¥, g,(r) = (1 +1)r/(2i) (g,(r) = r/i) on recon-
nait la méthode n-harmonique (méthode généralisée d’Abel) de sommation des
séries. Ces méthodes ont été considérées dans [3].

Le cas ou a=1, fi(r)="r% gi(r) = (r(A—r))ip(1—p)) si peN*, re
[0, 1[ et g,(1) = 1/i a été étudié dans [6] et [7]. Dans ces notes on retrouve
aussi le cas ou a =1, fi(r) =r* g,(r) = —(rlogr)/(i(1 —r)) pour #e[0,1[ et
g;(1) = 1/i. Pour a = 1, f,(r) = I,(r)/I,(1) (I, — la fonction modifiée de Bessel)
et g,(r) = (1 +r)r/(2i) on a la méthode de sommation considérée dans [2], [4] et
[8].

Dans cette note on généralise certains résultats de [3] et [6]. Pour cela on
va étudier certaines propriétés des solutions de I'équation

“) (b—tfu(®)+[A+(b-0)BO]u@) = ()
dans un voisinage du point singulier ¢, = b.

2. Soient a, b de R et a < b. Soit E un espace de Banach et L(E) I'algébre
des endomorphismes de E. Soient AeL(E) une application inversible,
B: [a, b[—> L(E) et f: [a, b[— E deux applications continues sur [a, b[. On
considére 1’équation (4) dans l'intervalle [a, b[.

Soit tye[a, b[. Il est facile de voir que l'application R définie par

b— .
exp(Alogb_tt> sia=1,
0

R(ta to) = A
exp—2[b—1) *=(b—1' "] il

est la résolvante de I’équation

A
(b—1f

u'(t)+ u(t) = 0.

On va démontrer

LEMME 1. Soient o, 0, M des nombres réels tels que . > 1,6 > 0 et M > 0.
Posons .
l—ia(b—t)”l—Mlog(b—t) si a=2,
kM(t) = . M
—b—t) T ———(b—1)>"" sia#2
1—o 2—a

pour te[ty, b[. Alors il existe une constante C >0 telle que

t

lim [ (b—s)™"exp(ky(t)—ky(s))ds < C.

t=b~
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Démonstration. On va considérer trois cas.
1°1l<a<2 On a

§ (b—5)"%exp(—kyy(s))ds

t M )
< .[(b_s)—anP[a‘_‘i—l(b—S)l"“+m(b—to)2'“:| ds

to

—ag

—0 —a
< K1|:eme(b"'t)l —expr—

(b—to)l“’:l

ou K, est une constante positive, d’ou

§ (b—3)"%exp(ky(£) —kyy(s))ds

-M _ o —a
< K, exp E:—a-(b——t)2 “—exp[kM(t)—m(b—to)l ]
En passant a la limite lorsque t—b~ on obtient

lim ff(b—s)’“exp(kM(t)—-kM(s))ds <K,

b= 5
puisque lim,,- ky(f) = — 0.
2°2>2.0n a

t

§ (b—s)""exp(—ky(s))ds

to

< i (b—s)"“e:xp{(b—s)1 e [L +l4—(b—t):|} ds

o o—1 2—=

1
< (@—1)h(r) [exp (—ky (1)) — K, exp(K5(b—1)]

\ .. . g ,
ou K,, K, sont des constantes positives et h(t) = a——T+m(b_t)' D’ou

(b —5)exp kg () — g () ds

1

1

lorsque t » b~ car lim,.,- h(f) = —6—1 et lim,.,- k() = — co. Par conséquent
a_
t

lim [(b—s)""exp(ky(t)—kp(s))ds < 1/o.

t=b~ to
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3° @ = 2. Supposons d’abord que t, de [a, b[ est tel que l'inégalité
&) (b—s)log(b—s) < (b—t)log(b—1)

a lieu pour se[t,, t]. Dans ce cas on a

t

. [(b—9)"2exp(—ky(s))ds

to

< 3 (b—5)"2exp[(b—s)"* (o + M(b—1D)log(b—1)]ds

1
= m[eXP (—kp () —exp((b—t) " q(1)]
ot g(t) = o+ M(b—t)log(b—1), d'od

[ (b—5)"2exp(kpy(t) —kpy(5))ds < % [1—exp(ky (D) +(b—to) " *q(®)].

to

Par conséquent

lim ;(b—s)“zexp(kM(t)—kM(s))ds < 1/o.

t—b- to
Supposons maintenant que t, est quelconque de [a, b[: Il existe t; > ¢, tel
que linégalité (5) soit vraie pour seft,, t[. On a

t

[ (b—3)"2exp(ky(t) — kpg(s))ds = (exp kM(t))tj3 (b—s)"2exp(—kp(s))ds

1o

t
+ [ (b—5)"2 exp(ky(t) =k (5))ds.
ty
Il est évident que

31

lim (expky, (1)) | (b—5)"2exp(—ky(s))ds = 0.

t—=b~ to

De cette égalité et de la premiére partie de la démonstration (pour a = 2) on
déduit T'existence d'un nombre C >0 tel que

t
lim [ (b—s)"2exp(ky(t)—ky(s))ds < C.
t—>b~ to
On va démontrer
THEOREME 1. Soit o > 1. Supposons que
(i) il existe deux constantes strictement positives o et K telles que -

Vz< 0 |lexpAz|| < Kexpoz,
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(ii) B est une application continue et bornée dans [a, b[,
(i) f est une application définie et continue dans [a, b].

Alors toute solution u de I'équation (4) définie dans [a, b[ vérifie
lim u(t) = A~ f (b).
t—=b~
Démonstration. Supposons d’abord f(b)=0. Soit ¥ une solution

quelconque de (4), définie dans [a, b[. On va démontrer que lim,.,- u(t) = 0.
On constate que u vérifie 'équation intégrale

u(t) = R(t, ty)uy+ iR(t, s)[(b—s) " *B(s)u(s)+(b—s)"*f (s)]ds

to

ou u, = u(ty). Il vient

lu@Il < IR, toll lluoll + [ IR, B llu(s)li(b—s)' ~*ds

+ JIRE, S G (B—s5)*ds.

b—t\°
K(m) si (X=1,

Kexprg—&[(b—t)l—“—(b—s)l-a] sia> 1,

Par hypothése
IR(z, 9l <

pour t > s> t,. Il en résulte que

© uon<ks(;=r )
0

+K b= [ (b—9) " llu()lds+K(b—1) [ (b—5)" " I f (5)llds

to

sia=1 et

D @l < Kﬁxp[&((h-—t)l—«_(b_toy—a)]

t . i — .
+Kyexpr—(b—1)' " [ (b—s)! ~"ex (ﬁ(h—s)l-“)nu(s)udé
to

t

+Kexpﬁ(b—t)1 o | (b—s)"“exp(l%%(b—s)l"“)ll f(s)llds

to

si a>1 ol Ky =K]lugll et K, = KsupulIBO)l.
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Dans la suite on va considérer deux cas:
1° a = 1. L’inégalité (6) nous donne

(b0 llu@®ll < K3b—1to) "+ K, [ (b—9)""llu(s)llds

to

+K [(b—9 1 f ()lds

o

pour b >t >ty >a. En appliquant le lemme de Gronwall ([9], p. 14) on
obtient

(b—1)"NJu@)l] < K3(b—1to)" " expK,(t—to)

+K [ (b—s)"' "7l f (5)llexp K, (t—s)ds

to

pour b>t>t, > a et ensuite

@l < Ks(b—bft—t()>a+1(6(b—t)" J6-97" " I Ollds = U, )+ U0,

to
ou K, et Kq sont des constantes positives.
Il est évident que lim,.,- U,(t) = 0. On va démontrer que lim,.,- U,(t)
=0.
Soit ¢ > 0. 1l existe 6 > 0 tel que ||f(s)]| <& pour 0 <b—s < 6. Pour
b—t<dona
b—9o

U5 < Kolb—1F | (b—S)““’Ilf(S)IIds+Kﬁa(b—z)“f(b—s)—l—ads
b—d

= Kgb—1f | (=917 f(s)ltds+§K6<1—<:::)a).

En passant a la limite lorsque t—b~ on obtient

to

. €
lim U,(t) < -K,
t—b- ag
et donc lim,_,,- U,(t) = 0, ce qui termine la démonstration du théoréme dans le

casoi a=1¢et f(b)=0.
. 2° a> 1. L’inégalité (7) nous donne

lexP(—l_T:((.b—t)l_a>”u(t)” < Ksexp<1—__ia(b—t0)1—a>

+K, i (b—s) "“exp(ll__%(b—s)l ““)Hu(s)llds

to

+K | (b—-s)‘“exp(l—__—(;-(b—S)l_“>||f(s)||ds

to
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pour b >t >t,>a. En appliquant le lemme de Gronwall on a

exp(%(b—t)l_“)”u(t)”

_ t
< K3exp(1—_(;(b—to)1 TC+K, | (b—s)““ds)

to

+Kexp(K, } (b—s)' ~%ds) j (b——s)‘“exp(%(b—s)l"“

to to

K] (b~2)‘"“d2>llf(5)llds

to

pour b >t >ty >a. Il en résulte l'inégalité

lu(@ll < K;expkg,(8)+ Ky | (b—s)"*exp(kx, () = kx,(s) IS ()| ds

to
ou K, et Ky sont des constantes positives.
Il est évident que lim,.,- expkg,(t) =0. On va démontrer que

lim [ (b—s)"%exp(kg,()— kg, ()|l f (s)llds = 0.

t—=b~ to

Soit ¢ > 0. Il existe & > 0 tel que ||f(s)]| <& pour 0 < b—s < 4. Pour
b—t<dona

§ —s5)"*exp(kx,(6) —kx, (&) IIf (5)llds

to
b-é

< | (b—s)"*explkx,(6)—kk, &)l f (5)llds

+e j (b—s)"*exp(kg,(t) —kg,(s))ds

b-4
b—9d

< (expky, (1) | (b—s)""exp(—kk,()IIf (s)llds

+e jf (b—s)"*exp(kx,(t) — kg, (s))ds.

En passant a la limite lorsque t—b~ et en utilisant le lemme 1 on a

lim [(b—s)""exp(kg,(t)— kg, ())IIf (S)llds < Kot

t=b~ 1o

ol K, est une constante positive. Finalement
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t
lim § (b—s)"*exp(ke,(t)— ke, () ()l ds = 0.
t=b~ 1o
Cela termine la démonstration du théoréme dans le cas ot a > 1 et f(b) = 0.
Supposons maintenant f(b) quelconque de E. Soit u une solution de (4)
définie dans [a, b[. Posons p = f(b) et considérons I'application

o(t) =u(t)—A"p.
On a v'(t) = u/(t) et donc v est une solution de I'équation
G-V O+ [A+ (b-0)B@®)]o@) = g(®)

avec g(t) = f()—(A+ (b—1)B())A™'p. On constate que g est continue sur
[a, b] et que g(b) = 0. De 1a et de la premiére partie de la démonstration il
résulte
lim v(t) =0
t—b~
et par conséquent
lirbn u(t)=A"1p.
b

La démonstration du théoréme 1 est ainsi achevée.

Remarquons que ce théoréme est faux lorsque 0 <o < 1. Pour le
démontrer on va considérer I'équation différentielle ordinaire

(1=t (t)+u(t) = 0

dans Pintervalle [0, 1[ avec 0 <a < 1. II est évident que toutes les autres
hypothéses du théoréme 1 sont remplies et que la fonction u définie par
u(t) = exp(1—1)* ~* est sa solution n’admettant pas zéro comme limite lorsque
t—17.

Passons maintenant au cas particulier de E, i.e. E = R". Dans ce cas, si
toutes les valeurs propres de A sont de partie réelle strictement positive,
Ihypothése (i) est remplie ([5]).

Il en résulte

THEOREME 2. Soit o > 1. Soient f;: [a, b]—>R,i=1,...,n, des fonctions
continues sur [a, b], et b;;: [a, b[ >R, i=1,...,n,j=1,..., n, des fonctions
continues et bornées sur [a, b[. Soit A = [a;;] une matrice réelle dont toutes les
valeurs propres sont de partie réelle strictement positive. Alors toute solution u =
(uy, ..., u,), définie dans [a, b[, du systéme

b—t u(t)+ i (a+b—0b;O)u(t) = f,(), k=1,...,n,
j=1
vérifie

lim w,()) = @detA)™' Y Apfi®), k=1,...,n,
t->b~ ji=1
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ou Aj est le cofacteur de I'élément ay.

Dans la suite on étudie une équation d’ordre n. Soit p une fonction réelle
définie et continue sur [a, b]. Considérons I'équation

®) b—tya, ™0+ ),

i=0

'Y (b= a+6—0b 000 = p0)

ot g;eR,i=0,...,n et b;: [a,b[>R,i=0,1,..., n—1, sont des fonctions
continues et bornées sur [a, b[.
On a le théoréme suivant:

THEOREME 3. Supposons que a, # 0 et a, # 0 et que toutes les solutions de
Iéquation

© Z (=1 A(A—=1)...(A—i+1)a;+a, =0

sont de partie réelle strictement positive. Toute solution v, définie dans [a, b[, de
Iéquation (8) vérifie

1 .
(10 lim (b— ) v™(z) = a—OP(b) si k=0,

= 0 sik=1,...,n.

Démonstration. Ecrivons
AO=1)...(A—k+1) = i(—l)k-iakiii
i=1
pour k=1,2,... Posons
By = 2": oaxa; pour k=1,...,net B,=a,
i=k
et remarquons que 1’équation (9) prend la forme
(- 1)"1"a,,+"!_i: (=1)B;A' = 0.

Posons
v, (t) = v(t), v,(t) = (b—0O)V1(t), ..., v,(t) = (B—1t)V, -1 (2).

On voit que

k
(b—tfo®@) = ) il (1), k=1,...,n—1,
1 -
b=t = Y tuti+1()+B—1)0,(0).

i=1
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Par conséquent I'équation (8) est équivalente au systéme

(b—1)vi()—v,(1) =0,

.............

(b—1)v,-1(O)—0,() = 0,

6-0u0+ ¥ %vk+1(t)+(b—t)ni Vebi(O)ves 1 (£) = pf)
k=0

k=0%n n

ou au systeme

(b—1vi(t) + i av(t) +(b—1) anl bi(0)v;(1) = f(0),
= =

J

k=1,...,n, avec

0 sik=1,...,n—1,
Sy = {p(t)/a,l si k=n, N
0 0
B(O) = [buy (0] = 00 ,
Pobo(t) - .« Vu—1bs—1(2)

I - o o0 ... 0 0

0 0 -1 0 ... O 0
Al L.

L] 0 0 0 0 0 -1
& El & &;_ ﬂn—Z Bn—l

— an an a" an an avn -

ou 7, k=0,...,n—1, sont des nombres réels.
Le polynéme caractéristique de A est de la forme ([1])

n—1
(—1rr+Y (-1rBe
k=0 a,
ses racines sont celles de I’équation (9). De 1a et du théoréme 2 on obtient

n 0 Sik=2,...,n,
(12) lim o,(8) = (et )1 Y Aufi(1) =
b = (detA)‘l%(IE si k=1.

n

Puisque det A = fy/a, = ay/a,, 'égalité (12) et la formule (11) nous donnent
(10), ce qui termine la démonstration.
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3. Revenons maintenant au probléme de sommation des séries. Dans la
suite on suppose o = 1. D’abord on va démontrer

LEMME 2. Si f est une fonction de classe C® sur [rq, 1] alors

(13) D G)f(r) = f(n+ il (L=r*B,(r, n)fP(r)

pourn=1,2,..., relro, 1] ou B,(r,n), p=1, 2, ..., n, sont des fonctions de
classe C* sur [ry, 1[, continues sur [ry, 1] et B,(r, n) = []i=; g;(r).

Démonstration. Raisonnons par récurrence. Il est évident que la
formule (13) est vraie pour n = 1. Supposons maintenant que (13) est vraie pour
1 < n <k Nous allons démontrer que (13) est satisfaite pour n = k+1.

D’aprés (1) et par hypothése de récurrence

DG f (1) = D(G) f () + (1 =Ygy 1(r)%(DL‘(G)f )
k

=f()+ X A=nPB,(r, fP )+ (1 —rfges1 () f'(r)

r=1

k
= ¥ p(=n g () By, S P()

p=1

k
+ X (L=n* g, () By(r, k) fP(r)

k+1
+ 22(1 =Yg+ 1(r) B+ (r, k) f ()
p= .
k+1
= f(+ Y A=nPB,(r, k+1) fP(r) ;
p=1

avec
By(r, k+1) = By(r, )+ g+ 1 ()~ (1—1)*" g1 (") B, (r, k)
+(1=r) g+ 1(n)Bi(r, k),
B,(r, k+1) = B,(r, )—ap(1 =1} "' g1 1(NB,(r, k)
+(1=1) g+ 1 (") By(r, k) + By 1 (r, K)gi+1(r)

pour 2<p<ket

k+1

Biyi(r, k+1) = By(r, K)gi+1(r) = H g:(r),
i=1

ce qui termine la démonstration du lemme 2.
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On peut démontrer une formule plus exacte, 4 savoir

DHOS0) = £0)+ 3. (1=rP(T, T i e~ Auglr, m)S )

i=0 k=
ot Ay,(r, n) sont de classe C*® sur [rg, 1] et Agon(1, n) = [ [1=1g:(1).
COROLLAIRE. On a
(14) H,n, G, F,r)=H@)+ Y, (1—-r)*B,(r, nHP(r)
r=1

pour re(lry, 1[, ou

(15) H(r)=H,0,G,F,rn =Y, f(a,.
k=0
THEOREME 4. Soient F une suite de fonctions f,, k=0, 1, ..., declasse C*

sur [ry, 11 et G =1{gy, 93> ---» 9,4 un systéme de fonctions de classe C® sur
[ro, 11. Si

(@) lim,_,- fi()=1 pour k=0,1, ...,

(b) limy, ;  fiP(r) =0 pour refry, 1[ et 0K p<n

© Yo |DHG) Sl —fis 1()| < M(ro, n) pour re[ry, 1[, 0i M(ry, n) est
une constante strictement positive,

la méthode A,(n, G, F) de sommation des séries est linéaire et réguliére.

Démonstration. Il est évident que la méthode A,(n, G, F) est linéaire.
Montrons qu’elle est réguliére. D’aprés (a) et (13) on a

(d) lim,.,- D}(G) f,(r) =1 pour k=0,1,...,
donc lim,. - DI(G)(fi(r)—fi+1(r)) =0 pour k=0, 1, ... Par (b) et (13)
klil;ﬂ D(G) fy+1(r) =0
et ensuite
Y. DUGLS () —fi+1(r)] = DL(G) fo(r).
k=0
Alors, d’aprés (d)
lim Y DIGHA0—furs() =1
Compte tenu de (c) on voit que les hypothéses du théoréme de Toeplitz ([10], p.
74) sont remplies. Il en résulte que la méthode A,(n, G, F) est réguliére.

THEOREME 5. Soit G = {g,, g5, ..., g} un systéme de fonctions de classe C*
sur [ro, 1]. Supposons que g,(r) > 0 pour tout re[ry, 1]. Si une série ) u, est
sommable, de somme s, d’apres la methode A, (n, G, F) alors elle est sommable, de
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somme s, d’aprés la méthode A,(n—1, G, F).
Démonstration. Soit Zuk une série sommable, de somme s, d’aprés la
méthode A,(n, G, F). On a lim,,,- H(n, G, F, r) = 5. Posons
H,n,G,F,r) pour relry, L[,
p(r) ={ _ 1
s pour r=1.

La fonction p est donc continue sur [r,, 1] et par (3) la fonction u définie par
u(r)=H,(n—1, G, F, r) pour re[ry, 1[ est une solution de I’équation

(16) (1 —=r1g, () (r)+u(r) = p(r).

Posons 1/g,(r) = a+(1—r)h(r) ou a = 1/g,(1) > 0 et h est une fonction con-
tinue sur [r,, 1] (cela est possible car g,(r) > 0 et g, est dérivable sur [ry, 1]). Il
en résulte que '’équation (16) s’écrit

(1=r7u (r)+(a+ 1 =1 h@)u(r) = p(r)/g,r).
En appliquant le théoréme 2 on a

lirln_ u(ry=p(l)=s

et ensuite
lim H (n—1, G, F,r)=s,
r—>1-

ce qui termine la démonstration.

Remarque. Le théoréme 5 n’est pas vrai si 0 <o < 1. En effet, soit
u(r) = exp(1—r)! " avec 0 < a < 1. La fonction u est développable en série
entiére. Soit ) u,r* cette série. Il est évident que son rayon de convergence est
égal a 1. Prenons comme F la suite définie par f,(r) = r*. Posons G = {g,}, ou
g,()=1/(1—0a). On a .

H,0,G,F, =Y ur*=u@r)-1
k=0
lorsque r—>17 et donc la sétie ) u, est sommable, de somme 1, d’aprés la
méthode A4,(0, G, F).

En méme temps cette série est sommable de somme 0, d’apres la méthode
A, (1, G, F). En effet, pour re[0, 1[ on a
1
k k—1

=u(r)+(1 —r)’l—i—&u’(r) =0.

e}

H(,G,F,r=1Y (r"+(1—r)"‘1

k=0

Par conséquent H (1, G, F, r)—0 lorsque r—1".
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THEOREME 6. Soit G = {g,, g5, --., gn} Un systéme de fonctions strictement
positives et de classe C* sur [ry, 1]. Une série Y u, est sommable, de somme s,
d’aprés la méthode A, (n, G, F) si et seulement si
s sip=0,

3 — P2 H®P —
(17 rl—lvrP-(l ") ") {0 sip=1,...,n,

ou H(r) est définie par (15).

Démonstration. Supposons que ) u, est sommable, de somme s,
d’aprés la méthode A,(n, G, F). Du théoréme 5 il résulte que ) u, est
sommable, de somme s, d’aprés les méthodes A,(p, G, F) pour
p=0,1,...,n—1. Il en résulte que H,(p, G, F,r)>s quand r—1~ pour
p=0,1,...,n. Compte tenu de (14) on a successivement H(r)—>s et
(1—=rY*HP(r)->0 pour p=1,...,n lorsque r—1".

Réciproquement, les formules (17) et (14) entrainent la sommabilité de ) u,
d’apres la méthode A,(n, G, F).

Soient maintenant deux systémes G et G de fonctions g, et g, strictement
positives et de classe C* dans [r,, 1].

THEOREME 7. Les méthodes A, (n, G, F), A,(n, G, F) sont équiualent?s.

Démonstration. Cela résulte de H,(0, G, F,r) = H (0, G, F, r) = H(r)
et du théoréme 6.

COROLLAIRE. Les méthodes de sommation des séries considérées dans les
notes [31, [6], [7], i.e.: la méthode n-harmonique, la méthode d’Abel d’ordre n et
la méthode (A, n, p) sont équivalentes.

Soient « et § deux nombres réels tels que o > f§ > 1. On va comparer les
méthodes A4,(n, G, F) et Ay(n, G, F).

THEOREME 8. Si > u, est sommable, de somme s, d'aprés la méthode
Ap(n, G, F) alors elle est sommable, de somme s, d'aprés A,(n, G, F).

Démonstration. Soit ) u, une série sommable, de somme s, d’aprés la
méthode Ay(n, G, F). En vertu du théoréme 6

{s pour i =0,

tim (1—-rf"H0) = 0 pouri=1 n

r—-1-
Puisque «—f >0 on a (1—-rf*"# -0 lorsque r—>1~ pour i =1, ..., n. Par
conséquent lim, ;- (1—ry*H®@r)=0 pour i=1,...,n Dou, daprés le
théoréme 6, la séric ) u, est sommable, de somme s, d’aprés A,(n, G, F).

Remarque. La réciproque n’est pas vraie. En effet, considérons la
fonction v définie par v(r)=(1—r)sinl/(1—r) pour re[0, 1[. Elle est
développable en série entiére. Soit Y v,r* cette série. Son rayon de convergence
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est égal & 1. Prenons G = {g,} ou g,(r) = 1 et la suite F définie par f,(r) = r*.
La série ) v, est sommable, de somme zéro, d’aprés la méthode A,(1, G, F). En
effet, pour re[0, 1[ on a

H,(1,G,F,r)= Y (F+(1—=rkr* Yo, =v(@)+(1—1)?v'(r)

k=0
1 _
=v(r)—(l—r)v(r)+(1—r)cosl——->0 lorsque r—17.
—r

En méme temps

o
1
H(,G F,n="Y (F+(1-nkr* Yo, =ov@)+(1-rv'() = cos T—
k=0 -
pour re[0, 1[, et par conséquent ) v, n’est pas sommable d’aprés la méthode
A,(1, G, F).

Dans la suite on supposera o =1 et on notera D"(G), A(n, G, F) et
H(n, G, F,r) au lieu de Di(G), A;(n, G, F) et H;(n, G, F, r).

Soient F et F deux suites de fonctions f, et f, de classe C® sur [r,, 1]. Soit
Y u, une série numérique. Supposons que les séries Y fiP()u, et Y P (r)u,,
p=0,1,..., sont uniformément convergentes sur chaque intervalle
[rg> 1], rg <17y < 1. On va comparer les méthodes A(p, G, F) et A(n, G, F)
ou G est un certain systéme de fonctions g; de classe C* et strictement positives
dans [ry, 1]. On a le théoréeme suivant:

THEOREME 9. Supposons que Y u, soit sommable, de somme s, d’aprés la
méthode A(p, G, F), peN et quil existe un systeme Q = {q,,...,q,} de
fonctions q;, de classe C* sur lintervalle [r,, 1], telles que

(i) q,(r) >0 pour relr,, 1],
(i) les nombres

g,(1) . 1
a; = pour i=1,...,n—1, a,=1, a,=
g.(1) °

vérifient I'hypothése du théoréme 3,
(iiiy D?(G)f,(r) = D"(Q)f,(r) pour k=0,1, ... ou
D) fi(r) = [,

J

BT = Y 1=rg,0]O0+.0)
=1

pour i=1,..., n

Alors Y u, est sommable, de somme s, d'aprés A(n, G, F).

16 — Comment. Math. 30.2



462 E. Wachnicki

Démonstration. Soit Zuk une série sommable, de somme s, d’aprés la
la méthode A(p, G, F). L’hypothése (iii) nous donne

H@p,G,F,r) = io b"(Q)f (") u,.
k=

Puisque les séries Y fi?(r)u, sont uniformément convergentes sur [r,, r,],
ro<r; <1, pouri=0,1,..., donc

Hp, G, F.n= Y Jdu+ Y (1—r)fq,.(r)k§: 79,
k=0 i=1 =0

—HO)+ Y (1—Pg,0 B0

j=1

pour refry, 1[ ou H(r) = Yo f(Mu,. Posons

{H(p’ Ga F’ r) pour "e["m 1[9
w(r) =
s pour r=1.

Alors w est continue sur [ry, 1] et H est une solution de

T (1 =a,r)uo() = apIw(r)
j=1

avec
4;(r) .
ar)=—+ pouri=1,....,n—1, a,(r)=1, a,r)=
D e P O=b &0=06
pour re(r,, 1]. D’aprés le théoréme 3 on obtient alors

lim (1-r)/H9Y(r) =

r—-~1-

s pour j=0,
0 pourj=1,...,n.

Par le théoréme 6 la série ) u, est sommable, de somme s, d’aprés la méthode
A@n, G, F ).
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