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Sur certaines méthodes de sommation des séries

Abstract. New methods for summability of series and relations among them are presented. As 
a method for studying these relations we prove a theorem on the behaviour of solutions of singular 
linear differential equations at singular points.

As special cases we obtain a method of Abel of order « and the «-harmonic method of 
summability of series.

1. Soit G = {gl t ..., gn}, neN*, un système de fonctions définies et de 
classe C°° sur l’intervalle [r0, 1], 0 < r0 < 1. Soit a un nombre réel strictement 
positif. Considérons l’opérateur différentiel D"(G) défini sur C°°([r0, 1]) de la 
façon suivante:

Soit F une suite de fonctions f k, к = 0, 1 ,... ,  de classe C00([r0, 1]).

D é f in it io n  1. Soit une série numérique. On dit que la série est 
sommable, de somme s, d’après la méthode Aa(n, G, F) si les séries Y,k=oflip)(r)ak, 
P = 0, 1, ..., sont uniformément convergentes sur chaque intervalle [r0, r j ,  
ro ^  < 1> et si

(1)
D0(G)f(r) = f(r),

Di(G)f(r) = D‘-H G )f(r)+ (,l-rrgi(r)jrD‘- l (G)f(r), i = 1 ,... .  n.I*” 1a

(2)

lorsque r-> 1_ , où

Ha(n, G, F , r ) ^ s

00
HJn, G, F, r) = X D’JG)fk(r)at .

fc = 0
D’après cette définition et (1) on a

pour r0 ^  r < 1.
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Dans le cas où a = 1, f k{r) = rk, gt(r) = (1 +r)r/(2i) (gfr) = r/i) on recon­
naît la méthode n-harmonique (méthode généralisée d’Abel) de sommation des 
séries. Ces méthodes ont été considérées dans [3].

Le cas où cl = 1, f k{r) = r \  gfr) = (r(l - r p))/(ip(l-p)) si psN *, re 
[0, 1 [ et gt{ 1) = 1/i a été étudié dans [6] et [7]. Dans ces notes on retrouve 
aussi le cas où a = 1, f k(r) = rk, gfr) = — (rlogr)/(i(l — r)) pour re [0 ,l[  et 
0,(1) = 1/i. Pour a = 1, f k(r) = Ik(r)/Ik( 1) (Ik — la fonction modifiée de Bessel) 
et gfr) = (1 + r)r/(2i) on a la méthode de sommation considérée dans [2], [4] et 
[8].

Dans cette note on généralise certains résultats de [3] et [6]. Pour cela on 
va étudier certaines propriétés des solutions de l’équation

(4) (b -  + [A + (b -  t)B(t)-] u(t) = f{t)

dans un voisinage du point singulier t0 = b.

2. Soient a, b de R et a < b. Soit E un espace de Banach et L(E) l’algèbre 
des endomorphismes de E. Soient AeL(E) une application inversible, 
B : [a, b[->L(£) et / :  [a, b[->£ deux applications continues sur [a, b[. On 
considère l’équation (4) dans l’intervalle [a, b[.

Soit t0G[a, b[. Il est facile de voir que l’application R définie par

fexpjAlog-^—- )  si a = 1,

\  °J
[.exp-—— [(£» —10)1 “ — (b — t)1 “] s i a # l ,  

est la résolvante de l’équation

u'(t)+ ( b ^ r u(t) = 0-

On va démontrer

Lemme 1. Soient cl, о, M des nombres réels tels que ot > 1, о > 0 et M > 0. 
Posons

о
----- (b — t) 1 — Mlog(b — t) si cl = 2,

,  /  ч 1 - a
J w
----- (b —t)1-a—----- ( b - 0 2_a Si аФ 2

^1— CL 2 — CL

pour te [ t0, b[. Alors il existe une constante C > 0 telle que
t

lim J (b —s)~aexp(kM(t) —кM(s))ds < C.
{^ b t0
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D ém o n stra tio n . On va considérer trois cas. 
1° 1 < a < 2. On а

J (b -s) aexp(-/cM(s))ds

< j" (b — s) aexp
a — 1 2 — a ds

exp----- (b - t )1 a —exp------{ b - toy
l —a i —a

< K,

où est une constante positive, d’où 

J (  ̂— s) “ exp (/cM (f) — kM (s)) ds
to

— M
^  K 1 exp ----- (b — t)2 * — exp

2 —a — (Ь-to )1 a 1 —a

En passant à la limite lorsque t-+b on obtient
t

lim j (b — s)~*exp(kM(t) -k M(s))ds < K x
t->b~

puisque lim,_b- kM(t) = — oo. 
2° a > 2. On а

J (b-s) aexp(-/cM(s))ds

^ J ( b  — s) aexp<(b —s)1 a
10

er M
------7 +  7------(b — t)a — 1 2 —«

ds

1
(a — 1 )h(t)

[exp ( -  kM(t)) - K 2exp(K3(b - 1))]

où K 2, K 3 sont des constantes positives et h(t) = ---- -+ -— -(b — t). D’oùa —1 2—a

J (b —s) a exp (kM(t) — kM (s)) ds
to

lorsque t-*b~ саг lim,_b- h(t) = ° ■ - et lim,-,,,- f(0 — — oo. Par conséquent

t

lim j (b — s)~aQxp(kM(t) — kM(s))ds ^  1/(7.
f-> b ~  to
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3° a = 2. Supposons d’abord que t0 de [a, b[ est tel que l’inégalité 

(5) (b -s)log (b -s)<  (b -t)\og(b-t)

a lieu pour se [ t0, t]. Dans ce cas on a

. $(b-s)~ 2e xp (-k M(s))ds
to

^  j (b — s)~2exp[(b — s)~1 (<t + Af (b — t)log(b — t))] ds
to

= ^ [ ехР ( “  M *)) -  exP (ib ~  *о)~1«(*))]

où q(t) = <тM (b— t)log(b— t), d’où
t 1
J (b -s )  2exp(kM(t) -k M(s))ds ^ —-[l-G xp (kM(t) + ( b - t0) MO)]-
to Я.КЧ

Par conséquent
t

lim j (b — s)~2exp(fcM(t) — kM{s))ds ^  I/o.
t-*b~ t0

Supposons maintenant que t0 est quelconque de [a, b[: Il existe t± > t0 tel 
que l’inégalité (5) soit vraie pour s e [ t ls.t[. On a

t ti

j (b — s) ~ 2exp{kM(t} —кM(s))ds = (exp/cM(t)) j (b -s )"2exp(-/cM(s))ds
*0 to

t

+ i(b -s )~ 2exp(kM{t)-k M{s))ds.
11

Il est évident que
ti

lim (expkM{t)) J (b -s )_2exp(-/cM(s))ds = 0.
t-*b~ to

De cette égalité et de la première partie de la démonstration (pour a = 2) on 
déduit l’existence d’un nombre C > 0 tel que

t

lim J (b - s ) -2exp(kM(t) -k M(s))ds ^  C.
t-*b~ t0

On va démontrer

Théorème 1. Soit a ^  1. Supposons que
(i) il existe deux constantes strictement positives о et K telles que ■

Vz ^  0 ||expi4z|| ^  Kexpoz,
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(ii) B est une application continue et bornée dans [a, b[,
(iii) f  est une application définie et continue dans [a, b].

Alors toute solution и de l’équation (4) définie dans [a, b[ vérifie

lim u(t) = A~if(b).
t-*b~

D ém o n stra tio n . Supposons d’abord /(b) = 0. Soit и une solution 
quelconque de (4), définie dans [a, b[. On va démontrer que lim,-*,- u(t) = 0. 
On constate que и vérifie l’équation intégrale

t
u(t) =  R(t, t0)u0+ j R(t, s)[(b —s)1_aB(s)u(s) +  (b —s)_“/(s)]ds

to

où u0 = u(t0). Il vient

IMOII «  l|K(t. to)ll IKII+ i  P (t , s)|| ||B(s)|| ||«(s)|l(b-s)1- “rfs
*0

+ s)llll/(s)ll(b—s)-*ds.

Par hypothèse

\ № ,  s)ll < <
K b — t \ a

b —s
si a = 1,

Kex p------[(b —t)1 “ — (b —s)1 a] s i a > l ,1 —a

pour t ^  s ^  t0. Il en résulte que

(6) н о н  «

+ Kt (b—t f  j  (fc—s)-‘, ||M(s)||ds + K(b—t) J (6—s)_1_,'||/(s)||ds
10 to

si a = 1 et

(7) IMOH < X3exp — ((b -o 1- a- ( b - g 1- “)

+ K4exp— (b — t)1 ~a f (b—s)1 ~aexp(— —̂(b — s)1 ~a ] ||u(s)||ds 
1 - a  tJo \1 - a  J

+ K exp Y ^ (b  - 1)1 “ J (b -  s) « exp ( j ~ ( b  “  s)1 ~ 11 /  (s)l lrfs

si a > 1 où K 3 = K||u0|| et K 4 = Ksupte>b[||#(t)||.
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Dans la suite on va considérer deux cas:
1° a = 1. L’inégalité (6) nous donne

(ft-fr'IM O II < К 3( Ь - 10Т °  + К>\ (ft-s)*'l|t((s)Ms
to

+ K \{ b -s )~ 1~a\\f{s)\\ds
to

pour b > t > t0 ^  a. En appliquant le lemme de Gronwall ([9], p. 14) on 
obtient

(b -t)~ a\\u{t)\\ ^  K 3(b — t0)~aexpKA{t — t0)

+ K f {b — s)~1~a\\f (s)j|expX4(t —s)ds
to

pour b > t > t0 ^  a et ensuite

IMOII «  K s( ~ 0 + K6( b - tr l ( b - s r 1-'’\\f(s)\\ds = lM f)+ t;2(t),

où K 5 et K 6 sont des constantes positives.
Il est évident que limf- b- U1(t) = 0. On va démontrer que l im ^ -  U2(t)

=  0.
Soit e > 0. Il existe <5 > 0 tel que ||/(s)|| < e pour 0 < b —s < ô. Pour 

b — t < ô on a

U2(t) ^  K 6( b - t y b] \ b - s ) - 1-°Uf(s)\\ds + K6e ( b - t r \ ( b - s ) - l - ’ds
to to

= K6( b - t r T ( b - s r 1- W s ) № + ^ K 6( i - ( £ ^ J ' ) .

En passant à la limite lorsque t-*b~ on obtient

lim U2{t) ^  - K 6
t->b~ G

et donc limt_>b- U2{t) = 0, ce qui termine la démonstration du théorème dans le 
cas où a = 1 et f  (b) = 0.

. 2° a > 1. L’inégalité (7) nous donne

# exp( î —̂ (b —£)1_a)||w(t)|| ^ K3ex p ^ -^ (b  —to)1"*̂

+ ̂ 4  J (b —s)1_aexp^y-^(b—s)1_a^||u(s)||ds 

+ K J (b —s)_aexp^y— (b —s)1_a^ | | / (s)\\ds
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pour b > t > t0 ^  a. En appliquant le lemme de Gronwall on a 

— a
exp

1 — a(Ь-t )1-* IMOII

—  G
+ J ( b - s f - 'd s

t t /  _  _

+ Xexp (X4 J (b — s)1~ads) J {b — s)“aexp(  ---- (b — s)1~ct
V 1 — a

- K ^ j i b - z ) 1 adzj\\f(s)\\ds
to /

pour b > t > t0 ^  a. Il en résulte l’inégalité

IMOII ^  K 1&xpkK4{t) + K 8 f (b-s)~aQxp(kK4{t)-kK4(s))\\f(s)\\ds
to

où K 7 et K 8 sont des constantes positives.
Il est évident que limt_b- expkK4(t) = 0. On va démontrer que

lim J { b - s y aexp(kK4( t ) -k K4{s))\\f{s)\\ds = 0.
t-*b~ t0

Soit e > 0. Il existe <5 > 0 tel que ||/(s)|| < £ pour 0 < b — s < ô. Pour 
b — t < ô  on a

\ { b -  s)"aexp(fcK4( 0 -  fc*4(s))||/(s)|| ds
to

<  f (b —з)~аexp(kK4(t) —кK4(s))11/ (s)||ds
to

t

+ e j (b —s)~xexp(kK4(t) — kK4(s))ds
b - ô

^(expkK4(tj) j  (b-s)~aQxp(-kK4(s))\\f(s)\\ds

+  £ { (b -s ) * exp (kK4 (t) — kK4 (s)) ds.
to

En passant à la limite lorsque t-*b~ et en utilisant le lemme 1 on a 

lim J (b-s)~aexp(kK4( t ) - k K4{s))\\f(s)\\ds ^  K g£
t -*b~ to

où Kg est une constante positive. Finalement
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lim f (b -s) aexp(kK4 (t) -  kK4 (s)) 11/  (s)| | ds = 0.
t->b~ to

Cela termine la démonstration du théorème dans le cas où a > 1 et f(b) = 0.
Supposons maintenant f(b) quelconque de E. Soit и une solution de (4) 

définie dans [a, b[. Posons p — f(b ) et considérons l’application

v(t) = u(t) — A~1p.
On a v'(t) = u'(t) et donc v est une solution de l’équation 

{b -  t fv ft)  + [A + (b -  t)B(t)] v{t) = g(t)
avec g(t) = f{t) — (A + {b — t)B(t))A~1p. On constate que g est continue sur 
[a, b] et que g (b) = 0. De là et de la première partie de la démonstration il 
résulte

lim v(t) = 0
t-*b~

et par conséquent
lim u(t) = A *p.

t->b~

La démonstration du théorème 1 est ainsi achevée.
Remarquons que ce théorème est faux lorsque 0 < a < 1. Pour le 

démontrer on va considérer l’équation différentielle ordinaire
(1 — t)au'(t) + u{t) = 0

dans l’intervalle [0, 1[ avec 0 <  a <  1. Il est évident que toutes les autres 
hypothèses du théorème 1 sont remplies et que la fonction и définie par 
u(t) = exp(l —t)1_a est sa solution n’admettant pas zéro comme limite lorsque 
t ^ l ~ .

Passons maintenant au cas particulier de E, i.e. E — R". Dans ce cas, si 
toutes les valeurs propres de A sont de partie réelle strictement positive, 
l’hypothèse (i) est remplie ([5]).

Il en résulte
Théorème 2. Soit a ^  1. Soient / f: [a, b]->R, i =  1 ,...,  n, des fonctions 

continues sur [a, b], et b^: [a, b[-»R, i = 1, ..., n, j  = 1, ..., n, des fonctions 
continues et bornées sur [a, b[. Soit A — [ay] une matrice réelle dont toutes les 
valeurs propres sont de partie réelle strictement positive. Alors toute solution и = 
(ulf un), définie dans [a, b[, du système

(b - tfu 'k(t)+ £  (до- + (Ь-Г)Ь17(0)м/0 = f k{t), к = 1 , . n, 
j= i

vérifie

lim uk{t) = (deU)~1 £  Ajkfj(b), k = l , . . . , n ,t-*b j=1
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où Ajk est le cofacteur de l’élément ajk.

Dans la suite on étudie une équation d’ordre n. Soit p une fonction réelle 
définie et continue sur \_a, b]. Considérons l’équation

(8) ( Ь - 0 ‘(а ,+ (Ь -0 Ь ,( () )« (° «  =  p(t)
i =  0

où a,eR , i = 0, n, et bf: [a, b[->R, i = 0, 1, n — 1, sont des fonctions
continues et bornées sur [a, b[.

On a le théorème suivant:

Théorème 3. Supposons que an Ф 0 et a0 Ф 0 et que toutes les solutions de 
l’équation

(9) . £  ( — 1)‘Л(Л — 1 ) . . .(Л —i+  1)аг +  а0 =  0
i =  1

sont de partie réelle strictement positive. Toute solution v, définie dans [a, b[, de 
l’équation (8) vérifie

(10)
1

lim (b — t)kv(k)(t) = < a оt-ь- I 0
p(b) si к = 0,

si к = 1, . . n.
D ém o n stra tio n . Ecrivons

к

Щ -1 ) . . . (Л -к + 1 )  =
i = 1

pour к = 1,2, ... Posons
П

Pk = Z  aikai P°ur к = 1, ..., n et p0 = a0
i = k

et remarquons que l’équation (9) prend la forme

(—1 Г Л Ч + l V  1)7М‘ = 0.

Posons
i= 1

MO = v{t), v2(t) = (b - t)M O , ..., vn(t) = ( b - tK - ^ t) .  

On voit que

(П)
(b - t)kvw (t)= kiVi+1(t), к =  1 , n — 1 ,

i = 1

(b - t)nv(n)(t)= £  у i + i (0 + (b — 0 (0 •
i = l
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Par conséquent l’équation (8) est équivalente au système 

{b-t)v'1{ t)-v2(t) = 0,

< {b-t)v ,n- 1{t)-vn{t) = 0,

n~ 1 в  "_1 D(t)
(b-t)v'„(t)+ £  — vk + 1 (t) + (b -t)  X y M ^ k  + iit) = —-

к k = O a n k = 0 a n

ou au système

( b - t ) v ' k{ t ) +  X  a k j Vj ( t )  +  ( b - t )  £  b k j { t ) v j ( t )  =  f k{ t ) ,  
7=1 7=1

к = 1 ,... ,  n, avec

fk(t) II

a

si к 
si к

= 1 ,...
= n,

, n -  1,

0 0

Bit) = [MO] = 0 0 9

J o bo (0 -A -i(0 _

0 —1 0 0 . . . 0 0
0 0 - 1 0 . . . 0 0

CM = 0 0 0 0 . . . 0 -1

fio fi_î /*2 h ___ fin —2 fin-l
L an a1 «n an

où yk, к = 0 , n — 1 , sont des nombres réels.
Le polynôme caractéristique de A est de la forme ([1])

( - l)" / ln+  X  ( ~ l ) k ^ À k ;
k = 0

ses racines sont celles de l’équation (9). De là et du théorème 2 on obtient

n f  0 si к = 2 , . . ., n,
(12) lim vk(t) = (det A)~l £  Ajkf k{ 1) = < pm

7=i |^(det v4) 1-----  si к = 1.

Puisque det Л = /l0/a„ = a o / a n >  l’égalité (12) et la formule (11) nous donnent 
(10), ce qui termine la démonstration.
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3. Revenons maintenant au problème de sommation des séries. Dans la 
suite on suppose a ^  1. D’abord on va démontrer

L emme 2. Si f  est une fonction de classe C00 sur [r0, 1] alors

(13) Dl(G)f(r) = /( r )+  t  (1 ~ г Г В р(г, n)f»(r)
p=i

pour n = 1 ,2 , . . . ,  re[r0, 1] où Bp(r, n), p = 1, 2, ..., n, sont des fonctions de 
classe C00 sur [r0, 1[, continues sur [r0, 1] et Bn(r, n) = ri"=i0i(r)-

D ém o n stra tio n . Raisonnons par récurrence. Il est évident que la 
formule (13) est vraie pour n = 1. Supposons maintenant que (13) est vraie pour 
1 ^  n ^  k. Nous allons démontrer que (13) est satisfaite pour n = fc+1. 

D’après (1) et par hypothèse de récurrence

B Î+ ,( G ) / «  =  D Ï(G )f(r) +  0 - r r g t + l (r ) jr(Dk'(G)f(r))

= /W +  £  (1-гГВр(г,к)ГрЧг) + (1-гГдк+1(г)Г(г)
p= 1

-  Z  p ( l - r ) (p+1)a_1 gk+i(r)Bp(r, k ) f (p){r)
p=i

+  £  (1 - г Г +1»дк+Лг)В'р(г, fc)/«»(r)

+ Z  (1 -гГдк+Лг)вр̂ (г, к)Г”Цг)
p - 2

= /(Г)+ z ‘ (1 - г Г В р(г, k + l)/«"(r)
p = l

avec

Bk(r, k + 1) = Bx{r, k) + gk + 1{r ) -{ \ -r )a 'gu + ^ B ^ r ,  к) 

+ (1-гУдк+1{г)В\{г, к),

Bp{r, k + 1) = Bp{r, k) — ctp(l — r),xp~1gk + 1(r)Bp(r, к)

+ ( l - r Y g k + i(r)B'p{r, k) +Bp-i(r, k)gk + 1(r)

pour 2 ^  p ^  k et
it + i

Bk+i(r, /c+1) = Bk(r, /c)6fk+1(r) = П  0i(r)>

ce qui termine la démonstration du lemme 2.
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On peut démontrer une formule plus exacte, à savoir

Dn.(G)f(r) = f{r)+  £  ( 1 - г Г ( У  £  (1 n))/W(r)
p  =  1 i —  0 k =  0

où Aikp{r, n) sont de classe C°° sur [r0, 1] et A00„( 1, и) =

C o r o l l a ir e . On a

(14) Ha{n, G, F, r) = H(r) + £  (1 -  ' Г  Bpfr, И)Я<Р)(")
p = i

pour re[r0, 1[, où
00

(15) Щг) = H„(0, G, F, r)=  £ Л ( г Н .
k —  0

T h éo rèm e  4. Soient F une suite de fonctions f k, к — 0, 1 ,. . . ,  de classe C00 
sur [r0, 1] et G = {gt , g2, g„} un système de fonctions de classe C°° sur
0 0, 1]. Si

(a) l im ^ i- f k(r) = 1 pour к = 0 ,1 , . . . ,
(b) limk-+ + oûfkp)(r) = 0 pour r e [ r 0, 1[ et O ^ p ^ n ,
(c) S°= о \D”(G)(fk( r ) - fk + 1(r))\ ^  M(r0, n) pour re[r0, 1 [, où M(r0, n) est 

une constante strictement positive,
la méthode Aa(n, G, F) de sommation des séries est linéaire et régulière.

D ém o n stra tio n . Il est évident que la méthode Aa(n, G, F) est linéaire. 
Montrons qu’elle est régulière. D’après (a) et (13) on a

(d) l i m Dna(G)fk(r) = 1 pour к = 0, 1, ...,
donc limr^ ! - Dna{G)(fk( r ) - fk + 1{r)) = 0 pour к = 0, 1 ,... Par (b) et (13)

lim D"(G)/fc + 1(r) = O-
k~> + oo

et ensuite

£  D : ( G ) [ f „ ( r ) - f k + l (r)] =  0 :(G)/„(r).
k =  0

Alors, d’après (d)
00

lim 1 В Д ( / , ( г ) - / , (1(г))=1,
r_>1 k =  0

Compte tenu de (c) on voit que les hypothèses du théorème de Toeplitz ([10], p. 
74) sont remplies. Il en résulte que la méthode Aa(n, G, F) est régulière.

T h éo rèm e  5. Soit G =  {gx, g2, . •., gn} un système de fonctions de classe C00 
sur [r0, 1]. Supposons que gn(r) > 0 pour tout re[r0, 1]. Si une série est 
sommable, de somme s, d’après la méthode Aa(n, G, F) alors elle est sommable, de



Méthodes de sommation des séries 459

somme s, d’après la méthode Ал(п— 1, G, F).

D ém o n stra tio n . Soit ]Tufc une série sommable, de somme s, d’après la 
méthode Aa(n, G, F). On a lim,— !- H(n, G, F, r) = s. Posons

= Ша(п, G, F, r) pour r e [ r0, 1[,
{s pour r = 1.

La fonction p est donc continue sur [r0, 1] et par (3) la fonction и définie par 
u(r) = Ha(n — 1, G, F, r) pour r e [ r0, 1[ est une solution de l’équation

(16) (1 - r ) ag„{r)u'(r) + u(r) = p{r).

Posons l/gn(r) = a + ( l —r)h(r) où a = 1/^я(1) > 0 et h est une fonction con­
tinue sur [r0, 1] (cela est possible car gn(r) > 0 et gn est dérivable sur [r0, 1]). Il 
en résulte que l’équation (16) s’écrit

( l-r fu '(r )  + (a + (l-r)h(r))u(r) = p(r)/gn(r).

En appliquant le théorème 2 on a

lim u{r) = p(l) = s
r - *  1 -

et ensuite
lim Ha(n — 1, G, F, r) = s,

r-* î-

ce qui termine la démonstration.

R em arque. Le théorème 5 n’est pas vrai si 0 < a < 1. En effet, soit 
u(r) = exp(l— r)1-Œ avec 0 < a < 1. La fonction и est développable en série 
entière. Soit J^ukrk cette série. Il est évident que son rayon de convergence est 
égal à 1. Prenons comme F la suite définie par f k(r) = r*. Posons G = {p1}, où 
g^r) = 1/(1-a ). On а

00
Яа(0, G, F, r) = £  ukrk = u(r)-> 1

к = 0
lorsque r-> 1“ et donc la série k est sommable, de somme 1, d’après la 
méthode Aa(0, G, F).

En même temps cette série est sommable, de somme 0, d’après la méthode 
Aa(l, G, F). En effet, pour re [0 , 1[ on a

HA 1, g , F, r) = £  ( г*+(1-гГ — kr*-1 )U(1
k  = 0 \  1 oc J

= U(r )+ ( l- r )“- i - u '( r )  = 0.

Par conséquent Ня( 1, G, F, r)-^0 lorsque r-> 1~.



460 E. W a c h n ic k i

T h éo rèm e  6. Soit G = { g l5 g2, •••, 9„} un système de fonctions strictement 
positives et de classe C°° sur [r0, 1]. Une série Y,uk est sommable, de somme s, 
d’après la méthode Aa{n, G, F) si et seulement si

où H(r) est définie par (15).

D ém o n stra tio n . Supposons que est sommable, de somme s, 
d’après la méthode Aa{n, G, F). Du théorème 5 il résulte que est 
sommable, de somme s, d’après les méthodes Aa(p, G, F) pour
p = 0, 1, ..., n — 1. Il en résulte que Ha{p, G, F, r)->s quand r -> l“ pour
p = 0, 1 ,... ,и . Compte tenu de (14) on a successivement H(r)-+s et
(1 — г)раЯ(р)(г)->0 pour p = 1, ..., n lorsque r-> 1_ .

Réciproquement, les formules (17) et (14) entraînent la sommabilité de 
d’après la méthode Aa{n, G, F).

Soient maintenant deux systèmes G et G de fonctions gn et gn strictement 
positives et de classe C°° dans [r0, 1].

b
T h éo rèm e  7. Les méthodes Aa(n, G, F), Ax(n, G, F) sont équivalentes.

D ém o n stra tio n . Cela résulte de Яа(0, G, F, r) = Ha(0, G, F, r) = H(r) 
et du théorème 6.

C o r o l l a ir e . Les méthodes de sommation des séries considérées dans les 
notes [3], [6], [7], i.e.: la méthode n-harmonique, la méthode d’Abel d’ordre n et 
la méthode (A, n, p) sont équivalentes.

Soient a et f  deux nombres réels tels que а > fi > 1. On va comparer les 
méthodes AJn, G, F) et Ap{n, G, F).

T h éo rèm e  8. Si £ ик est sommable, de somme s, d’après la méthode 
Ap(n, G, F) alors elle est sommable, de somrpe s, d’après Aa(n, G, F).

D ém o n stra tio n . Soit £ u k une série sommable, de somme s, d’après la 
méthode Ap(n, G, F). En vertu du théorème 6

Puisque a — f  > 0 on a (1 — r)i(*-/J)->0 lorsque r-» l~  pour i = 1, ..., n. Par 
conséquent lim ^!- (1 — r)iaH(l)(r) = 0 pour i = l , . . . , n .  D’où, d’après le 
théorème 6, la série est sommable, de somme s, d’après AJn, G, F).

R em arque. La réciproque n’est pas vraie. En effet, considérons la 
fonction v définie par v(r) = (1 — r)sinl/(l — r) pour re [0 , 1[. Elle est 
développable en série entière. Soit cette série. Son rayon de convergence

(17)

pour i = 0, 
pour i = 1, ..., n.
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est égal à 1. Prenons G = {gx} où g^r) = 1 et la suite F définie par f k{r) = rk. 
La série ]Tufc est sommable, de somme zéro, d’après la méthode A2{1, G, F). En 
effet, pour r e [ 0, 1[ on a

OO
Я 2(1, G, F, r) = Y  (rk + (l — r)2krk~i)vk = r(r) + (l — r)2v'(r)

k = 0

= v(r) — (1 — r)u(r) + (l — r)cos— ----►O lorsque r-> 1_ .1 — r

En même temps

00 1 
H j(l, G, F, r) = Y  ( r k + { l—r)krk k)vk = u(r) + (l — r)v'{r) = cos-----

k = 0  r

pour re [0 , 1[, et par conséquent Y vk n’est Pas sommable d’après la méthode 
At { 1,G,F).

Dans la suite on supposera a = 1 et on notera Dn(G), A(n, G, F) et 
H(n, G, F, r) au lieu de D\(G), A^n ,  G, F) et H^n, G, F, r).

Soient F et F deux suites de fonctions f k et f k de classe C°° sur [r0, 1]. Soit 
Y,Uk une s®rie numérique. Supposons que les séries Y f^ P)(r)uk et Yj?kP\ r)uk, 
p = 0 ,1 , . . . ,  sont uniformément convergentes sur chaque intervalle 
l>o> ro < rt < 1. On va comparer les méthodes A(p, G, F) et A(n, G, F) 
où G est un certain système de fonctions gt de classe C00 et strictement positives 
dans [r0, 1]. On a le théorème suivant:

T h éo rèm e  9. Supposons que Y uk s°ü sommable, de somme s, d’après la 
méthode A(p, G, F), p e N et qu’il existe un système Q = {qx, ..., qn} de 
fonctions qt, de classe C00 sur l’intervalle [r0, 1], telles que

(i) qn(r) > 0 pour r e [ r 0, 1],
(ii) les nombres

Ф )  . i 1— pour i = 1, ..., n -1 ,  a n =  1, a0 = ——
ЧпО) 9A1)

vérifient l’hypothèse du théorème 3,
( i i i )  Dp(G)ft (r) =  D"(Q)fk(r) pour к =  0 ,  1 , . . .  où

D°(Q)L(r) =  Ш ,

&(Q)Â(r)= t  (1  - г ) ^ / г ) Л * ( г ) + Л ( г )
j =  1

pour i — 1, ..., n.

Alors Y uk est sommable, de somme s, d’après A(n, G, F).

16 — Comment. Math. 30.2
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D ém o n stra tio n . Soit Z X  une série sommable, de somme s, d’après la 
la méthode A(p, G, F). L’hypothèse (iii) nous donne

H(p, G, F, r) — £
k = 0

Puisque les séries ХЛ°(Г)М* sont uniformément convergentes sur [r0, r j ,  
r0 < r t < 1, pour i = 0, 1 , donc

H(p, G, F, r) = £  f k(r)uk+ £  ( l - r ) J^.(r) £  7/FXK
k = 0 j=1 fc = 0

= Я(г)+ X (1— 4j(r)H(J)(r)
j =i

pour r e [ r0, 1[ où H(r) = Z®=o/*(rK- Posons

[Я(р, G, F, r) pour r e [ r0, 1[,
I s pour r = 1.

Alors w est continue sur [r0, 1] et H est une solution de

w(r) =

avec

Z  C1 - r ) Ja fflu e r )  = a0(r)w(r)
j= i

ai(r) = pour i = 1, ..., n - 1, a„(r) = 1, a0(r) = 1
9.W ^  ""v/ *’ "ÜV/ dn(r)

pour re  [r0, 1]. D’après le théorème 3 on obtient alors

H m (l—r)W (r )  = £  P°Ur j  = °’
r - 1 - (0 pour j  = 1 , n.

Par le théorème 6 la série Z X  est sommable, de somme s, d’après la méthode 
A(n, G, F).
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