J. MEDER (Szczecin)

Zastosowanie twierdzenia Mazura o mnoznikach uzbieznia-
jacych do ciagéw limitowalnych metoda Eulera i Knoppa

W pracy tej zajmuje sie zagadnieniem, ktére nalezy do ogélnego
problemu: Kiedy, przy danym ciggu {c,} i dowolnym ciagu {u,}, limito-

walnym pewna metoda, szereg D c,u, jest zbiezny? Dla metody pierwszych
Nn=0

§rednich Cesaro problem ten rozwigzat W. Orlicz [2]. Celem mej pracy
jest zbadanie tego problemu dla metody Eulera i Knoppa. Obie powyzsze
metody naleza do typu metod normalnych, dla ktérych ogélne rozwig-
zanie zagadnienia podat 8. Mazur ([1], str. 602, twierdzenie ITII).

Poczytuje sobie za mily obowigzek ztozyé na tym miejscu wyrazy po-
dziegkowania Profesorowi Wiadystawowi Orliczowi i Docentowi Leonowi
Je§manowiczowi, ktérzy te prace przejrzeli i ktérych cenne uwagi wy-
korzystatem.

Rozwazmy nieskonczony uklad réwnan liniowych

Yo = Qgo%y,

Yy = GyoTp+a1; %4,
Yn = Ong Lo+ Oy By« + 4 Oy B

Przy zalozeniu a,, # 0 (n=0,1,2,...) uklad (U) ma dla kazdego ciagu
lyn} dokladnie jedno rozwiazanie. W dalszym ciagu przez {é,,,) bedziemy
oznaczali rozwigzanie ukladu dla

Yo =1 (n=0,1,2,..),
a przez |{&,.| rozwiazanie ukladu, gdy

1 dla #» =m (m dane),
y'n-'_O dla n #m.
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Oczywidcie ,
' Eum =0 dla n<<m.

Oznaczmy przez A macierz glowng ukladu (U).

DEFINICIA 1. Jezeli przy pewnym ciggu {un} istnieje taka liczba

skonezona , ze
n

Lim 2, Ao Uy = U,
B0 0

1)

to powiadamy, ze ciag ju,} jest Izmztowalno/ do w metodg A, lub krocej:
A-limitowalny do u.
TWIERDZENIE MAZURA (zob. [1]). Na to, by dla danego ciggu |c,!

i dla kaidego ciggu {u,) A-limitowalnego szereg > 'c,u, byt zbiesny, potrzeba

nN=0
i wystarcza, by
1. szereg D 0,&, byl zbiesny,
n=0

’ 00
2. prey ustalonym m (m = 0,1,...) katdy z szeregow D c,énn byl
Nn=0

zbieiny,
3. istniala taka liczba rzeczywista dodatnia K, ze

n -7

Z! Z 5,+,,,o,+,c}< K dia n=0,1,2,.

r=0 k=0

DEFINICIA 2. Ciag {u,| nazywa si¢ limitowalny do w metodq Bulera
i Knoppa rz¢du q > 0, lub krécej: metodg (E,q), jezeli istnieje taka skon-

czona liczba wu, ze
n

1 n n—k ' ‘
im ——- Up = U. '

poses (1) 2 ( )q ¢
Oznaczmy

1 n : S
(1) a’nk"——"w( )q”‘k (k=0,1,2,...,n; 'n=0,1.,2.,...).

Wykazemy wpierw, ze dla tej metody zachodza wzo‘ry'

£, =1 (n=0,1,2,..)

1 m
w= = () s m.

(2)
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Wzér pierwszy wynika wprost z definicji {&,} i ze gzoru (1). Dla
wykazania prawdziwoéci wzoru drugiego wyprowadzimy najpierw wzér
Ngl—-m

S )

(n = m > 0; n, m catkowite). -
0t6z dla » = m, j#] < 1 mamy

x[m+Ek . 1
,;H) ( b )””k’ At

oo nt1
n+1 ko n+1 K ntl,
3003t -
gtad
- m-+k - n4+1\ , o n—m\ ,
2N 20
k=0 : k=0 =0
alb
i o - m-+p\ [n+1 o (n—m
D ko - k
%[g(f”( P )(k—p)]m —g( k )m

Por6wnujac wspélezynniki przy #"~™*+!, wystepujace w obu powyzszych
szeregach, otrzymamy wzér (3).

Udowodnimy teraz drugi ze WZOr6wW (2). Jezeli n = m, to wobec
tego, ze &, = 0 dla k¥ < m, m-te réwnanie ukltadu (U) redukuje sie do
ré6wnania apmémm = 1, skad wobec (1) otrzymujemy &, = (¢+1)", a wiec
wzér jest prawdziwy dla n = m. Zalézmy teraz, Ze jest on prawdziwy dla
pewnego n > m. Wykazemy jego prawdziwo$¢ dla n+1. 1 tak, z definicji
ciagu |&um} wynika, ze

n,+1—mb

Z Oni1mipEmipm =0,

P=0

a wiec na moey (1) i zalozonej prawdziwosei wzoru dla = > m mamy

g+ (q_ﬂ) y’ (—1) (m—;p) (n+1) +Enaim = 0.

q - m-+p

=0
Ale na mocy (3)
n—-m

m-+4p\ (n+1 _qynti-m n+1) '
Z(_l)p( p )(m+p) H=D ( m )"0’

p=0



332 J. Meder

wobec tego o

| mfn 1\ g1\ ,
—(=1m ( m )(-‘l_r) ¢ tbapim =0,
skad ostatecznie
g . , 1\ (g4-1\"
1w = (—1 Atl-m nt )(-——-—q ) .
5 +1,m ( ) ( m q

Przez indukeje wnosimy, ze drugi ze wzoréw (2) jest prawdziwy
dla wszelkich n = m.

TWIERDZENIE. Niech {u,} bedzie ciagiem limitowalnym metodg (E, g),

o <]
q > 0. Warunkiem koniecznym zbiesmosci szeregu D) c,u, jest
N=0

(4) | Hm Vje,] < 1/(24+1),

N—>00

a dostatecznym

() Bim §/je,] < 1/(2g+1).

Dowéd. W dowodzie dostatecznosei oprzemy si¢ na zalozeniach
1-3 twierdzenia Mazura, a dla wykazania warunku (4) — na znanych

wlasnoéciach szeregéw potegowych.
Z uwagi na wzory (2) zatozenia twierdzenia Mazura przyblor@ dla me-

tody (£, q) postaé nastepujacy:

1. Szereg Zc,, jest zbiesny.

N=0

=]
2'. Kasdy z szeregow Z( —1)" (n)q”c,, jest zbiesmy praym = 0,1, 2, ...
m
N="m

n n-r

g r+k ' .
&3 Zo’,g(_l)k( , )qk(q+l)r6r+k;<K9 n. = 0,1,2,.-.

=

Z (5) wynika, ze warunki 1’ i 2’ sg spelnione. Wykazemy, ze i warunek 3’
jest spelniony. Zauwazmy najpierw, ze

. 7-+k) Qk o r-}—k q k__(Zq-f—l)r'H
( r (2q+1)"<’§( r )(2q+1) o1/
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Mamy stad

SR r+k ,
SIZ (e

RN T+k q k r k
= Z %0 ( r )(éq—-ﬁ) (g+1)(2¢+1)"ler k] <

<

r=0
{‘(2_9_“3)”1 1) 1)* -

<h§{f ps IRCEACT AR NN
2g+1 {1\ - 2¢+1 \7 | ‘

e 2q-+1)+*le, — 2q-+1)e] <
11 2 g( g+ el =~ 2 é( g+1)"lex]
20+1 v 1 il
L N k+1eg+1 e

g1 Ly (rF1)

k=r

Ale przy zalozeniu (5) szereg Z()Yc—+—1)2(2‘q+1)"0;c jest zbiezny, gdyz
. k=0

i /(e 1720+ 1Fa] = (2g+1) lim VG 17 Tadl < (20+1) 5y = 1.

29+1
Mamy wiege
k
(H )Q"(q—H) cmcl
2g-+1 1 |
qq+1 (r+1)224 (b-1X2g+ 1) el = K (n=0,1,2,...).

Warunek 3’ jest wiee spelniony. Udowodnili§my tym samym drugg czesé
twierdzenia.
Udowodnimy obecnie, ze jezeli

1
hm Cpl > ———

im jes| > oy
to istnieje taki ciag {u,| limitowalny (E q), q > 0, ze szereg chu,‘ jest
rozbiezny. Przypuéémy, ze n=0

1 1
2**_;1 < 11m]/|cn| < "':1“
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Wtedy istnialaby taka liczba 0 < ¢ < 1, ze
—_— 1

6) im Ve = —-——.

( lim /je,| e

Obierzmy teraz takg liczbe 7, by 0 < e <9 < 1, i przyjmijmy

Uy = (—1)"[(1+n)g-+1T"

Ciag |u.} jest limitowalny metoda (E,q) do zera. Mamy bowiem

o Z( ) ¢ (1P +1T =

ng+1\"

L e S (o I

1
(¢+1)"
Utwérzmy szereg

oo

D(=1)"[(A+y)g+1TC,.

n=0

Szereg ten jest rozbiezny, gdyz w przeciwnym razie szereg potegowy

- - 57 fa

bylby dla |z] < (1+%)¢+1 bezwzglednie zbiezny. Tymczasem to ]est
niemozliwe, bo gdyby wybraé & tak, by ,

(8) ' t<e<é<n<l,
to szereg (7) bylby bezwzglednie zbiezny dla |z| = (1+ §)¢+1, wbrew
nier6wnofei : ,

(1+£)g+1
(1+e)g+1

wynikajacej z (6) i (8). Stad wynika, ze jezeli

Jim lim ¥/ [e,| [(1+ &) g+1T" =

’

-1
hm Viea > o CVRRE,
to lstme]q takie ciggi {un} limitowalne metodad (#,q),q9 >0, ze szereg

Zc,,u,, ]est rozbiezny; dowodzi to prawdmwoém pierwszej czeSci tW1er-
n=0

dzenia. -

Twierdzenie nasze zostalo tym samym udowodnione w zupemhogei.
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Prace cytowane

(1} 8. Mazur, Uber lineare Limitierungsverfahren, Math. Zeit. 28 (1928), str. 602.
[2] W. Orlicz, Zur allgemeinen Limitierungstheorie, The Tohdku \Iathelnatlcal
Journal 26 (1926), str. 233-237.

10. Megee (Ilrerun)

[IPUMEHEHUE TEOPEMBI MA3YPA O MHOMUTEJIAX YCTPEMJAIOUIUM
K TIOCJHEOOBATEJbHOCTAM JUMUTUPYEMBIM METOﬁOFI
INIEPA- KHOIIIA

PESIOME

B crarbe jgokasaHo TeopeMy aHAJOTHYHYI0O TOH, koTopylo Hokasan B. Opaunu
ans meropga llesapa B cratbe [2].

HazosemM moOCIeA0BATENBHOCTH {un} ITUMMTHPYeMOif K 3HAUeHMIO ¥ METONOM
Dinepa- Kuonna mopsagka ¢ > 0 uau xopoue aumutupyemou (E, ¢q) ® u, ecan cyme-

CTByeT Takoe ROHeYHO€e YUCIO0 U, 4TO
n

1 n
lim ——— "~kuy = u.
neses @+ 1)”,%: (k)‘-’ =

o . .
TEOPEMA. [[as cxodumocmu pada D Cpin, npudem {cn} — gadannan nocaedosa-
. n=0
meabHoCcmb, 4 {un} — npouzeoavnas nocaedosamearnocmv aumumupyemas (E. q) (npu
g > 0). yeaosue
—
) lim V/len] < 1/(2g+1)

n—>o0

aeagemMes Heobrodumuvim, 4 Ycaosue

2) ' fim Vieal < l/(2q+l
n—>00
docmamourvim.

Teopema 9Ta joxasaHa HA OCHOBAHHU JOCTATOUIIOro ycaoBudA Teopemb G. Masypa
([1], cTp. 602, Teopema TII) m Ha oCHOBAHUN M3BECTHOU TEeOPEeMBI C TEOPUM CTeMeHHBIX
PADOB. ’

J. MEDER (Szczecin)

APPLICATION OF MAZUR’S THEOREM ON CONVERGENCE MULTIPLIERS
TO SEQUENCES LIMITABLE BY THE EULER-KNOPP METHOD

SUMMARY

The author proves an analogical theorem to that proved by W. Orlicz for the
method of Cesaro (in the paper [2]).

A sequence {uy,} is said to be limitable to a value « by the Euler-Knopp method
of the order ¢ > 0, or, shortly, (K, q)-limitable to u, if there exists a finite number

w such that
n

lizn q+l“2( ) =K gy = u.

k=9
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N [>9)
THEOREM. For the convergence of the series > cpily, in which {cn} denotes the gi-
n=>0
ven sequence and {un} denotes an arbitrary (E, q)-limitable sequence (for q > 0),. the
condition

M lim Vjeal < 1/(24+1)
is necessary, and the condition
2) lim Venl < 1/(2g+1)

. n—>oo
" is sufficient.

The author proves this theorem basing himself on the sufficient condition of
8. Mazur’s theorem ([1], Satz IIT, p. 602) and on a known theorem concerning the
theory of power series.
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