
J. Meder (Szczecin) «
Zastosowanie twierdzenia Mazura o mnożnikach uzbieżnia- 

jących do ciągów limitowalnych metodą Eulera i Knoppa

W pracy tej zajmuję się zagadnieniem, które należy do ogólnego
problemu: Kiedy, przy danym ciągu \cn\ i dowolnym ciągu |ww}, limito-

00

walnym pewną metodą, szereg ]?cnun jest zbieżny? Dla metody pierwszych
n =o

średnich Cesaro problem ten rozwiązał W. Orlicz [2]. Celem mej pracy 
jest zbadanie tego problemu dla metody Eulera i Knoppa. Obie powyższe 
metody należą do typu metod normalnych, dla których ogólne rozwią­
zanie zagadnienia podał S. Mazur ([1], str. 602, twierdzenie III).

Poczytuję sobie za miły obowiązek złożyć na tym miejscu wyrazy po­
dziękowania Profesorowi Władysławowi Orliczowi i Docentowi Leonowi 
Jeśmanowiczowi, którzy tę pracę przejrzeli i których cenne uwagi wy­
korzystałem.

Rozważmy nieskończony układ równań liniowych

(U)

У o — Яоо«о>

У i =  aio®o+«u®ij

Уп   «W Ч  +  ̂ nl ~t~ • • • “f" &пп 1

Przy założeniu апп Ф 0 {п— 0 , 1 , 2 , . . . )  układ (U) ma dla każdego ciągu 
jyn] dokładnie jedno rozwiązanie. W dalszym ciągu przez | £n) będziemy 
oznaczali rozwiązanie układu dla

Уп =  1 {ф  =  b , l , 2 , . . . ) ,  

a przez \ęnm\ rozwiązanie układu, gdy

1 dla n — m (m dane),
0 dla n Ф m.У.П ~
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Oczywiście
ł-nm =  o dla n <  m.

Oznaczmy przez A  macierz główną układu (U).
Definicja 1. Jeżeli przy pewnym ciągu \unj istnieje taka liczba 

skończona u, że
П

lim ] ? a nmum =  u, *
»-*-00 ffî O

to powiadamy, że ciąg \un\ jest limitowalny do u metodą A, lub krócej: 
A-limitowalny do u.

Twierdzenie Mazura (zob. [1]). Na to, by dla danego ciągu \cnj
oo

i dla każdego ciągu \un\ A-limitowalnego szereg ]?cnun był zbieżny, potrzeba
■№ = 0

i wystarcza, by
00

1. szereg У cnSn był zbieżny,
n=0

2. przy ustalonym m {m =  0 , 1 , 

zbieżny,

00
każdy z szeregów ]?cn£nm był

w. =  0

3. istniała taka liczba rzeczywista dodatnia K, że
n n—r

I j y  £r+k,r@r+k I <~-* dla n 0 , 1, 2 , ...
r= 0  k-= O

Definicja 2. Ciąg \un\ nazywa się limitowalny do u metodą Eulera 
i Knoppa rzędu q >  O, lub krócej: metodą (E,q), jeżeli istnieje taka skoń­
czona liczba u, że

lim
П-+00

1
( q + 1Г

=  u.

Oznaczmy

(1)
1

ttnk"  (7+ iy
jn—k (к — 0 , 1 , 2 , n =  0 , 1 , 2 ,.. .).

Wykażemy wpierw, że dla tej metody zachodzą wzory

(2 )
in — 1 (w — 0 , 1 , 2 , . . . )

(n >  m).
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Wzór pierwszy wynika wprost z definicji ||№} i ze jęzora (1). Dla 
wykazania prawdziwości wzoru drugiego wyprowadzimy najpierw wzór

Porównując współczynniki przy xn~m+1, występujące w obu powyższych 
szeregach, otrzymamy wzór (3).

Udowodnimy teraz drugi ze wzorów (2). Jeżeli n =  m, to wobec 
tego, że £кт =  0 dla к <  m, m-te równanie układu (U) redukuje się do 
równania =  1 , skąd wobec (1) otrzymujemy |mm =  (ę-j-l)m, a więc
wzór jest prawdziwy dla n =  m. Załóżmy teraz, że jest on prawdziwy dla 
pewnego n >  m. Wykażemy jego prawdziwość dla n+1. I tak, z definicji 
ciągu ||wmJ wynika, że

a więc na mocy (1) i założonej prawdziwości wzoru dla n >  m mamy

(3)

(n ^  m ^  0 ; n, m całkowite). *
Otóż dla n >  m, \x\ < 1  mamy

stąd

albo

Je.

. n—m

Ale na mocy (3)(3)
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wobec tego «

( - 1)n+l — m('i'K'r)-~ »+ l
'n+l,m 0 ,

skąd ostatecznie

Przez indukcję wnosimy, że drugi ze wzorów (2) jest prawdziwy 
dla wszelkich n >  m .

T w i e r d z e n i e . Niech \un\ będzie ciągiem limitowalnym metodą (E, q),
00

q >  0. Warunkiem koniecznym zbieżności szeregu £ c nun jest
0

------П,~.....
(4) lim ]/\cn\ <  l / ( 2g + l ) ,

n—>00

a dostatecznym

(5) “ “ V 'K IC  l/(29 +  l) .

Dowód. W dowodzie dostateczności oprzemy się na założeniach 
1-3 twierdzenia Mazura, a dla wykazania warunku (4) — na znanych 
własnościach szeregów potęgowych.

Z uwagi na wzory (2) założenia twierdzenia Mazura przybiorą dla me­
tody (i?, q) postać następującą:

OO
1'. Szereg ^  cn jest zbieżny.

n=0
00

2'. Każdy z szeregów ^ ( — 1 )n | J qncn jest zbieżny przy m =  0 ,1 ,2 ,
n = m  \Ш/

n n—r

3'- i ~ 1)k{r ~t1C)9h('l+1)re'+i \< K ’ ® =  0 , 1 , 2 , . . .
<•__A 7*__л  ' •r= 0  fc= 0

Z (5) wynika, że warunki 1' i 2' są spełnione. Wykażemy, że i warunek 3' 
jest spełniony. Zauważmy najpierw, że

I r + k Y qk V  lr+k\ i q \fc =  /2g + l \r+1 
\ r ) ( 2 q + l )k Z j \ r j\ 2 q + lj \ q + l )  '
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Mamy stąd
n n—r

'r+k
r= 0  fc=0

П n~r b

< Z E ( t Ш  ,*+,ra*+1|‘l‘ -'-=r=0 fc=O ' ' ' * '
n n—r

<12  Fri <«+1)'̂ +1)‘M =
#•«0 '

n f* W n

*  r= 0  fc=0 r « 0  fc=r

w «.

*  1 r=0 v ’  k = r

Ale przy założeniu (5) szereg ^ ( h + l ) 2(2q-\-l)kck jest zbieżny, gdyż
fc=o

<

lim ]/(k+Xf(2q +  lf\ck\ =  (2?+ l )  Шп]/(*:+1)гЫ  <  (2q +  X)— -  =  1.
к—>oo k—>oo у *

Mamy więc
rt n— r

r=0 &=0
<

oo oo

< W 2 v h 2 {,e+ l^ +1)kM <*=°>1>2--)-
*  1 r= 0  V 7 fc= 0

Warunek 3' jest więc spełniony. Udowodniliśmy tym samym drugą część 
twierdzenia.

Udowodnimy obecnie, że jeżeli

lim \/\cn\ >
n—X»

1
2g + i ’

to istnieje taki ciąg [un\ limitowalny {E, q), q >  O, że szereg £  cnun jest 
rozbieżny. Przypuśćmy, że 71=0
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Wtedy istniałaby taka liczba O <  e <  1, że

lim У \cn\ =  1
n—>oo

(6 )
(l+ e )a + l

Obierzmy teraz taką liczbę ty, by 0 <  e <  77 <  1, i przyjmijmy

(-lf[(l+>7)<Z+ir.
Ciąg \un\ jest limitowalny metodą (E, q) do zera. Mamy bowiem

iqh r t 0 ^ i n { i + 4 ) t + i T

=  gdy » - « .

Utwórzmy szereg
00

^ ( ~ 1 ) п[ (1 + П)д+1Теп.
№ = O

Szereg ten jest rozbieżny, gdyż w przeciwnym razie szereg potęgowy
00

(7) £ c nxn
n = o  -

byłby dla \x\ <  ( l+??)2+ l  bezwzględnie zbieżny. Tymczasem to jest 
niemożliwe, bo gdyby wybrać £ tak, by

(8) ' 0 < £ < £ < ? 7< 1 ,

to szereg (7) byłby bezwzględnie zbieżny dla \oc\ =  (1+  £)ę-fl,  wbrew 
nierówności

iim v ^K I[(l+g )g +ir =  >  X’n—их) (l + £)2 + l
wynikającej z (6) i (8). Stąd wynika, że jeżeli

lim У\сп\ >
n—и»

' 1 
22+1 ’

to istnieją takie ciągi \un), limitowalne metodą ( E , q ) , q >  O, że szereg 
°0

cnun jest rozbieżny; dowodzi to prawdziwości pierwszej części twier-
n=Q
dzenia.

Twierdzenie nasze zostało tym saibym udowodnione w zupełności.
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Ю .  М Е Д Е Р  ( Ш т е т и н )

ПРИМЕНЕНИЕ ТЕОРЕМЫ МАЗУРА О МНОЖИТЕЛЯХ УСТРЕМЛЯЮЩИМ 
К ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЯМ ЛИМИТИРУЕМЫМ МЕТОДОЙ 

ЭЙЛЕРА-КНОППА
Р Е З Ю М Е

В статье доказано теорему аналогичную той, которую доказал В. Орлич 
для метода Цезара в статье [2].

Назовем последовательность {и»} лимитируемой к значению и методом 
Эйлера-Кноппа порядка q >  0 или короче лимитируемой (Е , q) к и, если суще­
ствует такое конечное число и, что

lim
п—уоо

— и.

о о

Т Е О Р Е М А .  Д л я  с х о д и м о с т и  р я д а  с п и п , п р и ч е м  [ с п \ —  з а д а н н а я  п о с л е д о в а -
п=о

т е л ь н о с т ь ,  а  | г % }  —  п р о и з в о л ь н а я  п о с л е д о в а т е л н о с т ъ  л и м и т и р у е м а я  ( Е ,  q )  ( п р и  

q >  0 ) ,  у с л о в и е

(I) Ищ |/|cn| <  1/ ( 2 д +  1)
п—*00

я в л я е т с я  н е о б х о д и м ы м ,  а  у с л о в и е

(2 ) lim j/|cn| <  L/(2 g +  l)
п—>-00

д о с т а т о ч н ы м .

Теорема эта доказана на основании достаточного условия теоремы С. Мазура 
([1 ], стр. 602, теорема III) и на основании известной теоремы с теории степенных 
рядов.

J. M e d e r  (Szczecin)

APPLICATION OF MAZUR’S THEOREM ON CONVERGENCE MULTIPLIERS 
TO SEQUENCES LIMITABLE BY THE EULER-KNOPP METHOD

S U M M A R Y

The author proves an analogical theorem to that proved by W. Orlicz for the 
method of Cesaro (in the paper [2]).

A sequence \un\ is said to be limitable to a value и by the Euler-Knopp method 
of the oTder q  >  0 , or, shortly, ( E , q)-limitable to u ,  if there exists a finite number 
и such that
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СО
Theorem. F or the convergence of the series cnun , in which {cM| denotes the gi-

n=o
ven sequence and { denotes an arbitrary ( F , q)-limitable sequence (for q >  0), the 
condUiov

(1) lim ]/\cn\ ^  1/(2^ 4-1)
П-КХЗ

is necessary, and the condition

(2) lim j / \cn\ <  l/(2q +  l)
9 n-*co

is sufficient.
The author proves this theorem basing himself on the sufficient condition of

S. Mazur’s theorem ([1], Satz ITT, p. 602) and on a known theorem concerning the 
theory of power series.
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