
R . K e a s n o d ę b s k i  (W rocław )

Niezmienniki różniczkowe krzywej 
w przestrzeni symplektycznej

Przedmiotem tej pracy jest wyznaczenie niezmienników różniczko­
wych krzywej 2r-wymiarowej przestrzeni symplektycznej G2r. W ustępie 
1 wprowadzimy oznaczenia i definicje, którymi w dalszym ciągu będziemy 
się posługiwali, w ustępie 2 określimy luk krzywej w przestrzeni G2r oraz 
podamy metodę tworzenia niezmienników za pomocą pochodnych współ­
rzędnych punktu krzywej. Ustęp 3 poświęcony jest dowodowi pewnego 
twierdzenia pomocniczego, a ustęp 4 wyznaczeniu niezmienników podsta­
wowych, z których za pomocą różniczkowania względem łuku można 
otrzymać każdy niezmiennik krzywej. W ustępie 5 dowodzi się, że nie­
zmienniki podstawowe określają krzywą.

1. Zakładamy, że przestrzeń G2r odniesiona jest do układu symplek- 
tycznego, jej forma podstawowa ma więc postać

Г
Q =  £  [®У+<].

г =  1

Na symplektyczny iloczyn skalarny dwóch wektorów 03^^), Я}2(х2) (г) 
mamy więc wzór

Г
(i) о с ® , ,® ,]  =  У  (oĄ4+h- ^ +h4)-,

h=i

iloczyn ten jest niezmiennikiem pary wektorów 031, <332 względem prze­
kształceń grupy symplektycznej Sp2r • W dalszym ciągu iloczyn ten będzie-

Г
my oznaczali symbolem ^\jĄx2+h']. Jeżeli w G2r dana jest pewna rodzina

wektorów, to ich iloczyny skalarne tworzą pełny układ niezmienników 
rodziny ([1], str. 118); jeżeli więc między wektorami dwóch rodzin można 
ustalić taką odpowiedniość, ażeby iloczyny skalarne odpowiadających

(vj Wskaźniki greckie przebiegają stale wartości od 1 do 2r, a wskaźniki łaciń­
skie od l do r.
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par były równe, to te rodziny są równoważne względem przekształceń 
należących do grupy Sp2r.

2. Mech będzie dana krzywa &{#“(/)} przestrzeni G2r; zakładamy, 
że funkcje xa(t) należą do klasy C2r+1 w pewnym przedziale (a, b) zmien­
nej t. Utwórzmy wyrażenie

Г
dxx d2xr+i 
dt d f ]=  E(t).

Jeżeli w miejsce parametru t wprowadzimy nowy parametr s =  s(t), to 

I dx% d2xr+ г
2 1i=1 1 dt dt2

- 1 dsY \ \ dxi d2°°r+i
dt J 2Li I ds ds2

i = 1

Parametr s wybierzemy tak, by

dxi d2xr+i
(2)

<=i 1 ds ds2
1 .

Wystarczy w tym celu przyjąó ds/dt =  [.R(<)]1/s. Tak dobrany parametr 
będziemy nazywać lukiem krzywej Й. Łuk krzywej możemy określić 
oczywiście tylko wtedy, gdy R(t) Ф 0. W dalszym ciągu, mówiąc o krzy­
wych, będziemy zakładać, że ten warunek jest spełniony. Pochodną 
względem s będziemy oznaczali za pomocą kropki: x,a =  dxa/ds.

Z każdym punktem krzywej 54(s) jest związany ciąg wektorów
(*) ar*
Zgodnie z tym, co zostało powiedziane wyżej, jedynymi niezmiennikami 
układu ciągu tych wektorów są ich symplektyczne iloczyny skalarne. 
Aby utworzyć jakiś niezmiennik, wybieramy dwa różne wektory z ciągu 
(*) i tworzymy ich iloczyn zgodnie ze wzorem (1). Rządem niezmiennika 
będziemy nazywali najwyższy rząd pochodnej występującej w niezmien­
niku; tę pochodną będziemy pisali na drugim miejscu. Oznaczając nie­
zmienniki rzędu к przez K h[k (Ji <  k) mamy

(3) K.
y i  I d V  dkxr+i I 

2 j [ lu F  dsk J ’k\k h — 1 , 2 , . . . ,  Ze —1,

Na przykład każda krzywa przestrzeni G^ ma następujące niezmienniki 
rzędu trzeciego:

г r
г 1!5 =  =

i  =  l  i = 1

Z równości (2) wynika, że niezmiennik К Ц2 ma wartość 1. Jeżeli tę rów­
ność zróżniczkujemy, otrzymamy К ц3 =  0 .
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Jest oczywiste, że niezmienniki, w których występują pochodne róż­
nych rzędów, są algebraicznie niezależne. Łatwo jednak zauważyć, że 
niektóre niezmienniki są pochodnymi innych, na przykład K2]4l — K ‘2[3.

3. Powstaje pytanie, czy wśród niezmienników К 1цк istnieje skoń­
czony układ niezmienników, z których za pomocą różniczkowania i ’ ope­
racji algebraicznych można otrzymać wszystkie inne. Pozytywna odpo­
wiedź na to pytanie jest zawarta w twierdzeniu II. Na razie udowodnimy 
twierdzenie następujące:

T w ie r d ze n ie  I. Niezmienniki różniczkowe K h[k (k >  .3) określone 
wzorem (3) krzywej $ (s) w przestrzeni symplektycznej Q2r wyrażają się za 
pomocą niezmienników Ką_1|8 (q <  k) i ich pochodnych wzorem

(4)

К h\k
2>=1

-1)23-1
h—p
- 1

jflJc-h— 223+1) XL Л+ 23— 1|Л+23 >

m Г k—h-\-1
L 2 ] h =  1 , 2 , . . . ,  к—1 ,

gdzie (k—h ~ 2 p Jr l) oznacza rząd pochodnej.
Uwaga. Eząd pochodnej jest co najmniej równy zeru. Istotnie, 

przy ustalonych wskaźnikach h i к wartość k—h—2p-\-l jest największa, 
gdy p =  m. Łatwym rachunkiem można sprawdzić, że jeżeli różnica 
k—h jest liczbą parzystą, to k — h—2m +  l  =  1 , a jeżeli jest nieparzystą, 
to k—h—2mJrl  — 0.

Wzór (4) udowodnimy indukcyjnie. Bezpośrednim rachunkiem łatwo 
sprawdzić, że jest on prawdziwy dla к =  3. Załóżmy, że wzór jest praw­
dziwy dla pewnego к ; udowodnimy, że niezmiennik rzędu &+1 wyraża 
się wzorem

(6)

m
K h]h+l =  у 

2>=1

9?* 1
^ 

5s- jr{k-h-223+2) — 1 1 ^h+p-l]h+p 2

\k—h-\-21
h = 1 , 2 , . . . ,  fc,m — 2 J>

który otrzymuje się z (4) zamieniając w tym ostatnim к na k + 1.
Obliczmy pochodną niezmiennika Kh{k. Jest Кщк =  Кк+цк-\-Кщк+1,

czyli

(в) Nh\k+1 — Kk\h -K-h+i\k •
W przypadku gdy h + l  — k, ]estK h+l{k =  0; wynika to z definicji niezmien­
nika Кщ  i jest zgodne ze wzorem (4). Z drugiej strony, obliczając pochodną
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z prawej strony wzoru (4) mamy

(7)

m

Я »  =  ^  < - i r ’
P=1

fk —h + l l

natomiast
2  J* й =  1, 2 ,

г>+„* =
P i = i  '

- Л - P i - l V  
Pi- 1  /

[Tc—hl

” ■ = Г П ’ h =  1 , 2 , . . . ,  fc—1

Dokonując podstawienia px =  p —1, możemy wzór (8) napisać inaczej, 
a mianowicie

Ik—h—p\ ,, .
<»> -  Д  <- i ) " (  j , _ 2 )

Rozważymy dwa przypadki.
Przypadek  1. L i c z b a & jest parzysta. W tym przypadku m — mx. 

Mamy więc, na mocy (7) i (9),

K ’h\k— Kh+i\k —
(k—h —1\ Д- o Hm+ 2/ p = 2 [ ( “ 7

+  ( - l ) W

^ ( - i y
P=1

A?—h—pĄ-l 
P - 1

j7 -(k —h — 2 p + 2 )  -“ •ft+p-llft+p ?

Ik—h—p'
+ ( P - 3  ,

jk-~h —m—1 
 ̂ w —1

m2 =  m+1

W ostatniej równości skorzystaliśmy z następującego znanego wzoru:

oraz z tego, że

Jc—h—p\ lk—h—p\ _  /fc—h—p+l\ 
p — 1 / l p —2 / ~  \ p —1 /

lk—h—m— 
\ m—1

k—h—m) 
m , 1 ,

albowiem к—Ъ — 2m.
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P rzypadek  2. Liczba k—h jest nieparzysta. W tym przypadku 
m1 =  w —1. Mamy więc z (7) i (9):

Kh\k -K-h+l\k

k -h -
0 Pe2

— Л-2Р+2)1| h+p

k - h - p + 1
•p-1  ,

Tr(k-h-2p+2) 
л*-к+р—1\Ъ,+р j m =  wx+ l  =

k -h + 2
2

W obu przypadkach wzór (5) jest prawdziwy na mocy (6). Tym samym 
twierdzenie zostało ndowodnione.

4. Podstawowymi niezmiennikami różniczkowymi krzywej nazywamy 
takie niezmienniki, z których za pomocą różniczkowania i operacji alge­
braicznych można otrzymać wszystkie inne niezmienniki różniczkowe. 
Niezmienników podstawowych wystarczy oczywiście szukać wśród nie­
zmienników Ką_1{ą. Zachodzi pytanie, jaki jest najwyższy rząd q niezmien­
ników podstawowych. Odpowiedź na to pytanie jest sformułowana na 
końcu niniejszej pracy jako twierdzenie II.

Oprócz niezmienników Кцк dogodnie jest wprowadzić niezmiennik 
rzędu 2r. Utwórzmy macierz

dxl .. . dxr dxr+1 ... dcłr

drxl . .. drxr d V +1 .. ćTołr
dr+1x1 ... < r+v <r+V+1. ..«Г+’ж2’-

d2rxl . .. d2V d2rxr+1 .. . < fV

gdzie zamiast pochodnych dfV/ds*, dla uproszczenia, zostały napisane 
różniczki d V . Macierzą z nią sprzężoną ([1], str. 79) jest macierz

<T+V+1.. . dr+1x2r —<T+V  .. . -< r +v

<г"У+1 .. d V - < r v  .. - d 2V
dxr+1 ... dx2r —dxl ... —dxr

dTxr+1 ... d V i 
• ; 

1
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Wyznaczniki obu macierzy są sobie równe. Oznaczmy wspólną ich wartość 
przez A. Jeżeli wykonamy mnożenie wierszami macierzy D ii ) ,  to wyznacz­
nik iloczynu jest

* l | r + l K-l\r+2 • •• ^ l(2 r 0 ^1|2 • K \\r-i *1|Г

^■2]r-i-2 • ^2|2f - К Ц2 0 ■ К цг_ х K-2\r

-&r\r+2 • •• &r\2Г - K l !, —  K -2\r • * г - ц г 0

0 К-“ -г+ ц г+ 2  ■ • -^Г+1|2Г * 1 „ + 1 K^\r+1 • •• -K ^r-iir+ i

-K r+ ljr+ 2  b • Kr+2\2r -®^l|r+2 -®-2|Г+2 • •• -®ir_l|r+ 2 -Kr|r-f2

K r + n * -^Г+2|2г- •
i

• 0  i ^ l| 2r — К щ  r • * r _ l „ r ' K r\2r

Wyznacznik Аг jest niezmiennikiem rzędu 2r, o którym wspomnieliśmy 
wyżej.

Oprócz wymienionych poprzednio niezmienników będziemy rozwa­
żali także niezmienniki utworzone z wyznaczników stopnia 2r macierzy

da?1 . da?’’ da?r+1 . da?2r

M (p) = d2V  . . rf2V  <p v +i .. . «T V

d2r+V  . . d2r+V  d2r+pxr+1 .. . < r + v

gdzie, jak poprzednio, pochodne zastąpiono różniczkami. Dla utworzonych 
w ten sposób niezmienników rzędu 2 r + l  z macierzy M (1) przyjmiemy 
oznaczenia: Aq (q =  1, 2, . .. ,  2r), gdzie q wskazuje na pominięcie <ptego 
wiersza w M (l).

Przy założeniu, że А Ф 0, pochodne rzędu 2r-f-l współrzędnych 
punktu krzywej możemy wyrazić za pomocą pochodnych początkowych 
2r rzędów, a mianowicie:

(10) d2r+1otf dtf d V  ,  ̂ d2V
W + *  ~  + h W  + ---+ v ~ W ’

Q = 1 , 2 , . . . , 2  r.

Niezmienniki Khl2r+i wyrażają się wzorami

^ i f d V  d2r+V +i] 
&Ц2Г+1 ~ 2 j I <fe2r+1 J ’

i = 1 L J
Л =  1 , 2 , . .. ,  2r .

Jeżeli do tych wzorów wstawimy (10), otrzymamy niejednorodny układ
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równań liniowych względem fy, a mianowicie

O  ’ t% ~ \ ~ K ^ 2 t 2 ~\- • • • 4 “ К-\\2Г^2Г =  P - l\ 2 r + l  1 

( 1 1 )  — Ki\2ti -\ -0  • t2-\-. .  .-\ -К щ 2г t2r —  K 2\2r^_i,

K^2rti K 2\2rt2-\-. . .  -j-O • t2r —  K 2r̂2rJj_i .

Łatwo zauważyć, że wyznacznik tego układu jest równy A2. Mech At. 
będzie wyznacznikiem, jaki otrzymamy z wyznacznika A2 zastępując 
w nim 7-tą kolumnę przez kolumnę wyrazów wolnych układu (11): 
К ц2г+1 > • • • i K2r\2r+i • Rozwiązanie układu (11) możemy więc napisać w spo­
sób następujący:

Z twierdzenia I i z uwagi na końcu ustępu 1 wynika, że A2 wyraża, 
się za pomocą niezmienników podstawowych Kq_m, gdzie q <  2r, i ich 
pochodnych. Natomiast wyznaczniki At zawierają ponadto niezmienniki 
Kh]2r+1, które, z wyjątkiem K 2r[2r+1, wyrażają się za pomocą niezmien­
ników podstawowych rzędu co najwyżej 2r i ich pochodnych. Л więc 
współczynniki Ц w (10) są funkcjami niezmienników:

( 1 2 )  К щ ,  •••? ^-2f|2»'+l

i ich pochodnych.
Różniczkując odpowiednią ilość razy wyrażenie (10) znajdujemy 

d2r+pxe dxQ d2xf d2rxQ
=  *‘ 1 7  + h  1 ?  + - - +<2’ * sr ’ v =  г ’ 2 ’ h =  *>’

gdzie tf są funkcjami niezmienników- (12) i ich pochodnych. Dochodzimy 
więc do następującego twierdzenia:

T w ie r d z e n ie  II. Krzywa ®(s) w 02r ma 2r —1 podstawowych nie­
zmienników różniczkowych postaci

Кq-l\ q

Tvł
jLJ L dsq~
i  =  1

dqxr+i 1
I w  у

 ̂ — 3 ,1 , . . . ,  2 r + l ;

wszystkie inne niezmienniki różniczkowe krzywej wyrażają się za pomocą 
niezmienników podstawowych i ich pochodnych.

Uwaga. Twierdzenie II zostało udowodnione przy założeniu, że 
А Ф 0. Jeżeli A ~  0, to wyznacznik macierzy D (str. 303) jest także równy 
zeru krzywa leży więc w pewnej (2r-l)-wymiarowej nadpłaszczyźnie 
P2r-l przestrzeni G2r. Niezmienniki różniczkowe takiej krzywej możemy 
więc otrzymać taką samą metodą co poprzednio, rozważając przestrzeń 
symplektyczną o wymiarze 2r—l  indukowaną na P2r_x.

Roczniki P. T. M. - Prace Matematyczne II 20
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5. Udowodnimy, że niezmienniki podstawowe określają krzywą 
w G2r z dokładnością do przekształceń grupy symplektycznej i translacji.

Niech będą dane niezmienniki podstawowe jako funkcje łuku s krzy­
wej &
(13) l^i|2 =  -1, -Й̂2|3? -^2r|2r+l-
Układ równań różniczkowych

d2r+V
ds2r+1

daf d2ô  
1 ds 2 ds2 +  • • • -Мгг

d2V
U r

jest jednorodnym układem równań liniowych, w którym t są znanymi 
funkcjami niezmienników (13). Mech w ustalonym punkcie P  będzie 
s =  0. Przez punkt P  przechodzi nieskończenie wiele krzywych zależnych 
od dowolnych stałych cQa, a mianowicie

(14) a?® =  »*(*,<#, cg,. .. , (&.).
Obierzmy wartości początkowe

talj, by były spełnione następujące związki:
2r

(15) 2 ’ C“H +<] =  Ą , .
i=l

gdzie oznaczają wartości niezmienników j£e|(S w punkcie P , a 
są składowymi pewnych wektorów Д,.

W układzie (15) występują wszystkie niezmienniki do rzędu 2r; 
na mocy twierdzenia I wyrażają się one za pomocą niezmienników podsta­
wowych do rzędu 2r. Mezmienniki rzędu 2r + l  występują we współ­
czynnikach tg równań (10).

Niech w ustalonym punkcie Q drugiej krzywej będzie s =  0 ; w punk­
cie Q obierzemy wartości początkowe

daxQ
1 F

tak, by

(w ) J 1
i=1

a,* są składowymi pewnych wektorów Aa.
Z (15) i (16) wynika, że
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Układ niezależnych wektorów Aa można więc przekształcić w układ wek­
torów Aa za pomocą podstawienia symplektycznego i translacji. Stąd 
i z jednoznaczności rozwiązania równania różniczkowego wynika, że dwie 
krzywe określone równaniami (14) — jedna o wartościach początkowych 
a%, druga o wartościach początkowych aQa — są nakładalne.

Praca cytowana

[11 W. Śle bod zi ńs ki, Formes exterieures et leurs applications, vol. 1, Warszawa
1954.

P. К р а с н о д е м б с к и й  (Вроцлав)

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ ИНВАРИАНТЫ КРИВОЙ 
В СИМПЛЕКТИЧЕСКОМ ПРОСТРАНСТВЕ

РЕ ЗЮ ME

В статье найдены дифференциальные инварианты кривой в 2г-мерном 
еимплектическом пространстве (х2г. Пространство (?2г отнесено к симллектиче- 
скому реперу, т. е. его фундаментальная форма имеет вид

г
Q =  £  {xi xr+i \.

Ъ =  1

Вектор {« “(s)} описывает кривую $(s). Параметр s выбран так, чтобы было 
исполнено (2). Этот параметр называется дугой кривой С каждым пунктом 
кривой можно связать последовательность векторов {dxa/d s} , {d2xafds2} , ... 
Формулы (3) показывают, как строятся дифференциальные инварианты кривой.

ТЕОРЕМА I . Дифференциальные инварианты К щ  (к ^  3) кривой B(s) выра­
ж аю т ся через инварианты iTs_j|g (q <  к) и их производные формулой (4), причем 
k - h —2p-\-\ степень производной.

Фундаментальными дифференциальными инвариантами кривой называются 
такие дифференциальные инварианты, из которых, при помощи дифферен­
цирования и алгебраических операций, можно получить все другие инварианты.

ТЕОРЕМА I I .  Кривая Ш{я) имеет 2 r  — 1 фундаментальных дифференциальных 
инвариантов Kq~\\q, q =  3 ,4 , ... , 2r +  l.

Фундаментальные инварианты определяют кривую с . точностью до прео­
бразований группы симплектической и трансляции.

R. K r a s n o d ę b s k i  (Wrocław)

THE DIFFERENTIAL INVARIANTS OF THE CURVE IN SYMPLECTIC SPACE
S U M M A R Y

The aim of this paper is to find the differential invariants of a curve in 2r-di­
mensional symplectic space ć?2r. The space (?2r is related to ropere symplectic. Thus 
its fundamental form has the shape

r
Q =  £  [xi xr+ i]. 

iml
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The vector {#a(s)} describes a curve The parameter s is chosen in such a way
as to fulfil (2). Such a parameter is called the arc of the curve. With every point 
of the curve a sequence of vectors {dxa/ds], {d2xa/ds2} , ... is bound. The expres­
sions (3) are the differential invariants of the curve.

T h e o r e m  I. The differential invariants Кщк ^  3) of the curve Й (s) are ex­
pressed by the differential invariants Kq-\\q (q <  h) and their derivatives by (4) where 
h — h — 2p +1 denotes the degree of derivatives.

The fundamental differential invariants of the curve are what we call those 
invariants from which with the aid of differentiation and algebraical operations we 
can obtain all other differential invariants.

T h e o r e m  II. The curve $(*) has 2 r— 1 fu n d a m en ta l  differential invariants 
Kq-l\q> q — 3, 4, .. . ,  2r-f 1.

Two curves with the same differential invariants can be covered by transfor­
mation of sympleetie group and translation.


