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R. KRASNODEBSKI (Wroclaw)

Niezmienniki rézniczkowe krzywej
w przestrzeni symplektycznej

Przedmiotem. tej pracy jest wyznaczenie niezmiennikéw rézniczko-
wych krzywej 2r-wymiarowej przestrzeni symplektycznej G,.. W ustepie
1 wprowadzimy oznaczenia i definicje, kt6rymi w dalszym ciagu bedziemy
sie postugiwali, w ustepie 2 okreslimy luk krzywej w przestrzeni G, oraz
podamy metode tworzenia niezmiennikéw za pomoca pochodnych wspél-
rzednych punktu krzywej. Ustep 3 poswiecony jest dowodowi pewnego
twierdzenia pomocniczego, a ustep 4 wyznaczeniu niezmiennikéw podsta-
wowych, z ktérych za pomoca rézniczkowania wzgledem luku mozna
otrzymaé kazdy niezmiennik krzywej. W ustepie 5 dowodzi sie, Ze nie-
zmienniki podstawowe okreflaja krzyws.

1. Zakladamy, ze przestrzen G, odniesiona jest do ukladu symplek-
tyeznego, jej forma podstawowa ma wiec postaé

Q= g}: [wa™+].

Na symplektycznv iloczyn skalarnv dwéch wektoréw QZ (afy, By(aky (1

mamy wige wzor
r

(1) Q[B;, Bel = ) (@haf ' —aiaf);

h=1

iloczyn ten jest niezmiennikiem pdry wektorow B,, B, wzgledem prze-

ksztalcen grupy symplektycznej 8p,.. W dalszym ciggu iloczyn ten bedzie-

my oznaczali symbolem Z[m’l‘w?”] Jezeli w @,, dana jest pewna rodzina
R

wektoréw, to ich iloczyny skalarne tworzg pelny uklad niezmiennikéw

rodziny ([1], str. 118); jezeli wigc miedzy wektorami dwéch rodzin mozna

ustali¢é taka odpowiedniofé, azeby iloczyny skalarne odpowiadajacych

(1) Wskainiki greckie przebiegaja stale wartosci od 1 do 2r, a wskazmkl tacin-
skie od 1 do r.
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par byly réwne, to te rodziny sa réwnowazne wzgledem przeksztalcen
nalezacych do grupy Sps..

2. Niech bedzie dana krzywa RK{a%(1)] przestrzeni G,; zakladamy,
ze funkecje 2°(¢) nalezg do klasy C**! w pewnym przedziale (a, b) zmien-
nej ¢t. Utwérzmy wyrazenie

Sw[dw 2zt B
~la ar ]~ ).

Jezeli w miejsce parametru ¢ wprowadzimy nowy parametr s = s(t), to

[ ot @' [ds\® N[ det dit

dir dr
Parametr s wybierzemy tak, by

(2) - 2[ it & 8r+z

Wystarczy w tym celu przyjaé ds/dt = [R(t)]". Tak dobrany parametr
bedziemy nazywaé lukiem kreywej K. Euk krzywej mozemy okreglié
oczywiscie tylko wtedy, gdy R(t) # 0. W dalszym ciagu, méwige o krzy-
wych, bedziemy zakladaé, ze ten warunek jest speliony. Pochodna
wzgledem s bedziemy oznaczali za pomocg kropki: z* = da®/ds.

7 kazdym punktem krzywej K(s) jest zwiazany ciag wektorow
() e e
Zgodnie z tym, co zostalo powiedziane wyzej, jedynymi niezmiennikami
ukladu ciggu tych wektoréw sa ich symplektyczne iloczyny skalarne.
Aby utworzyé jaki§ niezmiennik, wybieramy dwa rézne wektory z ciagu
(%) i tworzymy ich iloczyn zgodnie ze wzorem (1). Rzedem niezmiennika
bedziemy nazywali najwyzszy rzad pochodnej wystepujacej w niezmien-
mku; te pochodnag bedziemy pisali na drugim miejseu. Oznaczajac nie-
zmienniki rzedu k przez K, (b < k) mamy

e ) dh.’vi dk r+1
(3) «Kh|k=2|7d?;‘78k—]y h=1,2,...,k-1.
- i———l

Na przyklad kazda krzywa przestrzeni G, ma nastepujace niezmienniki
rzedu trzeciego:

r r
Klgs —_ Z[m.iw...r+i}, Kzis — Z[W.J’w...’%%] .

Z réwnokei (2) wynika, ze niezmiennik K;, ma warto§¢ 1. Jezeli t¢ row-
no§é zrézniczkujemy, otrzymamy K,;; = 0.

v
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Jest oczywiste, ze niezmienniki, w ktérych wystepuja pochodne réz-
nych rzedéw, sa algebraicznie niezalezne. Yatwo jednak zauwazyé, ze
niektére niezmienniki sa pochodnymi innych, na przykiad K,, = K,;.

3. Powstaje pytanie, czy weréd niezmiennikéw Ky, istnieje skon-
czony uklad niezmiennikdéw, z ktérych za pomoes rézniczkowania i‘ope-
racji algebraicznych mozna otrzymaé wszystkie inne. Pozytywna odpo-
wiedZ na to pytanie jest zawarta w twierdzeniu II. Na razie udowodnimy
twierdzenie nastepujace:

TWIERDZENIE 1. Niezmienniki roiniczkowe Ky (k >3) okreslone
wrorem (3) krzywej K(s) w przestrzeni symplektycznej Gq wyraiajq sie za
pomocq niezmiennikow K, ,, (@ < k) © ich pochodnych wzorem '

m

1 (B=h—P) n

Ko = > (=1 ‘( ) )K’ié‘.fﬁzi%,
p=1 P

k—h-+1
m = [——§+—], h=1,2,.., k—1,

(4)

gdzie (k—h—2p+1) oznacza rzqd pochodnej.

Uwaga. Rzad pochodnej jest co najmniej réwny zeru. Istotnie,
przy ustalonych wskaznikach h i k& warto§é k—h—2p-+1 jest najwieksza,
gdy p = m. Latwym rachunkiem mozna sprawdzié¢, ze jezeli rézinica
k—h jest liczba parzysta, to k—h—2m-+1 = 1, a jezeli jest nieparzysts,
tok—h—2m-+1 = 0.

Wzér (4) udowodnimy indukeyjnie. Bezposrednim rachunkiem tatwo
sprawdzié, ze jest on prawdziwy dla ¥ = 3. Zalézmy, ze wzér jest praw-
dziwy dla pewnego k; udowodnimy, Ze niezmiennik rzedu k-1 wyraza
si¢ wzorem

d k—h—p+1
K = 3 (—1p= (77 70w,
p=1 \ p—1
©) k—h+2 |
m=[——T], h=1,2,..,k

ktéry otrzymuje sie z (4) zamieniajac w tym ostatnim % na k--1.
Obliczmy pochodna niezmiennika Kpy. Jest Ky = Kpyip+ Kpirs

czyli )

(6) Khjlc+l = Kl;;h—‘Kh+1|k~ ‘

W przypadku gdy h-+1 =k, jest K, = 0; wynika to z definicji niezmien-
nika Ky i jest zgodne ze wzorem (4). Z drugiej strony, obliczajac pochodna
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7 prawej strony wzoru (4) mamy

—h—p
e =)

(M)
k—h+1
m=["5] r=tzEe,

2
natomiast

< p1—1 k—h_pl— (k—~h—2p3)
Kh.uyk = Z("l) Kh+p1|h+p1+1)

pl=1 pl—]

k—Wn]
m= 5] A=tz

(8)
2

Dokonquc podstawienia p, = (s —1, mozemy wzor (8) napisaé inaczej,
a mianowicie

m)+1 k
(9) Koo = ) (—1)”( p—2 ) ) Coviie g
P=2
Rozwazymy dwa przypadki.

Przypadek 1. Liczba k—» jest parzysta. W tym przypadku m = m,.
Mamy wiec, na moey (7) i (9),

K;zjk‘_Kh+1;k =
h—=h—1 - —h—p k—h—p
=( 0 ) |h+1+2 — [( p—1 )+( p—2 )] K%‘J'fﬂifwr
E—h—m—1
= (VT )it =
my
1 [k—h—p+1 ~ b—ht-2
= 1,—5; (—1) 1( p—1 )K}{@J—f&ﬁﬁa, My = m-+1 = [ﬁﬁz——]

W ostatniej rownosci skorzystaliSmy z nastepujacego znanego wzoru:
(k—h-—-p) 4 (k—h——p) _ (kuh—p -{—1)
p—1 p—2 | p—1

(k—h-—m—l) _ (k‘h“m) =1,

oraz z tego, Ze

m—1 m

albowiem k—h = 2m.
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Przypadek 2. Liczba k—h jest nieparzysta. W tym przypadku
m, = m—1. Mamy wigc z (7) 1 (9):

K;uk_Kh-l-uk =

Kz

k—h—1 k—h— k—h—
3( 0 ) T+ Z [( p—lp) +( p—zp)]m”k:mm:

m
i (B—h=P A pae h—h+2
';2 (=1)° 1( 'p—117 )Kg:tph—lzlgig))y m = Mm,+1 = ‘—E—l
p=1 v )

W obu przypadkach wzér (5) jest prawdziwy na mocy (6). Tym samym
twierdzenie zostalo udowodnione.

4. Podstawowymi niezmiennikami rdééniczkowymi krzywej nazywamy
takie niezmienniki, z ktéryeh za pomoca rézniczkowania i operacji alge-
braicznych mozna otrzymaé wszystkie inne niezmienniki rézniczkowe.
Niezmiennik6w podstawowych wystarczy oczywifcie szukaé wsréd nie-
zmiennikéw K, ,,. Zachodzi pytanie, jaki jest najwyzszy rzad ¢ niezmien-
nikéw podstawowych. OdpowiedZ na to pytanie jest sformulowana na
koficu niniejszej pracy jako twierdzenie II.

Oprécz niezmiennikéw Ky, dogodnie jest wprowadzi¢ niezmiennik
rzedu 2r. Utwérzmy macierz

|t ... 4" |d& ... 4o

ves ‘e
' .................... i

!dzrwl dzrwr d‘h'mﬂ.l d2rm2r

gdzie zamiast pochodnych d’a’/ds’, dla uproszezenia, zostaly napisane
rézniczki d's’. Macierzg z nig sprzezong ([1], str. 79) jest macierz

atlgt LA —d e —d

&t . @ —d¥2 ... —dTa
da™tt ... dx* —drt ... —dx"

Sh
i

...........

da ... &2 | —dd ... —d
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Wyznaczniki obu macierzy sg sobie réwne. Oznaczmy wspélng ich wartos$é
przez A. Jezeli wykonamy mnozenie wierszami macierzy D i D, to wyznacz-
nik iloczynu jest

Ky Kyppo ... Ky 0 By ... Ky, Ky
 Karn Kyprs oo Ky | =Ky 0 o Koy Ky,
' s e e e T8 e e e e e i ‘e : .....................
Az — -Kr[r+1_'*Kr]r+2 e Krgzr ’ “Km "_Kzgr vee _’Kr—llr 0
0 Kr+1]r+2 Kr-;-nzr —K1|r+1 “‘K2|r+1 vee —Kr—-1|r+1—Kr1r+1
T rrurge 0 cee Kr+212r —‘K1|r+2“K2|r+2 . "“Kr_1|r+2_ rir+2
- r+1|2r"-Kr+2;2r- ... 0 ; _‘anr —'K2|2r . "‘vKr-uzr T pl2r

Wyznacznik A2 jest niezmiennikiem rzedu 2r, o ktérym wspomnieli§my
wyzej. '

Oprocz wymienionych poprzednio niezmiennikéw bedziemy rozwa-
zali takze niezmienniki utworzone z wyznacznikéw stopnia 2r macierzy

.......................

Mp)=|ds ...&¢ & ... @ I

....................

b ! APl | DT GEAPLrtl el

gdzie, jak poprzednio, pochodne zastapiono rézniczkami. Dla utworzonych
w ten spos6b niezmiennikéw rzedu 2r--1 z macierzy M (1) przyjmiemy
oznaczenia: 4, (¢ =1,2,...,2r), gdzie ¢ wskazuje na pominiecie g-tego

wiersza w M(1). :
Przy zalozeniu, ze A s 0, pochodne rzedu 2r41 wspélrzednych

punktu krzywej mozemy wyrazié za pomocg pochodnych poczatkowych
2r rzedéw, a mianowicie:

A Hige dax? d*a® d¥ar
(10) Wztl—:ﬂ; +t2W +--~+tzrﬁsﬂa 9"——‘1,27-'-727"_

‘Niezmienniki Koy, Wyrazaja si¢ wzorami

r : 7
dnmm d2"+1wf+’b
o Kpyge =Z[%‘ﬁ' W]’ h=1,2,..,2r.

! t=1

Jezeli do tych wzoréw wstawimy (10), otrzymamy niejednorodny uklad
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réwnan liniowych wzgledem %;, a mianowicie

0- t1+K11ztz+- .o +K1[2rtzr = K1|2-r+17
(11) —K1[2t1 +0- ’?2‘?‘- .. +K2[2rtzr = szr.ua

.....................

- K1|2-rt1 -K2|2,.t2—|-. 0ty = K2r12r+1 .

Latwo zauwazyé, ze wyznacznik tego ukladu jest rowny A4°. Niech Ay,
bedzie wyznacznikiem, jaki otrzymamy z wyznacznika A* zastepujac
w nim j-tg kolumne przez kolumne wyrazéw wolnych ukladu (11):
Kiori1s «v vy Kaparyr . Rozwigzanie ukladu (11) mozemy wige napisa¢ w spo-
30b nastepujacy:

tj s Aij/Az.

7 twierdzenia I i z uwagi na koricu ustepu 1 wynika, ze A*> wyraza
sie za pomocy niezmiennikéw podstawowyeh K, ,,, gdzie ¢ < 2r, iich
pochodnych. Natomiast wyznaczniki Atj. zawieraja ponadto niezmienniki
Kpory1, KtOre, z wyjatkiem K., ;, Wyrazaja si¢ za pomocg niezimien-
niké6w podstawowych rzedu co najwyzej 2r i ich pochodnych. A wiee
wspétezynniki #; w (10) sa funkcjami niezmiennikéw:

(12) K2}3} KBM) R K2r}2-r+1

i ich pochodnych.
Rézniczkujac odpowiednig ilo§é razy wyrazenie (10) znajdujemy
B gt & |

d?ﬁ‘” —_ tp —1'#2) ";l—s—i +. B .+t§,.71'§2—’: 9

170 p=1,2,.. t;:th

gdzie ¢} s3 funkejami niezmiennikéw (12) i ich pochodnych. Dochodzimy
wiee do nastepujacego twierdzenia:

TWIERDZENIE II. Krzywa K(s) w Gy ma 20 —1 podstawowych nie-
zmiennikow roéniczkowych postaci

.,?‘1 dq—-lwi dqu-ml .
Kq—llq:Z[-d_Sq_—Tﬁs‘E']y q=3,4,...,2r+1;
=1 .

wszystkie inne niezmienniki roéniczkowe kyzywej wyrasajq sie za pomocq
niezmiennikéw podstawowych i ich pochodnych.

Uwaga. Twierdzenie Il zostalo udowodnione przy zalozeniu, ze
A #£0. Jezeli 4 = 0, to wyznacznik macierzy D (str. 303) jest takze réwny
zeru krzywa lezy wiec w pewnej (2r—1)-wymiarowej nadplaszezyznie
P,,_] przestrzeni @,,. Niezmienniki rézniczkowe takiej krzywej mozemy
wiee otrzymaé takg sams metoda co poprzednio, rozwazajac przestrzen
symplektyczna o wymiarze 2r—1 indukowang na P,,._;.

Roozniki P. T, M. - Prace Matematyczne 11 : 20
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5. Udowodnimy, ze niezmienniki podstawowe okre§laja krzyws

w @y z dokladnofcia do przeksztalcen grupy symplektycznej i translacji.
Niech bedg dane niezmienniki podstawowe jako funkcje tuku s krzy-

wej R

(13) K1|2 =1, K2|37 ceey Kzr|2r+1- ?
Uklad réwnan rézniczkowych
d*+ige dr* - @x® a¥x®
G Ty Thgg et e

jest jednorodnym ukladem réwnan liniowych, w ktérym ¢ sa znanymi
funkejami niezmiennikéw (13). Niech w ustalonym punkcie P bedzie
s = 0. Przez punkt P przechodzi nieskonczenie wiele krzywych zaleznych

od dowolnych statych ¢2, a mianowicie
(14) = a%8,d,4,..., &)

Obierzmy wartoéci poczatkowe
(0":::") .
080 8=0 T

tak, by byly spelione nastepujace zwiazki:

2r
(15) D) [diay+*) = K3y,
1=1

gdzie K, oznaczaja wartosci niezmiennikéw K,; w punkcie P, a af
83 skladowymi pewnych wektoréw A,.

W ukladzie (15) wystepuja wszystkie niezmienniki do rzedu 2r;
na mocy twierdzenia I wyrazaja sie one za pomocg niezmiennikéw podsta-
wowych do rzedu 2r. Niezmienniki rzedu 2r+1 wystepuja we wspél-
czynnikach ¢, réwnan (10).

Niech w ustalonym punkcie @ drugiej krzywej bedzie s = 0; w punk-
cie ¢) obierzemy warto§ei poczatkowe

a“w") .
— 7@
(ds" 8§=0 %
tak, by
2r

(16) D) [@agt] = K3, -

t=1

@? s3 skltadowymi pewnych wektoréw 4,.
Z (15) i (16) wynika, ze

2[4.4,) = Q[4,A4..
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Uklad niezaleznych wektoréw 4, mozna wiec przeksztalcié w uklad wek-
tor6w A, za pomocy podstawienia symplektycznego i translacji. Stad
i z jednoznacznosei rozwigzania réwnania rézniczkowego wynika, ze dwie
krzywe okreslone réwnaniami (14) — jedna o warto§ciach poczatkowyech
a?, druga o wartodciach poczatkowych a? — sa nakladalne,

Praca cytowana

1] W. Slebodzinski, Formes extérieures et lewrs applications, vol. 1, Warszawa
1954. .

P. HPACHOOBMBCEUN (Bpouan)

JUNOOEPEHIIMAJIBHBIE UHBAPUAHTLI KPUBOT
B CUMIIJIEKTUYECHKOM IIPOCTPAHCTBE

PESIOME

B crarbe wualimenmt uddepeHumanmsHpie HMHBAPDUAHTHL Kpusoli B 2r-MepHOM
CUMIIIEKTHYECKOM HpocTpancrTse Ggop. IlpocTpancrso Goe O0THECEHO K CAMHOIEKTHYE-
CKOMY perepy, T.e. ern QyHgaMeHTAJbHAd (GOpMa uUMeeT BHJ

*
2 = 2 [xta™+7].
i=1

Bexrop {w“(s)} onncoiBaer kpusyio K(s). [lapamerp s BuOpan TaK, 4yToOL GbLIO
ucroameno (2). Dror mapamerp Hasmeaerca dyeoii kpusBol K. C KWKIAHIM TYHKTOM
KPHBOIl MOMHO CBABATh NOCIENOBATENBHOCT BewTopos {dw®/ds}, {d*xe/ds®}, ...
dopmyasr (3) MOKA3HIBAWT, KAK CTPOATCA Aud@SpeHIMadbHEE WHBAPHMAHTH KPUBOM.

TEOPEMA 1. Jufbeperyuarvnoe unsapuanmu Kpp (k= 3) rpusoii §(s) ewmpa-
acaomen wepes unsapuanms Kg_1q (¢ < k) u ux npouseodnvie dopmyaoii (4), npuuem
k—h—2p+1 cmenenv npouseodnoii.

Dyndamenmasvroimy OufPepeHyuasvHolmu UHEAPUAHMAMY KpUeoli HABBIBATCH
rakne pgupdepeHnMaNbHBEe WHBAPUAHTH, M3 KOTOPHIX, NpM nomouu puddepen-
LUUPOBAHUA U aJre0pauveckux Onepamuil, MoMKHO IMOJIYYUThL BCe APYyrue HHBAPHUAHTHL.

TEOPEMA II. Kpusas RK(s) umeem 2r—1 @Pyndamenmasvnvix dufPepenyuavi vz
unsapuanmose Kg_yq, ¢ = 3,4, ..., 2r+1.

OyupaMeHTAIbHEE HHBAPHAHTH ONPeNeNsAaldT KPHBYID ¢ TOYHOCTHIO JO Ipeo-
6pasoBaHMil TPYINH CUMOIEKTHYECKON M TPAHCIALUH.

R. KrasnopEBskI (Wroclaw)

THE DIFFERENTIAL INVARIANTS OF THE CURVE IN SYMPLECTIC SPACE
SUMMARY

The aim of this paper is to find the differential invariants of a curve in 2r-di-
mensional symplectic space Ggy. The space Gyy is related to repere symplectic. Thus
its fundamental form has the shape

r
Q= D [ata"ti].
f=l
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The vector {x%(s)} describes a curve £(s). The parameter s is chosen in such a way
as to fulfil (2). Such a parameter is called the ar¢ of the curve. With every point
of the ourve a sequence of vectors {dw®/ds}, {d%®/ds?}, ... ix bound. The expres-
gions (3) are the differential invariants of the curve.

Tueorem 1. The differential invariants Ky (k== 3) of the curve 8(s) are eu-
vressed by the differential invariants Kq_yq (@ < k) and their derivatives by (4) where
k—h—2p+41 denotes the degree of derivatives.

The fundamental differential invarianis of the ocurve are what we call those
invariants from which with the aid of differentiation and algebraical operations we
can obtain all other differential invariants.

TaEOREM II. The ocurve R(8) has 2r—1 fundamental differential invariants
Kd_]m, q = 3.4,...,2r4+1.

Two eurves with the same differential invariants can be covered by transfor-
mation of symplectic grovp and translation.



