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Statystyczne hm keje decyzy jne i teoria gier

Niniejszy artykuł stanowi rozszerzenie referatu, który autor wygłosił na Kon­
ferencji Informacyjnej o Teorii Gier zorganizowanej przez Grupę Zastosowań Insty­
tutu Matematycznego PAN w dniach 28-29 V 1954r. we Wrocławiu.

I. Wstęp. W roku 1939 w Annals of Mathematical Statistics ukazał 
się artykuł [6] przybyłego do Stanów Zjednoczonych A. Walda (x) z za­
kresu statystyki matematycznej. Praca ta, będąca jedną z pierwszych 
prac Walda poświęconych statystyce matematycznej (poprzednio zaj­
mował się geometrią), nie zwróciła na siebie większej uwagi. Zawierała 
ona jednak wiele nowych i ciekawych koncepcji, które dopiero znacznie 
później zostały docenione. Sam Wald zresztą w następnych latach zaj­
mował się innymi zagadnieniami, a do problematyki poruszonej w pracy
[6] powrócił dopiero w roku 1945. Bezpośrednią przyczyną, która skło­
niła Walda do ponownego zajęcia się problematyką pracy [6], było za­
pewne ukazanie się książki J. v. Neumanna i O. Morgensterna [3] poświę­
conej matematycznej teorii gier. Okazało się mianowicie, że wyniki v. NTeu- 
manna i Morgensterna pozostają w bardzo ścisłym związku z wynikami 
Walda z roku 1939, które — można to dzisiaj już powiedzieć — stano­
wiły podwaliny teorii statystycznych funkcji decyzyjnych. Od tej pory 
teoria gier rozwijała się w ścisłym związku z teorią statystycznych funkcji 
decyzyjnych.

Teoria statystycznych funkcji decyzyjnych stanowi duży krok 
naprzód w statystyce matematycznej. Łączy ona w harmonijną całość 
tradycyjne działy statystyki matematycznej (jak teorię estymacji i teorię 
sprawdzania hipotez statystycznych), a również znacznie rozszerza do­
tychczasową problematykę statystyki.

Artykuł niniejszy ma na celu: 1° zapoznanie czytelnika z podstawami 
teorii statystycznych funkcji decyzyjnych, 2° pokazanie, na czym polega 
istotna rola teorii gier w statystyce, 3° wskazanie na te wyniki w teorii 
gier, które powstały w związku z jej zastosowaniem do statystyki. W SZCze-

Pi A. Wald przybył do Stanów Zjednoczonych w roku 1938 z Wiednia, skąd 
musiał emigrować wskutek prześladowań hitlerowców.
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gólności zwrócić należy uwagę na punkt 2°, a to z tego względu, że wielu 
autorów mylnie przedstawia rolę, jaką odgrywa teoria gier w statystyce, 
w pracach samego Walda zaś sprawa ta nie jest może dostatecznie jasno 
i wyraźnie postawiona. Wymaga to podkreślenia, gdyż często zastosowa­
nie teorii gier do statystyki, a zwłaszcza tzw. zasada minimaks, o której 
dalej będzie mowa, spotyka się z atakami, które najczęściej polegają na 
nieporozumieniu.

II. Podstawy teorii statystycznych funkcji decyzyjnych. Pełny 
wykład teorii statystycznych funkcji decyzyjnych dał Wald w swej mo­
nografii [11] poświęconej temu zagadnieniu. Ze względu na to, że w arty­
kule niniejszym nie chodzi o przedstawienie tej teorii w całej jej złożoności, 
lecz jedynie o naszkicowanie podstawowych idei, zostanie ona tu ujęta 
w znacznie węższym zakresie, tak jak np. w pracach Walda [9] lub [12](2).

Mech X  =  |X{} (i — 1 , 2 , . . . )  będzie ciągiem nieskończonym zmien­
nych losowych, które są przedmiotem naszego badania. Innymi słowy, X  
jest nieskończenie wiele wymiarową zmienną losową. Wartości zmiennej 
losowej X  oznaczać będziemy przez x — [xĄ (i =  1 ,2 , . . . ) .  Zbiór wszyst­
kich możliwych wartości x tworzy pewną przestrzeń, którą będziemy 
nazywać przestrzenią próbek i oznaczać przez X.

Zagadnienia statystyczne powstają wtedy, gdy dystrybuanta zmiennej 
losowej X  jest nieznana, przy czym stopień tej nieznajomości może być 
różny. Tę nieznaną dystrybuantę oznaczać będziemy w dalszym ciągu 
przez F(x).  O dystrybuancie tej wiadomo jedynie, że jest elementem pew­
nej (danej) klasy dystrybuant Q. Każde zagadnienie statystyczne polega 
na tym, żeby na podstawie znajomości jakiegoś punktu x w przestrzeni X 
podjąć jedną z możliwych decyzji D, z których każda sprowadza się do 
przyjęcia hipotezy, że F(x)eco, gdzie a>CQ. Podobnie jak zbiór Q jest 
dany w każdym konkretnym zagadnieniu statystycznym, tak samo za 
każdym razem dany jest zbiór Q  wszystkich możliwych decyzji B.

Zasadniczym i podstawowym problemem teoretycznym statystyki 
jest budowa reguł wnioskowania statystycznego. Taka reguła polega na 
przyporządkowaniu każdemu punktowi x z przestrzeni X jednej z możli­
wych decyzji В z przestrzeni O). Tak więc reguła wnioskowania statystycz­
nego jest funkcją d{x), określoną w przestrzeni X, a wartości tej funkcji 
należą do przestrzeni Я). Funkcja d(x). nazywa się statystyczną funkcją 
decyzyjną.

Należy tu zwrócić uwagę na to, że przestrzeń X, w której określona 
jest funkcja d(x), jest przestrzenią nieskończenie wiele wymiarową. Zna­
czy to, że jedną z możliwych decyzji В z przestrzeni Я) podejmujemy na

(2) Podstawy tej teorii w sposób całkiem elementarny, jednak bez nawiązania 
do teorii gier, wyłożył Wald w rozdziale VI pracy [7].
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podstawie nieskończenie wielu obserwacji, co praktycznie jest rzeczą nie­
możliwą. Tę praktyczną trudność usuwamy — pozostając w przestrzeni 
9t — przez wprowadzenie pewnej nowej funkcji n{x), ściśle związanej 
z funkcją decyzyjną d(x). Wartością funkcji n(x) w punkcie ж(1) jest naj­
mniejsza liczba naturalna n mająca własność d(x{1)) =  d(x^), gdzie

jest jakimkolwiek punktem w spełniającym warunek =  xf\ 
x^  =  xf\ . x$ =  x $ . Tak więc wartość funkcji d(x) w punkcie x 
wyznaczona jest przez n pierwszych współrzędnych, przy czym sama liczba 
n zależy od x. Wynika stąd, że n jest zmienną losową, której rozkład wy­
znaczony jest przez F(x) i d(x).

Dla lepszego zrozumienia roli i znaczenia funkcji n{x) rozpatrzmy 
prosty przykład z zakresu statystycznej kontroli jakości. Badamy wyryw­
kowo jakość partii towaru w ten sposób, że każdą zbadaną sztukę klasy­
fikujemy jako dobrą lub złą. Celem badania jest powzięcie jednej z dwóch 
decyzji: przyjąć lub odrzucić partię. Partię przyjmujemy, jeśli frakcja 
sztuk wadliwych (p) w partii jest niewiększa niż pewna z góry ustalona 
liczba, na przykład p0, partię zaś odrzucamy, jeśli frakcja sztuk wadliwych 
jest większa niż p0. W przykładzie tym (X*} (i = 1 ,  2, ...) jest ciągiem 
zmiennych losowych niezależnych (gdy losowanie sztuk towaru do badania 
odbywa się ze zwracaniem) o jednakowym rozkładzie zero-jedynkowym. 
Tak więc każda zmienna Xi może przybierać dwie wartości: 1 (sztuka zła) 
z prawdopodobieństwem p oraz 0 (sztuka dobra) z prawdopodobieństwem 
1— p. Wartościami zmiennej losowej X  =  [XĄ są ciągi, których elemen­
tami są zera i jedynki. O rozkładzie zmiennej X  wiadomo, że należy do 
parametrycznej rodziny dystrybuant różniących się jedynie wartościami 
parametru p. Zbiór Я) decyzji składa się z dwóch elementów: decyzji Dx 
polegającej na przyjęciu partii, co jest równoznaczne z orzeczeniem o war­
tości parametru p (p <  p0), i decyzji D 2 polegającej na odrzuceniu partii, 
co jest równoznaczne z orzeczeniem p >  p0. Aby jakakolwiek funkcja 
decyzji d(x) mogła tu mieć praktyczne znaczenie, musimy wprowadzić 
funkcję n(x) na przykład w sposób przedstawiony schematycznie w tablicy 
1 (Wald [10], str. 93).

Z tablicy 1 widać jak zbudowana jest funkcja n(x). Pobieramy 
kolejno po jednej sztuce towaru i liczymy ilość sztuk niedobrych. Jeśli 
ilość sztuk niedobrych jest równa liczbie odrzucenia, partię towaru odrzu­
camy, jeśli jest równa liczbie przyjęcia, partię przyjmujemy; w pozosta­
łych przypadkach pobieramy następną sztukę i znowu porównujemy liczbę 
sztuk niedobrych z odpowiednimi liczbami przyjęcia i odrzucenia. Np. 
jeśli w kolejnych 10 sztukach 4 były złe, a 6 dobrych, żadna decyzja nie 
może być podjęta i wobec tego należy pobrać następną sztukę. Jeśli okaże 
się, że następna sztuka jest zła, to podejmujemy decyzję odrzucenia partii 
(niezależnie od tego, jakie byłyby dalsze sztuki). Znaczy to, że wszystkim
B oozniki P.T.M . - Prace M atem atyczne II 17
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takim ciągom zero-jedynkowym, w których na pierwszych dziesięciu 
miejscach występują 4 jedynki i 6 zer (w takim porządku, który wyklucza 
wcześniejsze podjęcie decyzji), na jedenastym miejscu jest jedynka, a na 
dalszych miejscach w jakimkolwiek porządku, zera i jedynki, przyporząd-

TABLICA 1

Ilość
sztuk

badanych

Liczba
przyjęcia

Liczba
odrzucenia

Ilość
sztuk

badanych

Liczba
przyjęcia

Liczba
odrzucenia

1 _ | 15 0 6
2 — i 16 0 6
3 • — - 1 0 i
4 — 4 ! 18 0 7
5 — 4 i 19 0 7
6 — 4 20 i *
7 — 5 21 l 7
8 — 5 22 ; ] 7
9 — 5 23 1 1 8

10 ! — 5 24 | i 8
u  ! — 5 25 2 8
12 ! __ ' j 6
13 — ; 6
14 • 0 6 ! .

kowujemy decyzję D 2, tzn. decyzję odrzucenia partii. Oczywiście dla 
kompletnego określenia funkcji n{x) tablicę 1 należałoby przedłużyć do 
nieskończoności, można jednak łatwo tego uniknąć zastępując tablicę 
odpowiednimi wzorami, których tu nie będziemy przytaczali.

Nim przejdziemy do omówienia konstrukcji funkcji decyzyjnej 
mającej pewne „optymalne”  własności, warto może podkreślić, że przed 
Waldem nikt tak ogólnie nie ujmował i nie badał zagadnień wnioskowania 
statystycznego.

Przede wszystkim z reguły ograniczano się do przestrzeni próbek 
o skończonej liczbie wymiarów, przy czym liczba obserwacji była naj­

częściej stała i równa ilości wymiarów przestrzeni próbek. Tak więc liczba 
obserwacji n nie była zmienną losową. W naszym przykładzie oznaczałoby 
to, że z góry ustala się liczbę sztuk badanych, na przykład 20, i zależnie 
od ilości sztuk złych wśród tych dwudziestu, podejmuje się jedną z dwóch 
decyzji. Pozostawanie w przestrzeni próbek o skończonej liczbie wymiarów 
uniemożliwiało rozwiązanie wielu zagadnień, nieraz o dużym znaczeniu 
praktycznym. Tak np. zbudowanie przedziału ufności o długości ustalo­
nej z góry dla wartości średniej w przypadku rozkładu normalnego (o nie­
znanej wariancji) stało się możliwe dzięki zastąpieniu przestrzeni pró­
bek o skończonej liczbie wymiarów przestrzenią nieskończenie wiele wy-
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miarową(3). Nadto operowanie przestrzenią nieskończenie wiele wymiarową 
pozwoliło w wielu przypadkach na poważne zmniejszenie przeciętnej 
liczby obserwacji w porównaniu z przypadkiem stałego n (przy tym samym 
ryzyku podjęcia błędnej decyzji).

Należy także podkreślić, że poprzednio głównym przedmiotem badań 
były dwa szczególne typy wnioskowania statystycznego: sprawdzanie 
hipotez statystycznych oraz szacowanie parametrów, przy czym najczę­
ściej ograniczano się do przypadku parametrycznego, tzn. takiego, w któ­
rym zbiór Q stanowił parametryczną rodzinę dystrybuant (a więc dystry- 
buanty tego zbioru różniły się jedynie wartościami jednego lub więcej 
parametrów). W klasycznej teorii sprawdzania hipotez statystycznych 
zbiór CD składa się z dwóch elementów: Dx i D 2, gdzie JD1 oznacza funkcję 
F(x)eco1, jD2 oznacza F(x)eo)2, a a>1^>(o2 =  Q. Funkcja decyzji d(x) 
przybierająca dwie wartości Dx i D 2 określona jest tu w n-wymiarowej 
przestrzeni próbek.

Na przykład Q może być zbiorem n-wymiarowych rozkładów normal­
nych. Ponieważ najczęściej zakłada się, że obserwacje są niezależne (tzn. 
niezależne są zmienne X 17 X 2, . . . ,  X n), więc funkcja gęstości dystrybuanty 
należącej do Q wyraża się wzorem

(1 ) (Xi—m)2 7

gdzie m i a2 są odpowiednio średnią i wariancją zmiennych X i . Jeśli nieznany 
jest jeden parametr, np. w, to D jest jednoparametrową rodziną dystry­
buant o funkcjach gęstości (1). Najczęściej sprawdzaną hipotezą w tym przy­
padku jest hipoteza H0:m  =  m0. Tak więc przestrzeń Q) składa się z dwóch 
elementów: B l7 który oznacza, że F(x) jest dystrybuantą o funkcji 
gęstości (1) z wartością średnią m =  m0, oraz D2, który oznacza, że F(x) 
jest dystrybuantą o funkcji gęstości (1) z wartością średnią т ф т й.

Drugi klasyczny typ wnioskowania statystycznego, mianowicie 
szacowanie (punktowe) nieznanego parametru różni się od klasycznej 
teorii sprawdzania hipotez przede wszystkim tym, że zbiór CD składa się 
tu z nieprzeliczalnej liczby elementów D  postaci F(x)eco. Tak więc jeśli 
powrócimy do wyżej rozpatrywanego przykładu, gdzie Q jest zbiorem 
dystrybuant normalnych o funkcjach gęstości (1) z nieznaną wartością 
średnią m, to szacowanie punktowe sprowadza się do podania przypusz­
czalnej wartości parametru m. Oczywiście podanie przypuszczalnej wartości 
m polega w tym przypadku na wyznaczeniu przypuszczalnej postaci dystry­
buanty F(x). Inaczej mówiąc, każdej wartości m odpowiada tu jedna

(3) Zagadnienie to rozwiązał C. Stein [4].
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i tylko jedna dystrybuanta F(x) albo jeszcze inaczej — jeden podzbiór co 
'o  jednym elemencie F(x). Ponieważ m może a 'priori przyjąć jakąkolwiek 
wartość rzeczywistą (jeśli z góry nie założono inaczej), więc ilość możli­
wych decyzji typu F(x)eco jest tu nieprzeliczalna. Analogicznie byłoby, 
gdyby drugi parametr o był nieznany, a chodziłoby w dalszym ciągu
0 oszacowanie tylko wartości m. Różnica polegałaby na tym, że każdy 
podzbiór co odpowiadający jednej z nieprzeliczalnej ilości możliwych 
wartości m składałby się teraz nie z jednej dystrуbuanty F(x), lecz z nie­
przeliczalnej ilości takich dystrybuant (o ustalonym m, ale różnym o).

Tak więc zarówno teoria sprawdzania hipotez statystycznych, jak
1 teoria estymacji są w ujęciu Walda tylko szczególnymi przypadkami 
wnioskowania statystycznego. To ogólne postawienie sprawy przez Walda 
ma nie tylko znaczenie teoretyczne, ale i praktyczne, wiele bowiem kon­
kretnych zagadnień. nie podpadało ani pod pierwszy, ani pod drugi przy­
padek rozpatrywany w klasycznej statystyce matematycznej. Na przykład 
niech będzie dana klasa możliwych dystrybuant Q oraz przestrzeń Я) skła­
dająca się z trzech elementów Dx: F(x)eoj1, Z>2: F(x)eoj2 oraz Dz: F(x)eojz, 
gdzie ooiwft)2uft)3 =  Q. Zagadnienie takie może powstać w związku z kon­
trolą jakości produkcji, w przypadku gdy pożądana jakość produkcji okre­
ślona jest przez dwie wartości parametru dystrybuanty F(x), np. mxim 2. 
W tym przypadku może chodzić o zbadanie, czy jakość badanego towaru 
(a więc wartość parametru m) mieści się w tych granicach czy też jest 
poniżej lub powyżej.

Obecnie zajmiemy się budową funkcji decyzyjnej d(x), która miałaby 
pewne „optymalne”  własności. Słowo „optymalne” wzięto w cudzysłów 
dla podkreślenia, że owe własności, jakie ma mieć funkcja d(x), zależą 
od subiektywnie wprowadzonych kryteriów pozwalających na rozstrzyg­
nięcie, która z wielu możhwych funkcji decyzji jest lepsza.

Jako zasadnicze narzędzie pozwalające na porównywanie ze sobą 
różnych funkcji decyzyjnych Wald wprowadza tzw. wagę, tj. funkcję, 
która wyraża stratę spowodowaną podjęciem decyzji D, gdy w rzeczy­
wistości dystrybuantą badanej zmiennej X  jest F(x). Waga W (F(x), D) 
jest określona dla wszystkich F{x)eQ  oraz dla wszystkich DeQ). Jest to 
funkcja nieujemna, przybierająca wartość 0, gdy podjęta decyzja jest 
trafna. Kształt tej funkcji może być różny zależnie od konkretnego za­
gadnienia, musi więc być w każdym konkretnym przypadku określany.

Drugim narzędziem do porównywania różnych funkcji decyzyjnych 
jest funkcja c(n) wyrażająca koszt przeprowadzenia obserwacji. Oczy­
wiście funkcja decyzyjna jest tym lepsza, im mniejsza jest strata spowo­
dowana podejmowaniem błędnych decyzji i im mniejsze są koszty badania. 
Należy zaznaczyć, że W  jest zmienną losową, gdyż D zależy od tego, jaką 
wartość przybierze zmienna losowa X, i wobec tego, ustaliwszy F(x)
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oraz funkcję decyzyjną d(x), nie możemy mówić o stracie W, lecz o jej 
wartości oczekiwanej. Podobnie, ustaliwszy funkcję decyzyjną d(x) tym 
samym określamy funkcję n(x), ale oczywiście jej wartość jest zmienną 
losową. Wynika stąd, że przy określonej funkcji decyzyjnej można mówić 
nie o kosztach badania c(n), ale o wartości oczekiwanej tych kosztów. 
Sumę spodziewanej straty i spodziewanych kosztów nazywamy ryzykiem 
odpowiadającym danej funkcji decyzyjnej i oznaczamy

4(x)(F) =  | W (F{x), D)dF(x) +  J c{n)dF(x).
i x

Tak więc funkcja rd{pc)(F) jest określona dla wszystkich F(x)eQ  i za­
leży od przyjętej przez nas funkcji decyzyjnej d{x). Naturalny wydaje się 
postulat takiego wyboru funkcji decyzyjnej, żeby odpowiadające jej ry­
zyko było możliwie najmniejsze i to niezależnie od F, gdyż prawdziwy 
rozkład zmiennej X  jest nieznany. Zanim się tym nieco bliżej zajmiemy, 
wprowadzimy pewne uogólnienie funkcji decyzyjnych. Potrzeba tego 
uogólnienia stanie się zrozumiała nieco później.

Otóż wprowadzimy przestrzeń A, której elementami są wszystkie 
możliwe funkcje decyzyjne d(x). Niech d oznacza rozkład prawdopodobień­
stwa określony na odpowiedniej addytywnej klasie podzbiorów zbioru A. 
Funkcję ó nazywać będziemy zrandomizowaną funkcją decyzyjną. Tak 
więc statystyk wybiera nie funkcję decyzyjną d(x), lecz. zrandomizowaną 
funkcję decyzyjną d. Wybrawszy d, należy dla określenia funkcji d(x) 
wylosować ją za pomocą mechanizmu skonstruowanego w ten sposób, 
by prawdopodobieństwo należenia d{x) do podzbioru q zbioru A było 
równe ó(q).

Uogólnienie pojęcia funkcji decyzyjnej pociąga za sobą uogólnienie 
pojęcia ryzyka.- Skoro bowiem posługujemy się zrandomizowaną funkcją 
decyzyjną, to nie wybieramy określonego d(x), lecz poszczególne funkcje 
d(x) mogą pojawiać się z różnymi prawdopodobieństwami zależnie od wy­
branej funkcji d. Wobec tego rd^(F) jest tu zmienną losową, a ryzyko f 
odpowiadające zrandomizowanej funkcji decyzyjnej ó wyraża się wzorem

h(F) =  f  U(x){F)dd.
a

Po tym uogólnieniu funkcji decyzyjnej powracamy do wyboru „naj­
lepszej”  funkcji decyzyjnej. Jak już wspomnieliśmy, wydaje się rzeczą 
rozsądną uważać tę funkcję decyzyjną za lepszą, która zapewnia mniej­
sze ryzyko. W związku z tym powiemy, że z dwóch zrandomizowanych 
funkcji decyzyjnych i d2, funkcja óx jest jednostajnie lepsza niż <32, 
jeżeli rSl(F) ^  r$2( F) dla wszystkich FeQ i jeżeli co najmniej dla jednego 
z tych F  jest

%{&) <  ret{F) •
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Wydaje się naturalne przy wyborze funkcji decyzyjnej wyłączyć 
z góry te funkcje, do których można dobrać funkcje jednostajnie lepsze.

W ten sposób następuje ograniczenie zbioru wszystkich możliwych 
zrandomizowanych funkcji decyzyjnych. Zbiór funkcji decyzyjnych, 
dla których nie istnieją funkcje jednostajnie lepsze, nazywamy zbiorem 
dopuszczalnych funkcji decyzyjnych.

Następne zagadnienie polega na wyborze jednej z funkcji należących 
do zbioru funkcji dopuszczalnych. Zagadnienie to można rozwiązać 
w różny sposób. Gdyby istniał tzw. rozkład a priori у określony na odpo­
wiedniej addytywnej klasie podzbiorów zbioru Q, wówczas należałoby 
wybrać taką funkcję decyzyjną d, która zapewniłaby zminimizowanie ry­
zyka, tzn. zminimizowanie wyrażenia

r*(f*) =  J rd{F)dy.
Q

Tak wyznaczona funkcja decyzyjna stanowiłaby bayesowskie roz­
wiązanie zagadnienia.

W związku z tym mogłyby się nasunąć dwie zasadnicze wątpliwości:
a) rozwiązanie to jest bez wartości wtedy, gdy rozkład a priori у 

nie istnieje,
b) nawet wtedy, gdy rozkład у  istnieje, lecz nie jest znany, rozwią­

zanie to nie ma praktycznego znaczenia.
Otóż okazuje się, że nawet wtedy, gdy rozkład у nie istnieje lub jest nie­

znany, duże znaczenie ma badanie klasy funkcji decyzyjnych będących roz­
wiązaniami bayesowskimi dla wszystkich możliwych rozkładów a priori y.

Okazuje się dalej, że klasa C wszystkich rozwiązań bayesowskich 
ma (przy bardzo słabych założeniach) następującą własność: Dla każdej 
funkcji decyzyjnej nie należącej do G istnieje w G funkcja od niej jedno­
stajnie lepsza. Klasę mającą tę własność nazywać będziemy kompletną. 
Łatwo zauważyć, że jeśli klasa G nie zawiera żadnej właściwej podklasy 
kompletnej, to jest jednocześnie zbiorem dopuszczalnych funkcji decy­
zyjnych; stąd wynika, że rozwiązania bayesowskie pozostają w ścisłym 
związku z klasą funkcji dopuszczalnych.

Mając zbudowaną klasę funkcji dopuszczalnych (za pomocą rozwią­
zań bayesowskich) w dalszym ciągu trzeba wybrać jedną z nich. Jedno 
z możliwych rozwiązań polega na tym, że wybieramy taką dopuszczalną 
funkcję 6, dla której wyrażenie supró(F) przybiera minimum względem d:

F

znalezioną funkcję będziemy nazywali rozwiązaniem minimaks1 które gwa­
rantuje zminimizowanie ryzyka r przy założeniu, że rozkład F  jest rozkła­
dem najniekorzystniejszym, tzn. maksymizuje ryzyko r (przy danym Ó).

Tak zbudowana teoria statystycznych funkcji decyzyjnych jest 
ściśle związana z teorią gier. Zanim więc wyjaśnimy pewne wątpliwości
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dotyczące podstaw teorii funkcji decyzyjnych, podamy niżej zasadnicze 
wiadomości z teorii gier, które będą w dalszym ciągu potrzebne. Ograniczy- 
czymy się przy tym do tzw. gier dwuosobowych, one bowiem mają zasto­
sowanie w teorii funkcji decyzyjnych.

III. Teoria gier. Pierwszy, obszerny wykład teorii gier dali J. v. Neu­
mann i O. Morgenstern [3]. Trzeba jednak podkreślić, że wykład ten nie jest 
bynajmniej łatwy. Znacznie przystępniejszy i zwięźlejszy dał J. McKinsey
[2]. Również w wielu pracach Walda poświęconych funkcjom decyzyjnym 
(np. [9] i [11]) znaleźć można podstawowe zagadnienia z teorii gier.

Następujące uwagi dotyczyć będą gry dwuosobowej o sumie zero. 
W grze takiej występuje dwóch graczy, których dla odróżnienia oznaczać 
będziemy przez G1iG 2- Każda gra scharakteryzowana jest funkcją Tc (A , B) 
przybierającą wartości rzeczywiste oraz dwoma zbiorami sft. i 43 możli­
wych wartości, odpowiednio A i B. Gra polega na tym, że gracz Gx wybiera 
element A w zbiorze .stf, gracz drugi — element В w zbiorze 43. Wartość 
k{A ,B ) stanowi wygraną gracza Gx, natomiast —k (A ,B ) stanowi wy­
graną gracza ćr2. Rozpatrywana przez nas gra jest szczególnym przypad­
kiem gry dwuosobowej, mianowicie suma wygranych w każdej partii 
takiej gry jest równa zeru. Dlatego gry takie nazywamy grami o sumie 
zero. Zasadniczym zadaniem teorii gier jest znalezienie najlepszej metody 
gry, czyli najlepszej strategii dla każdego gracza. Otóż taką najlepszą 
strategią jest strategia minimaks. Mówimy, że A 0 jest strategią minimaks
gracza Gx, jeśli inik(A, B) przyjmuje maksimum w punkcie A =  A 0.

в
Aby zilustrować, że taka strategia jest istotnie 
najlepsza, rozważmy prosty przykład. Niech war­
tości funkcji k (A , B) będą takie jak w tablicy 2.
Gracz Gx, wybierając jeden z elementów zbioru 
<A (składającego się u nas z trzech elementów:
A x, A 2 i A z) dąży do zmaksymizowania swej wy­
granej, czyli k(A ,B ). Byłoby jednak naiwnością 
wybrać strategię A x, bo wtedy wygrana wynosi­
łaby 10 jedynie w przypadku, gdyby gracz G2 
Ponieważ jednak gracze wybierają strategie niezależnie, gracz Gx 
musi wziąć pod uwagę i inne ewentualności. Otóż strategią mini­
maks gracza Gx jest w naszym przypadku strategia A z; wartością gry 
dla gracza Gx przy tej strategii jest supinf k (A , B) =  — 1. Strategia ta

А  В
zapewnia graczowi Gx wygraną niemniejszą niż —1 (czyli przegraną nie- 
większą niż 1). Łatwo wykazać, że żadna inna strategia nie zapewni gra­
czowi Gx osiągnięcia przynajmniej takich wyników. Tak więc przy stra­
tegii A x wiadomo, że gracz Gx wygra nie mniej niż —2, a przy strategii 
A2 nie mniej niż —3.

T A B L IC A  2

Аг Л ,

Br — 2 2 - 1

В г 3 - 3 5
в 3 10 0 8

wybrał strategię Bz.
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Wygraną gracza 6r2 jest — k (A ,B ), wobec tego gracz ten dąży do 
zminimizowania Jc(A, В). Tak więc mówimy, że B0 jest strategią 
minimaks gracza G2, jeśli supfc(A, B) przyjmnje minimum w punkcie

* A
В — B0. W naszym przykładzie strategią taką jest BX1 a wartością gry
dla gracza G2 jest infsup&(A, B) =  2. I znowu łatwo jest zauważyć, że 

в  A
żadna inna strategia nie zapewni graczowi G2 mniejszej przegranej niż
2. Tak więc przy strategii B2 gracz G2 stracić może nawet 6, a przy stra­
tegii B3 nawet 10.

Ostatecznie, jeśli obaj zastosują strategie minimaks, a więc w naszym 
przypadku A s i B x, to gracz Gx przegra —1, a gracz G2 wygra 1. Każda 
inna strategia może dać gorsze wyniki dla obu graczy, powstaje jednak 
wątpliwość, czy proponowane przez nas strategie były istotnie najlepsze. 
Tak np. gracz Gx może rozumować tak: Skoro gracz G2 uznał za najlepszą 
dla siebie strategię Bx, ja mogłem zastosować A 2 i wygrałbym 2 (zamiast 
przegrać 1). Podobnie rozumuje gracz G2: Skoro gracz Gx uznał za najlep­
szą dla siebie strategię Blt ja powinieniem stosować strategię Blf a więc 
zagrałem dobrze. W rezultacie, w następnej partii gracze zastosują stra­
tegie A 2 i Bx, i gracz Gx wygra 2, a gracz G2 przegra 2. Analogicznie rozu­
mując przekonamy się, iż następna partia dałaby jeszcze inny rezultat 
itd. Tak więc sytuacja nie jest tu stabilna, gdyż poznanie strategii prze­
ciwnika zawsze pozwala co najmniej jednemu z graczy na poprawienie 
swej sytuacji w następnej partii gry. W tym stanie rzeczy może budzić 
wątpliwość, czy strategia minimaks jest najlepsza, skoro u obu graczy 
istnieje tendencja do zmiany tej strategii (po poznaniu strategii przeciw­
nika). Wątpliwość ta znika, jeśli

(2) supinf к (A , B)
А В

inf sup Tc (А, В).
в  А

T A B L I C A  3

Jeśli funkcja Jc(A, В) spełnia warunek (2), to żaden z graczy stosując 
strategię minimaks nie może poprawić swej sytuacji, nawet gdy zna stra­

tegię przeciwnika. Gry spełniające warunek (2) 
nazywają się zamkniętej).

Tablica 3 podaje przykład gry zamkniętej. 
Wynik gry jest 2, gdyż zastosowano strate­

gie minimaks A 2 i Bx. Oczywiście, gdyby nawet 
gracze, nawzajem wiedzieli o swych strategiach, 
nie polepszałoby to ich sytuacji. W grze zamknię­
tej to, że strategia minimaks jest najlepsza, nie 

budzi wątpliwości. Przedmiotem teorii gier są właśnie gry zamknięte.

A , A , A 3

B x 0 2 1

B 2 - 1 4 - 2
B s 6 5 8

(4) Termin gra zamknięta pochodzi od H. Steinhausa [5]; zazwyczaj w teorii 
gier używa się mniej zręcznego terminu gra określona,
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Przykład gry podanej w tablicy 2 pokazuje, że gry otwarte mogą 
występować bardzo często. Okazuje się jednak, że przy pewnych zało­
żeniach łatwo jest grę otwartą sprowadzić do gry zamkniętej. Można 
to zrobić, jeśli gracze zamiast wybierać odpowiednio A  ze zbioru srt oraz 
В ze zbioru 93 będą się posługiwać tzw. strategią mieszaną. Przez strategię 
mieszaną gracza Gx rozumiemy rozkład prawdopodobieństwa [i określony 
na addytywnej klasie podzbiorów zbioru s&. Tak więc gracz Gx zamiast 
wybierać A wybiera y. a przykład jedną z możliwych funkcji /i dla gry 
podanej w tablicy 2 jest: y,{Ax) =  *, (i{A2) =  f, /*(A3) = £ .  Gdyby 
gracz Gx wybrał taką właśnie strategię mieszaną, to o wyborze A zdecy­
dowałby mechanizm losowy, w którym prawdopodobieństwo A x byłoby 
równe |, prawdopodobieństwo A 2 równe | oraz prawdopodobieństwo 
A 3 równe |. Analogicznie, strategią mieszaną gracza G2 nazwiemy roz­
kład prawdopodobieństwa d określony na addytywnej klasie podzbiorów 
zbioru 93. Tak jak poprzednio wartość gry k(A, B) była funkcją dwóch 
zmiennych A , B, obecna wartość gry, którą oznaczymy przez k*, jest 
funkcją dwóch zmiennych, tylko nie A i Б, ale у i d:

k*(juy d) =  j j  k {A y Bjdjudó.

Zasadnicze twierdzenie z teorii gier udowodnione przez v. Neumanna 
orzeka, że jeśli zbiory sĄ. i 93 są skończone, to gra określona funkcją k*(/a, ó) 
jest zamknięta, tzn.

(2') supinf к*(/и, ó) =  inf sup d).
f i  д 6 f i

W takim przypadku mówimy, że gra określona funkcją к (А, В) 
jest zamknięta w szerszym sensie. Na przykład gra, dla której funkcję 
к (A, B) podano w tablicy 2, jest grą otwartą, ale z twierdzenia v. Neu- 
manna wynika, że gra ta jest zamknięta w szerszym sensie, bo oba zbiory 
Л  i 93 są skończone.

IV. Znaczenie teorii gier dla statystycznych funkcji decyzyjnych.
Z uwag zawartych w ustępach II i III nietrudno zauważyć, że statystyczna 
decyzja może być sprowadzona, przynajmniej formalnie, do gry dwuoso­
bowej o sumie zero. W ten sposób wybór najlepszej funkcji decyzyjnej 
można traktować jako wybór najlepszej strategii.

W tej „statystycznej”  grze występuje dwóch graczy: graczem Gx 
jest „przyroda” , której strategiami są rozkłady F  w zbiorze Q, a graczem 
G2 jest statystyk, którego strategiami są funkcje decyzyjne d(x) w zbiorze 
Л. Odpowiednikiem zbioru sd w teorii gier jest obecnie zbiór O, a odpo­
wiednikiem zbioru 93 zbiór A. Wynikiem tej statystycznej gry jest ryzyko
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rd(x){F). Mieszaną strategią statystyka jest zrandomizowana funkcja de­
cyzyjna <5, wreszcie wynikiem gry przy mieszanych strategiach jest ry­
zyko

Co do analogii statystycznej decyzji z dwuosobową grą nasuwają 
się dwa zastrzeżenia:

1. Jest rzeczą dość oczywistą, że statystyk dąży do wyboru takiej 
funkcji decyzyjnej d(x), która by minimizowała ryzyko. Jednak trakto­
wanie strategii minimaks jako najlepszej sugeruje, że przyrodę uważamy 
za równorzędnego gracza obdarzonego takim samym rozumem jak i sta­
tystyk. Powstaje więc wątpliwość, czy można traktować przyrodę jako 
gracza dążącego do zmaksymizowania ryzyka.

2. Wprowadzenie strategii mieszanych do teorii gier ma na celu 
wyeliminowanie gier otwartych, w których poznanie strategii przeciwnika 
pozwala jednemu z graczy na poprawienie wyniku gry. Wydaje się, że 
w statystycznej decyzji nie powinno nam zależeć na tym, by statystyczna 
gra była zamknięta.

Oba te zastrzeżenia można w każdym razie mocno osłabić. Tak więc 
posługiwanie się przez statystyka strategią minimaks jest niewątpliwie 
postępowaniem bardzo ostrożnym (bierze pod uwagę najmniej sprzyja­
jące okoliczności), ale strategia ta ma zalety nie do pogardzenia: Wybór 
funkcji decyzyjnej jest niezależny od prawdziwego rożkładu F, którego 
nie znamy; nadto ryzyko odpowiadające takiej strategii jest stałe (przy 
pewnych słabych założeniach), tzn. przybiera taką samą wartość dla wszyst­
kich elementów F  ze zbioru Q.

Jeśli chodzi o drugą wątpliwość, to należy tu przypomnieć (por. 
ustęp II), że wybór funkcji decyzyjnych można ograniczyć do zbioru 
funkcji dopuszczalnych oraz że klasa rozwiązań bayesowskich stanowi 
klasę kompletną. To ostatnie twierdzenie jest prawdziwe tylko wtedy, 
gdy statystyczna gra jest zamknięta, tzn. gdy spełniona jest relacja (2').

Aby więc skonstruować klasę kompletną, musimy mieć do czynienia 
z grą zamkniętą i to tłumaczy wprowadzenie zrandomizowanej funkcji 
decyzyjnej i rozkładu a priori.

A zatem traktowanie statystycznej decyzji jako gry zamkniętej 
pozwala na skonstruowanie kompletnej klasy funkcji decyzyjnych. I na 
tym polega istotne znaczenie teorii gier dla teorii funkcji decyzyjnych. 
Nadto z relacji (2') wynika, że rozwiązanie minimaks jest na pewno ele­
mentem klasy kompletnej, bo jest równocześnie rozwiązaniem baye- 
sowskim (dla najmniej sprzyjającego rozkładu a priori). Należy jednak 
z całą mocą podkreślić, że wybór funkcji decyzyjnej z klasy kompletnej 
nie koniecznie musi być dokonany metodą minimaks. Mimo to zrezygno­
wanie z tej metody nie umniejsza znaczenia teorii gier i strategii minimaks



dla teorii funkcji decyzyjnych, które leży gdzie indziej, jak to wyjaśni­
liśmy przed chwilą.

Tak więc atakowanie zasady minimaks nie jest bynajmniej atakiem 
na całą waldowską teorię funkcji decyzyjnych, jak to niektórzy sądzą. 
Odrzucenie tej zasady (jako kryterium wyboru funkcji decyzyjnej z klasy 
kompletnej) nie narusza w niczym całej teorii i nie umniejsza znaczenia 
rozwiązań minimaks. Zresztą, jak wynika z pracy J. Wolfowitza [13], 
ucznia i bliskiego współpracownika Walda, sam Wald nie był zadowo­
lony z zasady minimaks i poszukiwał innych kryteriów, a jego ostatnia 
praca z Wolfowitzem dotyczyła tego właśnie problemu (Wolfowitz [13], 
str. 9).
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V. Wpływ teorii statystycznych funkcji decyzyjnych na rozwój 
teorii gier. Zasadnicze twierdzenie v. Жеитаппа z teorii gier, jak to już 
wyżej powiedzieliśmy, ma również znaczenie dla teorii funkcji decyzyj­
nych, jakkolwiek z innych powodów. Jednak założenia twierdzenia v. Жеи- 
manna są bardzo krępujące z punktu widzenia statystyki. W szczegól­
ności założenie skończoności zbiorów sA i 93, a więc — w zastosowaniu 
do statystyki — zbiorów Q i A, poważnie ogranicza zasięg zastosowań 
nowej teorii. W zastosowaniach bowiem zbiór Q, tzn. zbiór możliwych 
dystrybuant badanej zmiennej losowej, jest z reguły zbiorem nieskończo­
nym. Podobnie zbiór A możliwych funkcji decyzyjnych musi być naj­
częściej traktowany jako zbiór nieskończony.

Stąd też główne wysiłki Walda w dziedzinie teorii gier skupiały się 
na uogólnieniu zasadniczego twierdzenia v. Жеитаппа. W tym samym 
kierunku szły również wysiłki innych statystyków pracujących nad teorią 
funkcji decyzyjnych.

Tak więc już w roku 1945 Wald znacznie uogólnił podstawowe twier­
dzenie V. Жеитаппа. W swej pracy [8] wykazał, że jeśli co najmniej 
jedna z dwu przestrzeni sd i 93 jest skończona, to gra jest zamknięta 
w szerszym sensie.

Dalsze istotne uogólnienie tego wyniku znajdujemy w pracy Walda 
[9] z roku 1947, gdzie warunek skończoności jednego ze zbiorów sJ, 93 zo­
stał zastąpiony warunkiem zwartości.

Wreszcie w pracy z roku 1950 Wald podał odpowiednie twierdzenie 
w następującej — bardzo już ogólnej — postaci: Jeśli <A jest przestrzenią 
ośrodkową, a 43 jest przestrzenią słabo zwartą, gra jest zamknięta ([11], 
str. 55). Ж а^у tu dodać, iż wynik ten niezależnie od Walda uzyskał 
Karlin [1].

Tak więc śmiało można powiedzieć, że zastosowanie teorii gier do sta­
tystyki przyczyniło się do rozwoju samej teorii gier dzięki uogólnieniu 
zasadniczego twierdzenia v. Жеитаппа.
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В .  С а д о в с к и й  ( В а р ш а в а )

СТАТИСТИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ РЕШЕНИЯ И ТЕОРИЯ ИГР

Р  Е  З Ю  М  Е

В  с т а т ь е  с о о б щ а е т с я  о б  о с н о в а н и я х  т е о р и и  с т а т и с т и ч е с к и х  ф у н к ц и й  р е ­

ш е н и я  и  о  с о о т н о ш е н и я х  м е ж д у  т е о р и е й  и г р  и  с т а т и с т и к о й .

W. S a d o w s k i  (Warszawa)

STATISTICAL DECISION FUNCTIONS AND THE THEORY OF DAMES 
\

S U M M A R Y

The paper gives information on the foundations of the statistical decision func­
tions and on the relations between the theory of games and statistics.


