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W. SAnowsk! (Warszawa)
Statystvezne funkceje decyzvine i teoria gier

Niniejszy artykul stanowi rozszerzenie referatu, ktory autor wyglosit na Kon-
ferencji Informacyjnej o Teorii Gier zorganizowanej przez Grupe Zastosowan Insty-
tutu Matematycznego PAN w dniach 28-29 V 1954 r. we Wroclawiu.

I. Wstep. W roku 1939 w Annals of Mathematical Statistics ukazal
sie artykul [6] przybylego do Stanéw Zjednoczonych A. Walda (1) z za-
kresu statystyki matematyeznej. Praca ta, bedaca jedna z pierwszych
prac Walda poswieconych statystyce matematycznej (poprzednio zaj-
mowal sie geometria), nie zwrécila na siebie wickszej uwagi. Zawierala
ona jednak wiele nowych i ciekawych koncepcji, ktdre dopiero znacznie
pozniej zostaly docenione. Sam Wald zreszta w nastepnych latach zaj-
mowal sie innymi zagadnieniami, a do problematyki poruszonej w pracy
[6] powrdcil dopiero w roku 1945. Bezposrednia przyczyna, ktéra silo-
nila Walda do ponownego zajecia sie problematyks pracy [6], bylo za-
pewne ukazanie si¢ ksigzki J. v. Neumanna i O. Morgensterna [3] poswie-
conej matematycznej teorii gier. Okazalo si¢ mignowicie, ze wyniki v. Neu-
manna i Morgensterna pozostaja w bardzo §cistym zwiagzku z wynikami
Walda z roku 1939, ktére — mozna to dzisiaj juz powiedzie¢ — stano-
wily podwaliny teorii statystycznych funkeji decyzyjnych. Od tej pory
teoria gier rozwijala sie w cistym zwigzku z teoria statystyeznych funkeji
decyzyjnych.

Teoria statystycznych funkeji decyzyjnyeh stanowi duzy krok
naprzéd w statystyce matematycznej. Y.aczy ona w harmonijng calo§é
tradycyjne dziaty statystyki matematycznej (jak teorie estymacji i teorig
sprawdzania hipotez statystycznych), a réwniez znacznie rozszerza do-
tychezasowsg problematyke statystyki.

Artykul niniejszy ma na celu: 1° zapoznanie czytelnika z podstawami
teorii statystycznych funkeji decyzyjnych, 2° pokazanie, na czym polega
istotna rola teorii gier w statystyce, 3° wskazanie na te wyniki w teorii
gier, ktore powstaly w zwiagzku z jej zastosowaniem do statystyki. W szcze-

(*) A. Wald przybyl do Stanow Zjednoczonych w roku 1938 z Wiednia, skad
musial emigrowaé wskutek przesladowan hitleroweéw.
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gblnogci zwrécié nalezy uwage na punkt 2°, a to z tego wzgledu, ze wielu
autoréw mylnie przedstawia role, jaka odgrywa teoria gier w statystyce,
w pracach samego Walda za$ sprawa ta nie jest moze dostatecznie jasno
i wyraZnie postawiona. Wymaga to podkreélenia, gdyz czesto zastosowa-
nie teorii gier do statystyki, a zwlaszcza tzw. zasada minimaks, o ktoérej
dalej bedzie mowa, spotyka sie z atakami, ktére najezesciej polegaja na
nieporozumieniu.

II. Podstawy teorii statystycznych funkecji decyzyjnych. Pelny
wyklad teorii statystycznych funkeji decyzyjnych dat Wald w swej mo-
nografii [11] poé§wieconej temu zagadnieniu. Ze wzgledu na to, ze w arty-
kule niniejszym nie chodzi o przedstawienie tej teorii w calej jej ztozonosei,
lecz jedynie o naszkicowanie podstawowych idei, zostanie ona tu ujeta
w znacznie wezszym zakresie, tak jak np. w pracach Walda [9] lub [12](3).

Niech X = {X,} (i=1,2,...) bedzie ciagiem nieskoficzonym zmien-
nych losowych, ktére sg przedmiotem naszego badania. Innymi stowy, X
jest nieskonczenie wiele wymiarows zmienng losowa. Warto§ei zmiennej
losowej X oznacza¢ bedziemy przez v = {wl} (t=1,2,...). Zbioér wszyst-
kich mozliwych warto§ei = tworzy pewng przestrzen, ktéra bedziemy
nazywaé preestrzeniq prébek i oznaczaé przez X.

Zagadnienia statystyczne powstaja wtedy, gdy dystrybuanta zmiennej
losowej X jest nieznana, przy czym stopien tej nieznajomogci moze byé
rézny. Te nieznana dystrybuante oznaczaé bedziemy w dalszym ciggu
przez F(z). O dystrybuancie tej wiadomo jedynie, ze jest elementem pew-
nej (danej) klasy dystrybuant Q. Kazde zagadnienie statystyczne polega
na tym, zeby na podstawie znajomogei jakiego§ punktu & w przestrzeni X
podjaé¢ jedna z mozliwych decyzji D, z ktorych kazda sprowadza sie do
przyjecia hipotezy, ze F(r)ew, gdzie wC 2. Podobnie jak zbiér £ jest
dany w kazdym konkretnym zagadniein’u statystycznym, tak samo za
kazdym razem dany jest zbior D wszystkich mozliwych decyzji D.

Zasadniczym i podstawowym problemem teoretycznym statystyki
jest budowa regul wnioskowania statystycznego. Taka regula polega na
przyporzadkowaniu kazdemu punktowi @ z przestrzeni X jednej z mozli-
wych decyzji D z przestrzeni ). Tak wige regula wnioskowania statystyecz-
nego jest funkecja d(x), okreflona w przestrzeni X, a wartosci tej funkeji
naleza do przestrzeni ). Funkcja d(x). nazywa sie statystyceng funkcjq
decyzying.

Nalezy tu zwrécié uwage na to, ze przestrzenn X, w ktorej okreglona
jest funkeja d(x), jest przestrzeniag nieskonczenie wiele wymiarowg. Zna-
czy to, ze jedna z mozliwych decyzji D z przestrzeni ) podejmujemy na

(?) Podstawy tej teorii w sposOb calkiem elementarny, jednak bez nawiazania
do teorii gier, wylozyl Wald w rozdziale VI pracy [7].
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podstawie nieskoniczenie wielu obserwacji, co praktyeznie jest rzecza nie-
mozliwg. Te praktyczng trudnofé usuwamy — pozostajac w przestrzeni
X — przez wprowadzenie pewnej nowej funkeji n(wx), $cisle zwigzanej
z funkcja decyzyjna d(z). WartoScig funkeji n(z) w punkeie 2 jest naj-
mniejsza liczba naturalna n majaca wlasnosé d(z) = d(«?), gdzie
#® jest jakimkolwiek punktem w % speliajacym warunek z{) = z{?,
o =af), ..., 2l = 2. Tak wiec warto§¢ funkeji d(z) w punkcie
wyznaczona jest przez n pierwszych wspélrzednych, przy ezym sama liczba
n zalezy od x. Wynika stad, ze n jest zmienng losowa, ktorej rozklad wy-
znaczony jest przez F(x) i d(x).

Dla lepszego zrozumienia roli i znaczenia funkeji n(x) rozpatrzmy
prosty przyklad z zakresu statystycznej kontroli jakoéci. Badamy wyryw-
kowo jako§é partii towarn w ten sposob, ze kazdg zbadang sztuke klagy-
fikujemy jako dobra lub zla. Celem badania jest powziecie jednej z dwdch
decyzji: przyjaé lub odrzucié partie. Partie przyjmujemy, je§li frakcja
sztuk wadliwyeh (p) w partii jest niewieksza niz pewna z géry ustalona
liczba, na przyklad p,, parti¢ zas odrzucamy, jesli frakeja sztuk wadliwych
jest wieksza niz p,. W przykladzie tym {X;} (i =1, 2,...) jest ciagiem
zmiennych losowych niezaleznych (gdy losowanie sztuk towaru do badania
odbywa si¢ ze zwracaniem) o jednakowym rozkladzie zero-jedynkowym.
Tak wiec kazda zmienna X; moze przybieraé dwie wartosei: 1 (sztuka zla)
z prawdopodobiedstwem p oraz 0 (sztuka dobra) z prawdopodobienstwem
1—p. Wartogciami zmiennej losowej X = {X;} sa ciagi, ktérych elemen-
tami sg zera i jedynki. O rozkladzie zmiennej X wiadomo, ze nalezy do
parametrycznej rodziny dystrybuant réznigeych si¢ jedynie warto$eiami
parametru p. Zbiér <) decyzji sklada sie z dwéch elementéw: decyzji D,
polegajacej na przyjeciu partii, co jest rownoznaczne z orzeczeniem o war-
tosci parametru p (p < p,), i decyzji D, polegajacej na odrzuceniu partii,
co jest réwnoznaczne z orzeczeniem p > p,. Aby jakakolwiek funkeja
decyzji d(x) mogla tu mieé praktyczne znaczenie, musimy wprowadzié¢
funkcje n(x) na przyktad w sposéb przedstawiony schematycznie w tablicy
1 (Wald [10], str. 93).

Z tablicy 1 widaé jak zbudowana jest funkeja =(x). Pobieramy
kolejno po jednej sztuce towaru i liczymy ilo§¢ sztuk niedobrych. Jesli
ilo§é sztuk niedobrych jest réwna liczbie odrzucenia, partie towaru odrzu-
camy, jesli jest réwna liczbie przyjecia, partie przyjmujemy; w pozosta-
Iych przypadkach pobieramy nastepng sztuke i znowu poréwnujemy liczbe
sztuk niedobrych z odpowiednimi liczbami przyjeecia i odrzucenia. Np.
jesli w kolejnyeh 10 sztukach 4 byly zle, a 6 dobrych, zadna decyzja nie
moze byé podjeta i wobec tego nalezy pobraé¢ nastepng sztuke. Jegli okaze
sie, Ze nastepna sztuka jest zla, to podejmujemy decyzje odrzucenia partii
(niezaleznie od tego, jakie bylyby dalsze sztuki). Znaczy to, ze wszystkim

Roozniki P.T.M. - Prace Matematyczne II 17
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takim ciggom zero-jedynkowym, w ktérych na pierwszych dziesieciu
miejscach wystepuja 4 jedynkii 6 zer (w takim porzadku, ktéry wyklucza
wezesniejsze podjecie decyzji), na jedenastym miejscu jest jedynka, a na
dalszych miejscach w jakimkolwiek porzadku.zera i jedynki, przyporzad-

TABLICA 1
Tloéé Liczba ~ Liczba Tosé Liczba Liczba
sztuk przyjecia odrzudenia ! sztnk prayjecia odrzucenia
badanych : + badanyeh
wl | R
- _ s o6
9 . _ i 16 : 0 : 6
3 — | 17 0 7
4 — 4 : 18 0 7
5 — 4 | 19. 0 7
6 : - 4 ; 20 1 q
" i _ 5 B 21 ; 1 7
8 i - 5 I 22 i 1 7
9 _ 5 | 23 | 1 8
10 ! - 5 24 ; I 8
11 f - 5 25 2 8
12 i - ! 6
13 : - : 6 ‘
14 ) 6 i

kowujemy decyzje D,, tzn. decyzje odrzucenia partii. Oczywiscie dla
kompletnego okreglenia funkeji n(x) tablice 1 nalezaloby przedluzyé do
nieskoniczonosei, mozna jednak latwo tego uniknaé zastepujac tablice
odpowiednimi wzorami, ktérych tu nie bedziemy przytaczali. :

Nim przejdziemy do omoéwienia konstrukeji funkeji decyzyjnej
majacej pewne ,,optymalne’ wlasnodci, warto moze podkreslié, ze przed
Waldem nikt tak ogdlnie nie ujmowat i nie badal zagadnient wnioskowania
statystycznego.

Przede wszystkim z reguly ograniczano sie do przestrzeni prébek
% o skoniczonej liczbie wymiar6w, przy czym liczba obserwaeji byla naj-
czelciej stata i r6wna ilo§ci wymiaréw przestrzeni prébek. Tak wiec liczba
obserwacji »n nie byla zmienng losowg. W naszym przykladzie oznaczatoby
to, Ze z gdéry ustala sie liczbe sztuk badanyeh, na przyklad 20, i zaleznie
od iloéci sztuk zlych wérdd tyeh dwudziestu, podejmuje si¢ jedng z dwéch
decyzji. Pozostawanie w przestrzeni probek o skonczonej liczbie wymiaréw
uniemozliwialo rozwigzanie wielu zagadnien, nieraz o duzym znaczeniu
praktyeznym. Tak np. zbudowanie przedziatu ufnodci o diugosei ustalo-
nej z gory dla wartosci §redniej w przypadku rozkladu normalnego (o nie-
znanej wariancji) stalo si¢ mozliwe dzieki zastapieniu przestrzeni pré-
bek o skoriczonej liczbie wymiaréw przestrzenig nieskonczenie wiele wy-
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miarowg (3). Nadto operowanie przestrzenia nieskornczenie wiele wymiarowsg
pozwolilo w wielu przypadkach na powazne zmniejszenie przecigtnej
liczby obserwacji w poré6wnaniu z przypadkiem statego » (przy tym samym
ryzyku podjecia blednej decyzji).

Nalezy takze podkreslié, ze poprzednio gléwnym przedmiotem badan
byly dwa szczegdélne typy wnioskowania statystycznego: sprawdzanie
hipotez statystyeznych oraz szacowanie parametréw, przy czym najeze-
§ciej ograniczano si¢ do przypadku parametrycznego, tzn. takiego, w kté-
rym zbidr £ stanowil parametryczng rodzine dystrybuant (a wiec dystry-
buanty tego zbioru réznily sie jedynie wartodciami jednego lub wiecej
parametréw). W klasycznej teorii sprawdzania hipotez statystycznych
zbidr ) sklada sie z dwoch elementéw: D, i D,, gdzie D, oznacza funkeje
F(x)ew,, D, oznacza F(z)ew,, a w,v w, = 2. Funkcja decyzji d(z) -
przybierajaca dwie warto§ei D, i D, okreflona jest tu w n-wymiarowej
przestrzeni prébek.

Na przyklad 2 moze byé zbiorem n-wymiarowych rozkladéw normal-
nych. Poniewaz najezesciej zaklada sie, ze obserwacje s3 niezalezne (tzn.
niezalezne s3 zmienne X,, X,, ..., X,), wiec funkecja gestosci dystrybuanty
nalezacej do £ wyraza sie wzorem

1 1 v+
(1) f () =mexp{%2‘2(%—m) }»

i=1

gdzie m i 02 s3 odpowiednio §rednig i wariancjg zmiennych X;. Je§li nieznany
jest jeden parametr, np. m, to Q2 jest jednoparametrowa rodzing dystry-
buant o funkecjach gestosei (1). Najezedciej sprawdzang hipotezg w tym przy-
padku jest hipoteza Hy: m = m,. Tak wiec przestrzen () sklada sie z dwoch
elementéw: D,, ktéry oznacza, ze F(x) jest dystrybuanta o funkecji
gestodei (1) z wartoscia $rednig m = m,, oraz D,, ktéry oznacza, ze F (x)
jest dystrybuanta o funkeji gestoéeci (1) z wartoseig frednig m % m,.
Drugi klasyezny typ wnioskowania statystycznego, mianowicie
szacowanie - (punktowe) nieznanego parametru rézni sie od klasycznej
teorii sprawdzania hipotez przede wszystkim tym, ze zbiér (D sklada sie
tu z nieprzeliczalnej liczby elementow D postaci F(x)ew. Tak wige jesli
powréeimy do wyzej rozpatrywanego przykladu, gdzie 2 jest zbiorem -
dystrybuant normalnych o funkcjach gestosci (1) z nieznang wartoécig
frednia m, to szacowanie punktowe sprowadza si¢ do podania przypusz-
czalnej wartosei parametru m. OczywiScie podanie przypuszczalnej wartosei
m polega w tym przypadku na wyznaczeniu przypuszezalnej postaci dystry-
buanty F(x). Inaczej méwige, kazdej wartoSci m odpowiada tu jedna

(3) Zagadnienie to rozwiazal C. Stein [4].
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i tylko jedna dystrybuanta F(x) albo jeszcze inaczej — jeden podzbior w
"0 jednym elemencie F(x). Poniewaz m moze a priori przyjaé jakakolwiek
wartodé rzeczywisty (jesli z géry nie zalozono inaczej), wige ilo§é mozli-
wych decyzji typu F(x)ew jest tu nieprzeliczalna. Analogicznie byloby,
gdyby drugi parametr o byl nieznany, a chodziloby w dalszym ciagu
o oszacowanie tylko wartoci m. Réznica polegalaby na tym, ze kazdy
podzbiér o odpowiadajacy jednej z nieprzeliczalnej ilo§ci mozliwych
warto$ci m skladalby sie teraz nie z jednej dystrybuanty F(z), lecz z nie-
przeliczalnej ilogci takich dystrybuant (o ustalonym m, ale réznym o).

Tak wiee zaréwno teoria sprawdzania hipotez statystyeznyech, jak
i teoria estymacji sa w ujeciu Walda tylko szczegdélnymi przypadkami
wnioskowania statystycznego. To ogélne postawienie sprawy przez Walda
ma nie tylko znaczenie teoretyczne, ale i praktyczne, wiele bowiem kon-
kretnych zagadnien nie podpadalo ani pod pierwszy, ani pod drugi przy- -
padek rozpatrywany w klasyeznej statystyce matematycznej. Na przyklad
niech bedzie dana klasa mozliwych dystrybuant Q oraz przestrzen D skta-
dajaca sie z trzech elementéw D,: F'(x)ew,, D,: F(x)éw,0raz Dy: F(x)e w,,
- gdzie w,v 0y w, = Q. Zagadnienie takie moze powstaé w zwigzku z kon-
trolg jakosei produkeji, w przypadku gdy pozadana jako$é produkeji okre-
§lona jest przez dwie wartosci parametru dystrybuanty F(x), np. m, i m,.
W tym przypadku moze chodzi¢ o zbadanie, czy jako§é badanego towaru
(a wige warto§é parametru m) miesci sie w tych granicach czy tez jest
ponizej lub powyzej.

Obecnie zajmiemy si¢ budows funkcji decyzyjnej d(x), ktéra mialaby
pewne ,,optymalne” wlasnodci. Slowo ,,optymalne” wzieto w cudzysiéw
dla podkreslenia, ze owe wlasnogei, jakie ma mieé funkcja d(z), zaleza
od subiektywnie wprowadzonych kryteriéw pozwalajacych na rozstrzyg-
nigcie, ktora z wielu mozliwyeh funkeji decyzji jest lepsza.

Jako zasadnicze narzedzie pozwalajace na poréwnywanie ze soba
r6znych funkeji decyzyjnych Wald wprowadza tzw. wage, tj. funkcje,
ktéra wyraza strate spowodowang podjeciem decyzji D, gdy w rzeczy-
wisto$ei dystrybuanta badanej zmiennej X jest F(x). Waga W(F(w), D)
jest okre§lona dla wszystkich F(x)ef2 oraz dla wszystkich DeD. Jest to
funkcja nieujemna, przybierajaca warto§¢ 0, gdy podjeta decyzja jest
trafna. Ksztalt tej funkeji moze byé rézny zaleznie od konkretnego za-
gadnienia, musi wiee byé w kazdym konkretnym przypadku okreslany.
~ Drugim narzedziem do poréwnywania réznych funkeji decyzyjnych
jest funkeja c(n) wyrazajaca koszt przeprowadzenia obserwacji. Oczy-
widcie funkeja decyzyjna jest tym lepsza, im mniejsza jest strata spowo-
dowana podejmowaniem blednych decyzji i im mniejsze sg koszty badania.
Nalezy zaznaczyé, ze W jest zmienng losows, gdyz D zalezy od tego, jaka
warto§é przybierze zmienna losowa X, i wobec tego, ustaliwszy F(x)



Statystyczne funkeje decyzyjne i teoria gier 261

oraz funkeje decyzyjna d(x), nie mozemy moéwié o stracie W, lecz o jej
wartosci oczekiwanej. Podobnie, ustaliwszy funkcje decyzyjna d(z) tym
samym okre§lamy funkcje n(x), ale oczywiscie jej warto§é jest zmienng
losowa. Wynika stad, ze przy okreslonej funkeji decyzyjnej mozna méwié
nie o kosztach badania ¢(n), ale o warto§ci oczekiwanej tych kosztow.
Sume spodziewanej straty i spodziewanych kosztéw nazywamy ryzykiem
odpowiadajacym danej funkcji decyzyjnej i oznaczamy

raw(F) = [ W(F(z), D)dP () + [ ¢(n)dF (»).
x X

Tak wiec funkeja 7-6,@(1?‘) jest okreflona dla wszystkich F(x)ef i za-
lezy od przyjetej przez nas funkeji decyzyjnej d(x). Naturalny wydaje sie
postulat takiego wyboru funkeji decyzyjnej, zeby odpowiadajace jej ry-
zyko bylo mozliwie najmniejsze i to niezaleznie od F, gdyz prawdziwy
rozklad zmiennej X jest nieznany. Zanim sie tym nieco blizej zajmiemy,
wprowadzimy pewne uogélnienie funkeji decyzyjnych. Potrzeba tego
uogodlnienia stanie sie zrozumiala nieco pédZniej.

Ot6z wprowadzimy przestrzen A, ktorej elementami sg wszystkie
mozliwe funkcje decyzyjne d(z). Niech ¢ oznacza rozklad prawdopodobien-
stwa okres§lony na odpowiedniej addytywnej klasie podzbioréw zbioru 4.
Funkeje 6 nazywaé bedziemy zrandomizowanq funkcja decyzyjng. Tak
wiec statystyk wybiera nie funkcje decyzyjna d(«), lecz. zrandomizowang
funkeje decyzyjna 6. Wybrawszy 4, nalezy dla okre§lenia funkeji d(z)
wylosowaé ja za pomocy mechanizmu skonstruowanego w ten sposob,
by prawdopodobienstwo nalezenia d(x) do podzbioru ¢ zbioru 4 bylo
réwne 6(q).

Uogdlnienie pojecia funkeji decyzyjnej pociaga za soba uogélnienie
pojecia ryzyka. Skoro bowiem postugujemy si¢ zrandomizowang funkeja
decyzyjna, to nie wybieramy okre§lonego d(x), lecz poszezegdlne funkcje
d(x) mogg pojawiaé sie z réznymi prawdopodobienstwami zaleznie od wy-
branej funkeji 6. Wobec tego 7y,(F) jest tu zmienng losowa, a ryzyko 7
odpowiadajace zrandomizowanej funkeji decyzyjnej 6 wyraza si¢ wzorem

Po(F) = [ 14y (F)d0.
a4

Po tym uogélnieniu funkeji decyzyjnej powracamy do wyboru ,,naj-
lepszej” funkeji decyzyjnej. Jak juz wspomnielimy, wydaje sie rzecza
rozsagdna uwazaé te funkeje decyzyjng za lepsza, ktéra zapewnia mniej-
sze ryzyko. W zwiazku z tym powiemy, ze z dwéch zrandomizowanych
funkeji decyzyjnych 4§, i 8,, funkeja J, jest jednostajnie lepsza niz 9J,,
jezeli 7, (F) < 7,,(F) dla wszystkich Fef i jezeli co najmniej dla jednego
z tych F jest

Fo(F) < Too(F).



262 *W. Sadowski

Wydaje sie naturalne przy wyborze funkeji decyzyjnej wylaczyé
z gbéry te funkeje, do ktérych mozna dobraé funkcje jednostajnie lepsze.

W ten sposéb nastepuje ograniczenie zbioru wszystkich mozliwych
zrandomizowanych funkeji' decyzyjnych. Zbiér funkeji decyzyjnych,
dla ktorych nie istnieja funkeje jednostajnie lepsze, nazywamy zbiorem
dopuszczalnych funkcji decyzyjnych.

Nastepne zagadnienie polega na wyborze jednej z funkeji nalezacych
do zbioru funkeji dopuszczalnych. Zagadnienie to mozna rozwiazaé
w rézny sposéb. Gdyby istnial tzw. rozklad a priori y okre§lony na odpo-
wiedniej addytywnej klasie podzbioréw zbioru £, wdéweczas nalezaloby
wybraé takg funkecje decyzyjna J, ktéra zapewnilaby zminimizowanie ry-
zyka, tzn. zminimizowanie wyrazenia

() = | 75(F)du.
Q

Tak wyznaczona funkeja decyzyjna stanowilaby bay‘eso'wskie roz-
wigzanie zagadnienia.

W zwigzku z tym moglyby sie nasunaé dwie zasadnicze watpliwosci:

a) rozwigzanie to jest bez warto§ci wtedy, gdy rozklad a priori u
nie istnieje, -

b) nawet wtedy, gdy rozklad u istnieje, lecz nie jest znany, rozwia-
zanie to nie ma praktycznego znaczenia.

Ot6z okazuje sie, ze nawet wtedy, gdy rozklad u nie istnieje lub jest nie-
znany, duze znaczenie ma badanie klasy funkeji deeyzyjnych bedacych roz-
wigzaniami bayesowskimi dla wszystkich mozliwych rozkladéw a priori u.

Okazuje sie dalej, ze klasa C wszystkich rozwigzan bayesowskich
ma (przy bardzo stabych zalozeniach) nastepujaca wlasno$é: Dla kazdej
funkeji decyzyjnej nie nalezacej do C istnieje w ¢ funkeja od niej jedno-
stajnie lepsza. Klase majaca te wlasno$é nazywaé bedziemy kompletng.
Latwo zauwazyé, ze jesli klasa C nie zawiera zadnej wlasciwej podklasy
kompletnej, to jest jednoeze$nie zbiorem dopuszezalnych funkeji decy-
zyjnych; stad wynika, ze rozwigzania bayesowskie pozostaja w $cistym
zwigzku z klasa funkeji dopuszezalnych.

Majac zbudowang klase funkeji dopuszezalnych (za pomocs rozwig-
zan bayesowskich) w dalszym ciggu trzeba wybraé jedng z nich. Jedno
z mozliwych rozwiazan polega na tym, ze wybieramy taka dopuszczalng
funkcje 6, dla ktérej wyrazenie sgp 7s(F) przybiera minimum wzgledem §;

znaleziong funkcje bedziemy nazywali rozwiqzaniem minimaks, ktére gwa-
rantuje zminimizowanie ryzyka 7 przy zalozeniu, ze rozklad F jest rozkia-
dem najniekorzystniejszym, tzn. maksymizuje ryzyko 7 (przy danym ).

Tak zbudowana teoria statystycznych funkeji decyzyjnych jest
§cifle zwigzana z teorig gier. Zanim wige wyjasnimy pewne watpliwo§ei
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dotyczgce podstaw teorii funkeji decyzyjnyech, podamy nizej zasadnicze
wiadomo#ei z teorii gier, ktére beda w dalszym ciagu potrzebne. Ograniczy-
czymy sie przy tym do tzw. gier dwuosobowych, one bowiem majg zasto-
sowanie w teorii funkeji decyzyjnych.

[Il. Teoria gier. Pierwszy, obszerny wykiad teorii gier dali J. v. Neu-
mann i O. Morgenstern [3]. Trzeba jednak podkreslié, ze wyklad ten nie jest
bynajmniej latwy. Znaeznie przystepniejszy i zwiezlejszy dal J. McKinsey
[2]. Réwniez w wielu pracach Walda po§wieconych funkecjom decyzyjnym
(np. [9] i [11]) znaleZ¢ mozna podstawowe zagadnienia z teorii gier.

Nastepujace uwagi dotyczyé heda gry dwuosobowej o sumie zero.
W grze takiej wystepuje dwdéch graezy, ktorych dla odréznienia oznaczaé
bedziemy przez G, i G,. Kazda gra scharakteryzowana jest funkeja k(4 , B)
przybierajaca wartosei rzeczywiste oraz dwoma zbiorami «f i B mozli-
wych wartoéci, odpowiednio A i B. Gra polega na tym, ze gracz G, wybiera
element A w zbiorze ¢, gracz drugi — element B w zbiorze 3. Warto§é
k(4, B) stanowi wygrang gracza G,, natomiast —k(4, B) stanowi wy-
grang gracza G,. Rozpatrywana przez nas gra jest szczegélnym przypad-
kiem gry dwuosobowej, mianowicie suma- wygranych w kazdej partii
takiej gry jest réwna zeru. Dlatego gry takie nazywamy grami o sumie
zero. Zasadniczym zadaniem teorii gier jest znalezienie najlepszej metody
gry, czyli najlepszej strategii dla kazdego gracza. Ot6z taka najlepszg
strategia jest strategia minimaks. Mowimy, ze A, jest strategiq minimaks
gracza @, je§li infk(A, B) przyjmuje maksimum w punkcie 4 = 4,.

B

Aby zilustrowaé, ze taka strategia jest istotnie
najlepsza, rozwazmy prosty przyklad. Niech war-
tosei funkeji k(4 , B) beda takie jak w tablicy 2. X] 4, 4,
Gracz @, wybierajac jeden z elementéow zbioru T
oA (skladajacego si¢ u nas z trzech elementéw:
4., A, i A5) dazy do zmaksymizowania swej wy-
granej, czyli k(4, B). Byloby jednak naiwnoscia By {10 0 8
wybraé strategie 4,, bo wtedy wygrana wynosi-

tlaby 10 jedynie w przypadku, gdyby gracz G, wybral strategie B,.
Poniewaz jednak gracze wybieraja strategie niezaleinie, gracz @,
musi wzigé pod uwage i inne ewentualno$ei. Ot6z strategia mini-
maks gracza G, jest w naszym przypadku strategia A,; wartoscia gry
dla gracza G, przy tej strategii jest supi}r;f k(A, B) = —1. Strategia ta

A4

TABLICA 2

B, |-2 2 =1
By, | 3 =3 5

zapewnia graczowi G, wygrang niemniejszg niz —1 (czyli przegrang nie-
wiekszg niz 1). Latwo wykazaé, ze zadna inna strategia nie zapewni gra-
czowi G, osiggniecia przynajmniej takich wynikéw. Tak wigc przy stra-
tegii A, wiadomo, ze gracz G, wygra nie mniej niz —2, a przy strategii
A, nie mniej niz —3.
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Wygranaé: gracza G, jest —k(4, B), wobec tego gracz ten dazy do
zminimizowania k(A4, B). Tak wiec moéwimy, ze B, jest strategia
minimaks gracza G, jesli supk(4, B) przyjmuje minimum w punkcie

- 4

B = B,. W naszym przykladzie strategia taka jest B,, a wartoseig gry
dla gracza G, jest infsupk(4, B) = 2. I znowu latwo jest zauwazyé, ze
B 4

zadna inna strategia nie zapewni graczowi G, mniejszej przegranej niz
2. Tak wiec przy strategii B, gracz G, stracié moze nawet 5, a przy stra-
tegii B; nawet 10. _

Ostatecznie, jesli obaj zastosujg strategie minimaks, a wigc w naszym
przypadku A4; i B,, to gracz G, przegra —1, a gracz G, wygra 1. Kazda
inna strategia moze daé gorsze wyniki dla obu graczy, powstaje jednak
watpliwosé, czy proponowane przez nas strategie byly istotnie najlepsze.
Tak np. gracz G, moze rozumowaé tak: Skoro gracz (F, uznat za najlepsza
dla siebie strategie B,, ja moglem zastosowaé 4, i wygratbym 2 (zamiast
przegraé¢ 1). Podobnie rozumuje gracz G,: Skoro gracz G, uznal za najlep-
sz dla siebie strategie B,, ja powinieniem stosowadé strategie B,, a wiec
zagratem dobrze. W rezultacie, w nastepnej partii gracze zastosuja stra-
tegie 4,1 B,, i gracz G, wygra 2, a gracz @, przegra 2. Analogicznie rozu-
mujac przekonamy sie, iz nastepna partia dalaby jeszeze inny rezultat
itd. Tak wiec sytuacja nie jest tu stabilna, gdyz poznanie strategii prze-
ciwnika zawsze pozwala co najmniej jednemu z graczy na poprawienie
swej sytuacji w nastepnej partii gry. W tym stanie rzeczy moze budzié
watpliwoéé, czy strategia minimaks jest najlepsza, skoro u obu graczy
istnieje tendencja do zmiany tej strategii (po poznaniu strategii przeciw-
nika). Watpliwoéé ta znika, jesli

(2) supinf k(4 , B) = infsup k(4, B).
' 4 B B 4 :
Jesli funkcja k(A , B) spelmia warunek (2), to zaden z graczy stosujac

strategie minimaks nie moze poprawié swej sytuacji, nawet gdy zna stra-
tegie przeciwnika. Gry spelniajace warunek (2)

TABLICA 3 nazywaja sie zamknigte(*).
\4l 4 4, Tablica 3 podaje przyklad gry zamknietej.
B ! i Wynik gry jest 2, gdyz zastosowano strate-
B, 0 2 1 gie minimaks 4, i B,. Oczywiscie, gdyby nawet
B, !—1 4 —2  gracze. nawzajem wiedzieli o swych strategiach,
B, 6 5 g  nie polepszaloby to ich sytuacji. W grze zamknig-

tej to, ze strategia minimaks jest najlepsza, nie
budzi watpliwoéci. Przedmiotem teorii gier s wlasnie gry zamknigte.

(4) Termin gra zamknieta poehodzi od H. Steinhausa [5]; zazwyczaj w teorii
gier uzywa sie mniej zrecznego terminu gra okreslona,
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Przykiad gry podanej w tablicy 2 pokazuje, ze gry otwarte moga
wystepowa¢ bardzo czesto. Okazuje sie jednak, ze przy pewnych zalo-
zeniach latwo jest gre otwarta sprowadzi¢ do gry zamknietej. Mozna
to zrobié, jesli gracze zamiast wybieraé odpowiednio 4 ze zbioru o oraz
B ze zbioru P beda sie postugiwadé tzw. strategiq mieszang. Przez strategie
mieszang gracza @, rozumiemy rozklad prawdopodobienstwa u okre§lony
na addytywnej klasie podzbioréw zbioru «f. Tak wiec gracz G, zamiast
wybiera¢ A wybiera u. Na przyklad jedng z mozliwych funkeji x4 dla gry
podanej w tablicy 2 jest: u(4,) =}, u(dy) =3, u(d;) =% Gdyby
gracz G, wybrat taka wlasnie strategie mieszana, to o wyborze A zdecy-
dowaltby mechanizm losowy, w ktérym prawdopodobieristwo 4, byloby

réwne }, prawdopodobienistwo A, réwne ® oraz prawdopodobienstwo

Ag réwne . Analogicznie, strategia mieszasnay gracza (I, nazwiemy roz-
klad prawdopodobienstwa ¢ okre§lony na addytywnej klasie podzbioréw
zbioru 93. Tak jak poprzednio warto$§é gry k(4, B) byla funkeja dwoéch
zmiennych A, B, obecna warto§é gry, ktéra oznaczymy przez k*, jest
funkejg dwoéch zmiennych, tylko nie 4 i B, ale u i 6:

k', 0) = [ [ k(A, B)duds.
BA

Zasadnicze twierdzenie z teorii gier udowodnione przez v. Neumanna

orzeka, ze jesli zbiory of i B sg skonezone, to gra okre§lona funkc]ad M)
jest za;mkm@ta, tzn.

2" sup inf &*(u, 6) = inf sup k*(u, 9).
w6 5 n

W takim przypadku méwimy, ze gra okreslona funkcja k(A, B)
jest zamknigta w szerszym semsie. Na przyklad gra, dla ktérej funkeje
k(A, B) podano w tablicy 2, jest gra otwartg, ale z twierdzenia v. Neu-
manna wynika, ze gra ta jest zamknieta w szerszym sensie, bo oba zbiory
A 1 VB sg skonczone.

IV. Znaczenie teorii gier dla statystycznych funkeji decyzyjnych.
Z uwag zawartych w ustepach II i III nietrudno zauwazyé, ze statystyczna
decyzja moze by¢ sprowadzona, przynajmniej formalnie, do gry dwuoso-
bowej o sumie zero. W ten sposéb wybodr najlepszej funkeji decyzyjnej
mozna traktowaé jako wyboér najlepszej strategii.

W tej ,statystycznej” grze wystepuje dwéch graczy: graczem G,
jest ,,przyroda”, ktorej strategiami sy rozklady ¥ w zbiorze 2, a graczem
G, jest statystyk, ktérego strategiami sg funkcje decyzyjne d(x) w zbiorze
4. Odpowiednikiem zbioru o w teorii gier jest obecnie zbiér £, a odpo-
wiednikiem zbioru B zbiér 4. Wynikiem tej statystycznej gry jest ryzyko
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T (F). Mieszang strategia statystyka jest zrandomizowana funkeja de-
cyzyjna o, wreszcie wynikiem gry przy mieszanych strategiach jest ry-
zyko 75(u).

Co do analogii statystycznej decyzji z dwuosobowa gra nasuwaja
sie dwa zastrzezenia:

1. Jest rzecza dod§é oczywista, ze statystyk dazy do wyboru takiej
funkeji decyzyjnej d(x), ktéora by minimizowala ryzyko. Jednak trakto-
wanie strategii minimaks jako najlepszej sugeruje, Ze przyrode uwazamy
za réwnorzednego gracza obdarzonego takim samym rozumem jak i sta-
tystyk. Powstaje wiec watpliwosé, ezy mozna traktowaé przyrode jako
gracza dazacego do zmaksymizowania ryzyka.

2. Wprowadzenie strategii mieszanych do teorii gier ma na celu
wyeliminowanie gier otwartych, w ktérych poznanie strategii przeciwnika
pozwala jednemu z graczy na poprawienie wyniku gry. Wydaje sie, ze
w statystycznej decyzji nie powinno nam zalezeé¢ na tym, by statystyczna
gra byla zamknieta.

Oba te zastrzezenia mozna w kazdym razie mocno ostabié. Tak wiec
poslugiwanie sie przez statystyka strategia minimaks jest niewatpliwie
postepowaniem bardzo ostroznym (bierze pod uwage najmniej sprzyja-
jace okolieznosei), ale strategia ta ma zalety nie do pogardzenia: Wybér
funkeji decyzyjnej jest niezalezny od prawdziwego rozkladu F, ktérego
nie znamy; nadto ryzyko odpowiadajace takiej strategii jest state (przy
pewnych stabych zatozeniach), tzn. przybiera taka sama wartosé dla wszyst-
kich elementéw F ze zbioru £.

Jedli chodzi o druga watpliwogé, to nalezy tu przypomnieé (por.
ustep II), ze wybor funkeji decyzyjnych mozna ograniczyé do zbioru
funkeji dopuszezalnych oraz ze klasa rozwiazan bayesowskich stanowi
klase kompletna. To ostatnie twierdzenie jest prawdziwe tylko wtedy,
gdy statystyczna gra jest zamknieta, tzn. gdy spelmiona jest relacja (2').

Aby wiec skonstruowaé klase kompletng, musimy mieé do czynienia
z grg zamkniety 1 to thumaczy wprowadzenie zrandomizowanej funkcji
decyzyjnej i rozkladu a priori. '

A zatem traktowanie statystycznej decyzji jako gry zamknigtej
pozwala na skonstruowanie kompletnej klasy funkeji decyzyjnych. I na
tym polega istotne znaczenie teorii gier dla teorii funkeji decyzyjnych.
Nadto z relacji (2’) wynika, ze rozwigzanie minimaks jest na pewno ele-
mentem klasy kompletnej, bo jest réwnocze$nie rozwiazaniem baye-
sowskim (dla najmniej sprzyjajacego rozkladu a priori). Nalezy jednak
z cata moca podkreslié, ze wybor funkeji decyzyjnej z klasy kompletnej
nie koniecznie musi by¢ dokonany metods minimaks. Mimo to zrezygno-
wanie z tej metody nie umniejsza znaczenia teorii gier i strategii minimaks
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dla teorii funkeji decyzyjnych, ktére lezy gdzie indziej, jak to wyjaéni-
lismy przed chwilg.

Tak wiec atakowanie zasady minimaks nie jest bynajmniej atakiem
na caly waldowsky teorie funkeji decyzyjnych, jak to niektérzy sadza.
Odrzucenie tej zasady (jako kryterium wyboru funkeji decyzyjnej z klasy
kompletnej) nie narusza w niczym calej teorii i nie umniejsza znaczenia
rozwigzan minimaks. Zreszta, jak wynika z pracy J. Wolfowitza [13],
ueznia i bliskiego wspodipracownika Walda, sam Wald nie byl zadowo-
lony z zasady minimaks i poszukiwal innych kryteriéw, a jego estatnia
praca z Wolfowitzem dotyczyla tego wlasnie problemu (Wolfowitz [13],
str. 9).

V. Wplyw teorii statystycznych funkeji decyzyjnych na rozwoj
teorii gier. Zasadnicze twierdzenie v. Neumanna z teorii gier, jak to juz
wyzej powiedzieliimy, ma rowniez znaczenie dla teorii funkeji decyzyj-
nych, jakkolwiek z innych powodéw. Jednak zalozenia twierdzenia v. Neu-
manna §& bardzo krepujace z punktu widzenia statystyki. W szezegol-
noéeci zatozenie skonczonosei zbioréw «f i Y, a wige — w zastosowaniu
do statystyki — zbiorow £ i 4, powaznie ogranicza zasieg zastosowan
nowej teorii. W zastosowaniach bowiem zbiér 2, tzn. zbiér mozliwych
dystrybuant, badanej zmiennej losowej, jest z reguly zbiorem nieskoriczo-
nym. Podobnie zbiér 4 mozliwych funkeji decyzyjnych musi byé naj-
czefciej traktowany jako zbidr nieskonczony.

Stad tez glowne wysitki Walda w dziedzinie teorii gier skupialy sie
na uogoélnieniu zasadniczego twierdzenia v. Neumanna. W tym samym
kierunku szlty réwniez wysitki innych statystykéw pracujacych nad teoria
funkeji decyzyjnych.

Tak wiee juz w roku 1945 Wald znacznie uogdlnil podstawowe twier-
dzenie v. Neumanna. W swej pracy [8] wykazal, ze jesli eo najmniej
jedna z dwu przestrzeni of i 3 jest skonczona, to gra jest zamknigta
W szerszym sensie.

Dalsze istotne uogolnienie tego wyniku znajdujemy w pracy Walda
[9] z roku 1947, gdzie warunek skonczonosci jednego ze zbiorow o, 3 zo-
stal zastapiony warunkiem zwartosei.

Wreszeie w pracy z roku 1950 Wald podal odpowiednie twierdzenie
w nastepujacej — bardzo juz ogdlnej — postaci: Jesli oA jest przestrzeniq
oSrodkoweq, a 13 jest przestrzeniq stabo zwartq, gra jest zamknigta ([11],
str. 55). Nalezy tu dodaé, iz wynik ten niezaleznie od Walda uzyskat
Karlin [1].

Tak wiee §mialo mozna powiedzieé, ze zastosowanie teorii gier do sta-
tystyki przyeczynilo sie do rozwoju samej teorii gier dzieki uogdlnieniu
zagadniczego twierdzenia v. Neumanna.
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SUMMARY

The paper gives information on the foundations of the statistical decision func-
tiong and on the relations between the theory of games and statistics.



