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S. KNAPOWSKI (Poznan)

Twierdzenie z teorii grup skoficzonych

Niech K bedzie cialem zlozonym z liczb zespolonych, a f(x) =0
réwnaniem stopnia n, ktérego grupa w ciele X ma rzad m.

TWIERDZENIE 1. Jeseli n nie jest dzielnikiem m i jeseli najmmniejszy
dzielnik pierwszy m jest wigkszy od n(2, to rownanie f(x) = 0 ma co naj-
mmiej jeden pierwiastek nalezqey do ciata K.

Dowdéd. Oznaeczmy pierwiastki réwnania f(x) = 0 przez x,, #s,..., &y,
a ciato rozpadu przez X. Przypusémy — whrew tezie — ze dla kazdego s jest
K G K (x;). Grupa ciala X wzgledem K (x,) jest wiee rzedu 7y < m, gdzie
rslm. Oczywifcie gs = m/rs jest stopniem ciala K (x;) wzgledem K. A zatem
(1) =, spelnia réwnanie nierozkladalne w K stopnia g, (0, > 1, gs/m).

Oznaczmy przez o@, o®, ..., o™ stopnie czynnikéw nierozkladalnosci
réwnania f(z) = 0. Wobec (1) mamy

oMm, o >1 (i=1,2,...,k).

Na podstawie zalozenia jest wiee o > n/2.

7 drugiej strony, o® 4+ 9® 4 ...+ 0® = n, skad n > kn/2, wiec k= 1.
Réwnanie f(x) = 0 okazuje sie zatem nierozkladalne, a wiec jego grupa
jest przechodnia, skad wynika, ze » dzieli m, wbrew zalozeniu.

TWIERDZENIE 2. Jezeli m = p (p jest liczbg pierwszq) © p wnie dzieli n,
to réwnanie f(x) =0 ma co najmniej jeden pierwiastek naleiacy do K.

Dowéd. Przypudémy, ze teza nie jest spelniona. Zachowujac po-
przednie oznaczenia stwierdzamy, ze cialu K (z,;) odpowiada-grupa rzedu
p® (0 < d), a zatem w, spelnia réwnanie nierozkladalne stopnia p?=%.
A wiee cale réwnanie tak sie rozklada, ze m = Y pd-a”, skad wynika,
ze p dzieli n, whbrew zalozeniu. s

Uwaga. Jezeli n jest liczbg zlozong, to w twierdzeniu 1 nie trzeba
zakladadé osobno, ze n nie dzieli m. Gdyby bowiem bylo n|m, to n = k k,,
ky < n/2, a z drugiej strony k; > n/2 (bo km).

LemAT. Zalozenie: Niech grupa G bedzie podgrupa grupy symetry-
cznej 8 (n = 2). Istnieje rownanie g(x) = 0 stopnia n, kicérego grupg w pew-
nym ciele liczb zespolonych A jest G © ktore ma pierwiastek nalezacy do A.
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Teza: Grupa S,_; ma takq podgrupe I’y 2e I'~G.

Dowdd. Jezeli pierwiastek x; réwnania g(x) = 0 nalezy do 4, to
grupa G sklada sie z podstawienn zachowujgcyeh xg, moze wige byé uwa-
zana za grupe permutacji n—1 elementéw. Jest to szukana grupa I

TWIERDZENIE 3. Jedeli liczby n > 2, m spelniajq zalosenia twier-
dzenia 1 lub twierdzenia 2 © G jest podgrupa rzedu m grupy S,, to grupa S,_,
ma podgrupe I' izomorficzng z grupq G.

Dowéd. Tworzymy réwnanie g(x) = 0 stopnia n o grupie symetry-
cznej np. w ciele liczb wymiernych (co zawsze mozna zrealizowad). Na
podstawie zasadniezego twierdzenia teorii Galois istnieje takie cialo A,
w ktérym grupg réwnania g(x) = 0 jest G. Dla zakoriczenia dowodu
wystarczy zastosowaé¢ twierdzenie 1 lub odpowiednio 2 i lemat.

WNIOSEK. Na to, by grupa S, miala podgrupe rzedu m dla n > 2
oraz m spetniajqeych zalodenia twierdzenia 1 lub 2, potrzeba i wystarcza,
by grupa S,_, miata podgrupe rzedu m.

C. HKuAnoBornit (llosHaus)
TEOPEMA I3 TEOPUN ROHEYHBIX I'PYHII
PEBIOME

O6osHaynm 4yepes §, rpyiny BCeX IHOJACTRHOBOK 7 3aeMeHTos. Ilyers pas wennix
HOJOMUTEIBHBX N>>2 N m BHIOJHAETCA OXHO H3 [ABYX CIeAYIOUUX YCIOBWH:

1° ner, BCAKUN npocroit meamrenb m Goabime n/2;

2° m=p® (p — mpocroe umcmo), pin.

Ecau cymecrsyer rpyuma GcCS8,, @ =m, To cywecrsyer rpymua I'CS,_,,
nsomopduan G.

8. Knarowsk! (Poznan)
A THEOREM OF THE THEORY OF FINITE GROUPS

SUMMARY

Denote by 8, the group of all the substitutions of n elements. Let positive
integers n > 2, m satisfy one of the following two conditions:

1° nim, each prime divisor of m is greater than n/2;

20 m = p® (p — prime number), p}n.

If there exists a group G,CS,, G = m, then there exists a group I',C S, _,,
isomorphic with 4.



