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Twierdzenie Oliviera i jego uogdlnienia

1. Jest rzeczy dobrze znang z kursu analizy, ze

1. Jezeli a,i0 (1) i szereqg > a, jest zhieiny, to na,—0.
n

Wynik ten zostal podany jeszeze w 1827 r. przez L. Oliviera [5].
Ch. J. de la Vallée Poussin ([8], zad. 10, str. 416) uogdlnil wynik
Oliviera jak nastepuje: '
11. Jezeli b,10, a liczby p, > 0 sq tak dobrane, e szereq Y u,b, jest
zbiezny, to "
Bm (g +pta oo tn) by = 0.
n

Autor zauwazyl ([3), lemat 2.3), ze zalozenie s, > 0 jest zbyteczne.
Mozna mianowicie w do$é prosty sposéb wykazaé, ze
111, Jesli b, 10, a liczby zespolone u, sq tak dobrane, ie szereg Y unb,
n

jest zbiesny, to Lm{u;+us+...4u,) by, = 0.
n

Rezultat powyzszy jest zreszta réwnowazny (przynajmniej w hie-
banalnym przypadku b, > 0) z nastepujgcym, dobrze znanym wynikiem
Kroneckera ([2], str. 980):

IV. Jesli szereg > a, jest zbiedny, a putoo (p, # 0), to
n

Hm(p,a;+ps0,4-... +DPa @) [Pn = 0.
n

Twierdzenia tego mozna dowiesé w prosty sposéb, opierajac sie
na twierdzeniu Toeplitza o przeksztaleeniu ciggéw (por. [1], str. 131).
W celu wykazania réwnowaznosei twierdzen: IIT i IV dla b, > 0,
wystarczy przyjaé pn,e, = p, i 1/p, = b,. Tak wiee z twierdzenia III
otrzymujemy I, IT i IV. Ponadto, przyjmujae w twierdzeniu IIT
Uy = 1, otrzymujemy pewien wynik E. Laskera ([7], zad. 139, str. 25).

(1) Symbol a,} 0 oznacza, ze {a,,} jest ciagiem monotonicznym malejacym zbie-
znym do zera, tzn.

4, = a3>..., lima,=0.
n-—-»00
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Innego rodzaju uogélnienie twierdzenia II zawdzieczamy A. Ostro-
wskiemu ([6], twierdzenie C’, str. 165). Twierdzenie to przytoczymy tu
w postaci nieco zmodyfikowanej:

V. Jesli u, >0 oraz b, 0, to zbiesnosé jednego z szeregow

Zﬂnbm 2 (gt oo+ pn) by n+1) (n=1)

n
pociqga za sobq zbieinodé drugiego @ rownosé sum obu tych szeregow.
Stosujae przeksztalcenie Abela otrzymujemy réwnosé

m-—1 m
(1) Z (g + peo+ ---+Mn)<bn‘“bn+1) :Zr‘lnbn—(ﬂl+/lz+ coo ) D
n=l Nn=1

Jest zatem rzeczg oczywisty, ze twierdzenie V pocigga za sobg twier-

dzenie II. Jednoczegnie, biorge pod uwage twierdzenie TI, widzimy od

razu, ze zhieinosé pierwszego szeregu (to jest >'u,b,) pocigga za sobg
n

zbieinosé drugiego szeregu i réwnos'(', obu sum. Niebanalnga czescig twier-

dzenia jest, ze ze zbieznosci ciagu {2’ Hn by — (g o+ - . A ) by} Wymika
zbieznodé szeregu Z,u,, -

Jak latwo zauwazyé, ze wzgledu na twierdzenie III i réwnogé (1),
latwiejsza czesé twierdzenia V mozemy zaostrzyé w nastepujacy sposéb:

VI. Jesli b, 10, a szereq D u,b, dla zespolonych u, jest zbieiny, to szerey
n B

2 Dot ot t) (y—by ).

n

jest rownies zbieiny; zachodsi przy tym réwnosé

Znunb ‘Z(ﬂl+ﬂ2+ ‘{‘Hn)(bn—'bn+1)'

n=1

Natomiast ze zbieznodci szeregu (2) nie zawsze wynika zbieznogé
Zﬂnb . Latwo podaé przyklad, gdzie sumy M, = py-+ps-+ ...+, maja

%taly znak, a mimo to szereg Z,uﬂ » ]est rozbiezny. Mozemy przyjaé np.
b, = 1/n dla » £ 3k oraz b, = 1/(n+1) dla » = 3k, cayli
{bn}—{laq,zh; —;—1%9%7 };

niech ponadto bedzie M, = u+ps+...+u, = 1/n dla n # 3k oraz
M, = n-+1 dla »n = 3k, czyli

M) ={1,3,4, 3, 5,75, ).
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Oczywiscie szereg ZMﬂ(b,n—bn 1) Jest. zbiezny bezwzglednie oraz jest
1 dla » = 3k,
1/n? dla  n # 3k,
skad, po uwzglednieniu réwnodci (1), wynika rozbieznosé szeregu >’ u, by, .
n

Mpby = (p1tpet oo+ un) by = {

Opierajac sie na twierdzeniu IIT i na réwnosei
lowaé nastepujacg oczywista uwage:
Jezeli b, |0 i szereq (2) jest zbiegny, to warunkiem koniecznym i do-
statecznym zbiednosei szeregu Y u,b, jest, by Lm(uy+po+ ... +-pn)b, = 0.
n

(1) mozemy sformu-

Podamy teraz prosty dowdd drugiej czedei twierdzenia Ostrowskiego.

n n
Jedli cigg {Zﬂkbk—bn Zﬂk} jest zbiezny, to jest ograniczony; stad
k=1 k=1

p1(by—by) +pa(bo—bp) 4 ...+ ptn_1(by_1—b,) < K.
Dla » <n tym bardziej jest

p1(by—bp)+pa(ba—bn)+ ... 4-p,(b,—b,) < K.

Przechodzaec z =» do granicy, przy v ustalonym, otrzymujemy
w1y uebs+ oo+ u,b, < K, skad wobee dowolnodei », wynika zbieznogé
szeregu )’ uyby.

n

2. Zastosowania. Kazdemu ciggowi zero-jedynkowemu {z,} mozna
przyporzgdkowaé jednoznacznie punkt x z przedziatu <0, 1> przyjmujge

(=]
® = D'n,/2". Mozna wiec méwié o mierze Lebesgue’a pewnych zbioréw
n=1

ciggdw zero-jedynkowych, a w szczegdlnosci o prawie wszystkich ciggach

zero-jedynkowych. Znany rezultat Borela glosi, ze dla prawie wszystkich

ciggébw zero-jedynkowyceh jest (n;+7ns+...+n,)/n—>1/2. Z drugiej strony,

kazdy ciagg zero-jedynkowy okresla pewien szereg, utworzony z szeregu

harmonicznego przez wykre$lenie pewnych wyrazéw: >'5,/n. Na mocy
n

twierdzenia IIT (lub II), w przypadku gdy szereg D '7,/n jest zbiezny,
n

mamy (9,-+9s+...+n,)/n>0. Uwzgledniajae rezultat Borela widzimy,

ze prawie wszystkie szeregi czefciowe, utworzone z wyrazdw szeregu
harmonicznego sg rozbiezne. Uwaga ta pochodzi od W. Orlicza.

Zajmiemy sie teraz bardziej szczegélowym zbadaniem szeregéw

ksztattu D n,/n, gdzie n, = 0, 1. Jest rzeczy jasng, ze szereg > 1/2" jest
n n

dlatego zhiezny, ze w ciagu zero-jedynkowym {z,}, gdzie
{0 dla n 2%,
Nn =

1 dla n =2%
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jedynki wystepuja rzadko. Nasuwa sie wiee wprowadzenie funkeji
e(n) = (g, +n2+...+n,)/n okredlajacej czesto§é wystepowania jedynek
w ciggu l"']nl 7 twierdzenia 11 wynika od razu, ze warunkiem koniecznym
zbieznosci szeregu 3y, /n jest réwnosé hm(p( ) = 0. Stosujac twierdze-
nie V otrzymamy "

VII. Warunkiem koniecznym i dosiatecznym na to, by szereq D n,[n
n

byl zbieimy, jest zbieinosé szeregu 2(p n)[/(n+1), pray ceym sumy obu sze-
regow sq réwne.
Istotnie, przyjmujac w twierdzeniu V b, = 1/n i y, = 7, widzimy, ze

@(n) _ii! Mmtnet . tn, 1
n=1

— n—+1 n n+1
—5‘( TUAERY N W
= MTHeT o Ty - n1 = n
n=1 n=1

Podamy teraz dwa przyklady na zastosowanie twierdzenia VII.
1° Szereg Zl/pn, gdzie p, jest' wn-tq z kolei liczbq pierwszq, jest
rozbiesny.
Szereg }'1/p, jest postaci
n

Z / dzie 0 dla »n #p,,
n T zie n —
~ UG K 1 dla »n =p,.

Oczywiseie mamy 7, +9,+ ...+, = ©(n), gdzie =(n) oznaeza ilosé liczb
pierwszych, nie wigkszych od #n. Na mocy znanego, dajacego si¢ wypro-
wadzi¢ elementarnie rezultatu Czebyszewa (por. [4], twierdzenie 112,
str. 66), dla n > 2 jest '

Anflogn < w(n) (A — stala dodatnia)
skad

n)/(n+1) = n(n)/n(n+1) > A/(n+1)logn,

co dowodzi rozbieznosei szeregu Y g(n)/(n-+1), a wiec i szeregu >'1/p,.
n n

2° Jezeli wykreslimy =z szeregu harmonicznego wszystkie wyrazy, kto-
rych mianowniki zawieraja w rozwinigciu dziesigtnym cyfre 9, to szereg
utworzony 2 pozostatych wyrazow bedzie zbieiny (por. [7], zad. 124, str. 22).

Jedli jest 10™~'<<n < 10™, to pozostanie niewykreglonych co naj-
wyze] tyle wyrazéw szeregu wiekszych od 1/, ilu sposobami mozna
pokryé m—1 miejsc 9-cioma cyframi, to jest 9™~'. Tak wige mamy

I 1
0g9 ogn) vy

mp('n) < 9m—1 < glog’nlloglo — exp(
log10
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gdzie 0 < ¢ = log9/log10 < 1. Stad
g(r) < n¥n, @n)/(n+1) < nln® = 1/n*"9,

co dowodzi zbieznosci rozwazanego szeregu. Catkiem podobnie mozna
wykazad, ze jesli z szeregu harmonicznego usuniemy wszystkie wyrazy,
ktéryeh mianowniki w systemie p (p > 2), niekoniecznie dziesietnym,
zawieraja pewng okreslong cyfre, to otrzymamy szereg zbiezny.

Bezposrednim wnioskiem z twierdzenia III (lub IV) jest twierdzenie
nastepujace:

Jesli szerey D a,[n° jest zbiezny (o > 0), to (a;+ax+...+a,)/n"—>0
n
(por. [7], zad. 75, str.12).

Podamy teraz przyklad na zastosowanie twierdzenia VI.

Niech bedzie v, > 0, v, =7y = ... 21, = ... © niech szereg r,+r,+...
eoitTut... bedeie rozbieiny, a szereq e,ri+eTo-+... eyt ., gdeie
&, = 1, bedzie zbietny; wowczas (por. [6], zad. 138, str. 25).

lim(e;+e3+ ... 4&,)/n <0 <EI;(81+82+...+£”)/%. ’
Gdyby lim(e,+e,4...+&,)/n > 0, to dla 2« > n, byloby
n

(e17+&s+ ... +&)/n = 0> 0.

Na mocy za$ twierdzenia VI byloby

Denta =D erteat oo en) (rn—Taia),
n=1 n=1

czyli dla » > n, byloby
(182t v Fen) (1n—Tpy1) = ON(1— Tnya),

co dowodzi zbieznosci szeregu Y n(r,—r,.,). Lecz wtedy na mocy VII
n
(by = ¥n, 4y = 1) musiatby byé zbiezny takze i szereg >'r,, co prowadzi
n

do sprzecznosci. Catkiem podobnie prowadzi do sprzecznosci zalozenie

lim(e,+ey+ ... +&,)/n < 0. Stad wnioskujemy, ze jezeli w szeregu D e,r,
n n
stosunek ilo$ci wyrazow dodatnich do ilodci wyrazow ujemnych o wska-

sniku <n dazy dla n—oo do okre§lonej granicy, to granica ta musi
byé réwna 1.

11%
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. Kpmumx (JIobaun)
TEQOPEMA OJIUBBE W EE OBOBUIEHUS
PESIOME
B 1827 r. JI. OnuBbe JoKasaud, 4To eciau pAx )Y a, CXORUTCA u @, {0, To na,—~0

Bamne-Ilyccen, Jlackep, Hponexkep u OcTpoBCckmit gokasanu pasHsie 00o0mennsn
aToit TeopeMsr. B craTee mokasamo, uTo pesyanrartsl Jlackepa u Bamue-Ilyccena aBusa-
I0TCA YAaCTHBIMHI CIyYasMHU paHblle OMyGaMKoBaHHOTo pesyabrara Hpomexepa. Ilpu-
BORATCA TOMe IPOCTOEe AOKABATeJIhCTBO Pe3yibTaTa, NojyueHHoro OCTPOBCKUM, M He-
KOTOpHIe IPpUMEHEHUA K TEOPHU pPAOB.

J. KrzyZz (Lublin)
OLIVIER’S THEOREM AND ITS GENERALIZATIONS

’ - SUMMARY
In 1827 L. Olivier showed that if a series }a, is convergent and g, | 0, then
”

na,—0. Later de la Vallée-Poussin, Lasker, Kronecker and Ostrowski gave various
generalizations of this theorem. The author proves that the results of Lasker and of
de la Vallée-Poussin are particular cases of Kronecker’s result published earlier.
The paper contains a simple proof of Ostrowski’s result and a few applications to
the theory of series.



