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J. GORsKI (Krakow)

O pewnym ciggu zbieznym do rozwarto$ei zbioru
plaskiego ~

1. Wprowadzenie. Niech K bedzie zbiorem ograniczonym i do-
mknietym na plaszezyznie, f(z) funkeja rzeczywista okreflony i ciggla
na zbiorze E, a w(z, {) funkcjag dwdéch punktéw 2z i { okreslong wzorem

(1) (2, §) = |e—¢|fexp(f(2)-+1(0)).

Niech (™ = {fy, {4, ..., La} bedzie ukladem n+1 punktéw réznyeh
zbioru E; oznaczmy przez U(:%") nastepujgey iloczyn

(2) v = [] o, ),
0 <k<n
a przez
(3) 77(") = {’707 N1y ooy 77n}
nklad »-+1 punktéw zbioru E, dla ktorego iloczyn (2) osiagga maksimum
(4) U (") = sup U(L").

Uklad punktow (3) spelniajacy warunek (4) nazywamy wukladem ekstre-
malnym wigledem zbioru E i funkeji (1). Punkty ekstremalne 5™ dla
n=1,2,... tworzg cigg tréjkatny. Oznaczmy przez E, zbiér punktéw
skupienia tego ciagu.

Wiadomo (zob. [1}), ze ciag

P Y — n-+1
VO™,  gdse 8=(:),

jest zbiezny do granicy skonczonej

(5) Lm )T (™) = d(E, w), gdze s = ("“2”),

zwanej rozwartosciq zbioru E wzgledem funkeji (1). Utwoérzmy naste-
pujace funkcje

n
. 2—1 )
(6) @g)(z, 77(")) = 1 1 [ kexp(f(n,))], 1=0,1,2,...,m,
%o LTk
k#j
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i oznaczmy przez AP = AD(E), j = 0,1, 2, ..., n, nastepujgce iloczyny:
i n
(7) AR = [] Vs nal fexp (f () =+ f (ni)) -~
k=0
k7

Za{l(’)Zmy, ze wskazniki punktéw (3) sg tak wybrane, zZe
(8) A0 < AP <. < AP,
Niech bedzie d(F, w) > 0. F. Leja [2] udowodnil nastepujace twierdzenia:

1. W kaidyn punkeie znonel] istnieje granics

(9) lim V100 (z, n)| = (2, B),

n—>00
pray czym zbieino$é jest jednostajna w kasdym zbiorze ograniczonym i dom-
knigtym, zawartym w uzupetnieniu CE zbioru E.

2. Jezeli kazdy punkt zbioru E naledy do pewnego kontinuum naledq-
cego do zbioru E, to istnieje granica funkeji @ (2, E), gdy punkt znonek
emierza do jakiegokolwiek punktu z e B, © wiedy
(10) limd (2, B) < exp(f(2,))-

Z—>2y

W preypadku jezeli zyeE,, to im®(z, B) = exp(f(z,)).

22

W. Ottenbreit {4] dowiodla, ze

(11) lim 49 = a(E, o).

n —» oo
F. Leja postawil nastepujgce zagadnienie:
) - 3 . . . N,y
Czy istnieje granica ciqgu {]/ A9 } ?

2. Rozwiazanie zagadnienia. Niech 0D, bedzie obszarem nieogra-
niczonym zawierajageym wewngtrz punkt oo. Oznaczmy przez F brzeg
obszaru D, i zalézmy, ze kazdy punkt zeF lezy na pewnym kontinuum
C C F. Udowodnie nastepujacy

LEMAT. Jezeli istnieje granice
(12) lim Y AP (F) = ¢,

. N> 00

N . . - . . n A s . . ’
to istnieje granica Hm ) AD(F) i jest réwna g.

Dowéd. Niech ¢ bedzie dowolng liczbg dodatnig i niech ¥, bedzie
rodzing takich analitycznych krzywych Jordana, ze 1° kazda skladowa
zbioru F jest zawarta w obszarze ograniczonym jedng z krzywych ro-
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dziny Fj, 2° odleglosé dowolnego punktu ze¢ F od krzywych rodziny F,
jest mniejsza od 4. Na przyklad odpowiednio dobrane poziomnice funkeji
Greena dla obszaru D, z biegunem w punkcie co moga byé obrane za
krzywe rodziny F;.

Z réwnodei (9) i (12) wynika, ze do kazdego & > 0 mozna dobraé
takie N (e, 8), ze dla kazdego ze¢Fs i n > N(g, 0)

n 2/ =l .. Rl
@1(3) ’ «) A}?) zl/ <Q 7F 19
VIow e ) exp(f (m)+...+f(1a)) (= F)g+e

a zatem dla zeF, i n > N,(e, 6) jest

(13) -i/ |2— 10| -+ |2— Byl < o, 1’1)9“—81‘«
‘ exp (f(10) + -+ + f(n-1))

Oznaczmy przez g¢,(z) lewg strone tej nieréwnofci. Jak wynika z (10),
do kazdego ¢ > 0 mozna dobrad takie é(e) > 0, ze dla kazdego punktu
zeF,, istnieje punkt 2* =2z"(2)eF, spelniajgey warunki |¢"—z2] <
< 6(¢) oraz

(14) (2, F) < exp(f(")) + e

Jak wynika z (13) i (14), dla kazdego zeFy, i n > N,(e;, 0(¢)) istnieje
taki punkt 2*eF, ze

(15) n(2) < (exp (f(2*))+-¢)g+e,

7 drugiej strony wiadomo (zob. [2]), ze

n-1

(16) A = max [ [z~ fexp (f()+ (m) = max fom ()" exp (—nf ()}

2eF 3¢
Skorzystamy obecnie z nastepujacego twierdzenia Lawrentiewa [4]:

Kasda funkeja rzeczywista, okreslona i ciqgla na brzequ F obszaru D,
daje sig¢ przyblizaé jednostajnie na F wielomianami harmonicznymi.

Jak wynika z tego twierdzenia, do kazdego &, > 0 mozna dobraé
taki wielomian harmoniczny h,,(2), %e dla kazdego z e P zachodzi nierdwnosé

(17) [f(2)— he,(2)] < &3.

Niech w,,(2) = he,(2)+ ig.,(2) bedzie wielomianem zmiennej 2, kto-
rego czedcig rzeczywisty jest wielomian harmoniczny b, (2). Na zbiorze F
jest

exp (—7(2))— lexp (—w,,(2))|| < Mes,

gdzie M oznacza pewng staly, a zatem

(18) exp (—f(2)) < |exp(—w,,(2))| + Me,.
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Funkeja ¢, (2) jest jednostajnie ograniczona na F, wiee max ¢, (2) < 4,
zeF

gdzie A jest pewng stala. Z wzordow (16) i (18) wynika, ze
Vam — ma}x lon (2)exp(—F(2))} < mdx {on(2)iexp (—wg(2)) ) + 8,4 M .
z

Poniewaz funkcja y(2) = |pa(2)exp (—wg,(2))|" jest analityczna w obsza-
rach domknietych, oglamczonych krzywymi nalezgeymi do Fy,, wiege
max |y (2)| < max|y(z)|, z czego wynika, ze

zeF zeFd(e)

VAP < max (g, (2)| exp(—we, ()]} + s AM = @p{£)exp(—hyy (&) +e, AM,

ZeFd(e)

gdzie punkt & lezy na F,,. Z nieréwnosei (15) otrzymujemy dia n >
> N, (e, 6(¢)) nier6wnosé

(19) VAP < {[exp(f(£")+ el g-+ea) exp(—he,(§)+e, A,
gdzie £*eF, | —¢& < d(e).
Niech ¢, bedzie dowolng liczbg dodatnig. Poniewaz jest

F(EM) =1 (&) < F(ET) = ey (EN) - They (E7) — hey(£)]

wige z mnieréwnosei (17) i z cigglosei funkeji h,(2) wynika, ze dla
|E* —&| < 0,(e3) 1 &, < }&, zachodzg nieréwnosci

f(f )] < }eé3, lh'sg(g‘)—'h’az(g)l < }e3,
skad

(20) (F(E)—he, (&) < &5.

Przyjmijmy 6, = min{d(¢), 6,(e5)]. Dla n dostatecznie wielkich otrzy-
mamy wobec (19) i (20) nieréwnogé

VAP(F) < gexp(es) +eB-teC e, AM,

gdzie B i 0 83 pewnymi stalymi.
Dla n—oco otrzymamy

g =lim Y49 <1im)y 4P < Iimy 4P < qexp(83)+sB+elO+52AJW

n —> 00 n —>00 n ->00
a wobec tego, Ze g,¢6,6, 1 &3 59 dowolme ma,}e, 1stme1e granica
. Ly
lim yA® = g.

n—-o00

TWIERDZENIE. Jezeli F jest brzegiem obszaru Dy, t kazdy punkt zeF
nalezy do pewnego kontinuum C CF, to istnieje granica lim TIL/AS” % jest ona

n—>00

rowna rozwartosci d(F, w).
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Dowéd. Rozwaszmy ciag {?/Ag’)} Niech {"’V AP bedzie takim cig-
giem wybranym, ze o

lim Y49 = lim /4 = 4.

k—>00 k ~>00

7 lematu wynika, ze’

lim P/ A8 = ¢.

k— o0

Poniewaz

U(n('”'lc))z/”k(nk‘l‘l) — nk+;/f2$?k) T [Ag’lck) ]l/’"‘k’

lim J/ U@yn™)=d(F,w), gdze s= (%k;rl);
k—o00

[ —
wige d(F, o) = g. Postepujae podobnie z ciggiem wybranym |}/ Ag’g:,
takim zZe

e —— n o—
lim Y49 = lim 1/ 47 = ¢,

N —>00 koo

otrzymamy G = d(F, o). Twierdzenie zostalo dowiedzione.

Uwaga. Wynik powyzszy daje si¢ uogélnié. Jedli dany zbiér E
jest np. brzegiem obszaru ograniczonego n-spéjnego, ktérego zadna skla-
dowa nie redukuje si¢ do punktu, to funkeja ciggla f(2) daje sie na kazdej
skladowej brzegowej przyblizaé¢ jednostajnie funkejami harmonicznymi.
Funkcja exp(—f(z)) daje sie zatem przyblizaé¢ na E jednostajnie modu-
lami pewnych funkeji analityeznyeh.
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E. T'veorun (Kpaxos)

0 HEKOTOPOW TMOCHEJOBATEJHLHOCTU CXOAAWENCA
K OBOBH[EHHOMY TPAHCOUHUTHOMY ANAMETPY IJIOCKOTO
MHOMKECTBA

PESIOME

Ilycrs FE orpanndeHHoe 3aMKHYTOe IIOCKOE MHOMECTBO, f(2) HeIpepHIBHAA
pemecTBeHHas PyHKIMA onpenenséunas va FE, u {Co, iy .ees ,} = ¢ pasanunre Toukn
us E. Moxomum, 4ro

UCor Caneenn &) = T 18— Gl fexp (FE)+1 (&)

n<j<k<n
WBBECTHO, YTO ECIIL 7)g, %y, «.+, 1), €CTH CHCTEMA TOUEK MHOMectTBa F, nas xoTo-
poit U(ne, 15 +-.»9,) = sup U (), To cymecrByer mpemes
leE
P n+1
lim ‘/U(noy Nis oves Nn) = d(B) =0, rjae s = ( )7
n—>00 2

KOTOPHIE HABHIBAETCHA 0006wénkbls mpanchunumussn duamempom MHOMecrBa E.
IToaosum, yro

n

49 =[] n~nidfexp (f ) +1(n)s 5= 0,1,...,m,

k=0
kstj
M OyCcTh Af,o)g A,(:), j=0,1,...,n Bosuurkaer BONpoC: CYI{eCTBYET JU Ipejel
N
1 0
(1) lim Y/ A©)

n—> oo
M paBHAeTcA Ju OH d(K)?
Hoxasano, 4yro ecam 1° mHomectRo E ecTh rpanuneit o6aacru, copepiramiei

TOUKY 2 = o0, U 2° E eCTp CyMMa KOHTHHYYMOB, TO CyulecTByer mnpegex (1), pa-
BHHI d(H).

J. Gérskr (Krakdow)

ON A CERTAIN SEQUENCE WHICH CONVERGES TO THE
GENERALIZED TRANSFINITE DIAMETER OF A PLANE SET

SUMMARY

Let K be a bounded and closed plane set and f(2) a real continuous function

defined on E. Let {Co, Cis vens C,‘} = { be a set of n+1 different points of . We form
the expression

U(Cor Caseer S = [T 15,—mlloxp (F(E)+1(C4)

0 j<kn
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and denote by 7, 1, ..., 7, a set of n1 points of F such that Ul(n,, n,,...,3,) =

= sup U (&, &1, .5 &) It is known that the limit
lel

im VT (0, n1reees ) = d(B) >0, where s — ("‘”) ,

n—00 ~ 2

exists; it is called the generalized transfivite diameter of H. We consider the product

Ag) :kI:]()]"?f-nn]/eXP(f("l)+f(”k))’ f=0,1,....n.
ktj

Let AS}) < Ag) »j=0,1,...,n The question arises whether the limit

(1) lim 7]1/41,(10)
n—>o0
exists and is equal to d(E)? ]
In this note we prove that if 1° I is a boundary of a domain which contains the
point z = oo in its interior and 2° K is a sum of continua, then the limit (1) exists
and is equal to d(F).



