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sur quelques problémes extrémaux dans les classes des fonctions
bornées a coefficients réels

I. W. Janowski [6] et d’autres auteurs, p. ex. [3], [5], ont étudié les

# classes des fonctions analytiques bornées dans K; = {z: |z] < 1}, entre autres

les sous-classes de la classe P des fonctions de Carathéodory p(z) =
I+pyz+ ..., zeK,, qui satisfont a l'inégalité

(1.1) p@)—M| <M, Mz>1, zekK,.

Soit P, la classe des fonctions représentée par la formule de Herglotz [4].

4

1
(1.2) p(z)=f “"',0 du(0), zeK,, a=1/M-1
1+aze

-n
Ou u() est une fonction non décroissante dans lintervalle {—m, > et

f du(6) = 1. Le domaine p(K,) étant convexe, la relation (1.1) est satisfaite.

Désignons par P, < P,, la classe des fonctions g telles que g(z) = 1+
+q,z+ ..., zeKy, q, =g, pour n=1,2, ..., et que
) = J 1+(1+a)z cos U+ az?

(1.3)
1+ 2az cos 0+ a? z*

du(0), zekK,

Ofl u(0) est une fonction non décroissante dans lintervalle (—n, 1),

[ du(@)=1,a=1/M—1, M > 1. Observons que P, = P, ou P est la classe

des fonctions ¢ telles que Re q(z) >0, zeK, et q,=q,, n=1, 2, .
Désignons enfin par S¥ la classe des fonctions f telles que f (_ =z4
tay2’+ .. a,=a, n=1,2,..., et que

(L4) zf'(2)
f@)

Dans la suite de ce travail nous allons déterminer le domaine de

=q(z), zeK,, q(z)ePy.
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variation de q(z)e Py, et nous établirons des limitations exactes pour
arg q(z), Re g(2),|g(2)l et |f (2)| lorsque fe€S}.

II. THEOREME 2.1. Si ge Py et z est fixé, ze K, le domaine de variation
de q(z) est le domaine limité par Tarc de circonférence
_1+(1+a)zt+az?
T 1+42azt+a?z?

(2.1) pour te{—1,1)

et par le segment de droite

1-z 1+z
. =t 1—t)—, te0, 1
(2.2 w=t +(1—-1p) T Powr e 0, 1)

1—az 1

ona=1/M—-1,M>1.
Observons que dans le cas ou Imz =0 les formules (2.1) et (2.2)
. ) 1-r 1+4r
représentent le segment [m;, —1—+—a;:l
Démonstration. En vertu du théoréme de Aschnievitsch et Ulina [2]
et de (1.3) 'ensemble des valeurs de la fonction g(z) pour z fixé, ze K,, est
Ienveloppe convexe de la courbe

_1+(1+a)zt+az?

(2.3) 14 2azt+az* "’

out=cosf, te{—1, 1).

Pour te(— o0, + o0) I'équation (2.3) représente la circonférence
1+3a——3a2r2—a3r2+,a—1 X
i c
a(l—d’r?) a (B¢
a—1 _\/(1 +a’r)%—4a*r?cos® ¢
a (1—a?*r? |sin o

w—3

(2.4)

B

ou z =reé”, pe (0, 2n), elle coupe 'axe réel aux points

1+a 1—ar?
@3 T T iae
et passe par les points _
1-z 14z

2.6 = s = .
(2.6 "1 1—az Wa 1+az

Comme te{—1, 1), nous choisissons 'arc de la circonférence (2.4), qui est
compris entre les points w, et w, et contient le point u,. Par conséquent
Ienveloppe convexe de la courbe (2.3) est le domaine limit€ par l'arc de
circonférence (24) et par le segment de droite joignant les points w, et w,,
que nous appellerons sommets de I'enveloppe. La démonstration du théoréme
est donc achevée.
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THEOREME 2.2. Si q(z)€ Py, on a pour z fixé, zeK,, la limitation exacte
!

(1—a)|{Im z]|

2.7 - t <
@7 —arc g Rezraj? S €4
<arct (1—-a)|Im z|
S AT 1 ¥a) Re 24 a2
Lo ) . 14z .
L’égalité a liew pour la fonction q(z)= Tha’ et pour la fonction
az

4:1(2) = q(—2), zeK,.

La démonstration du théoréme résulte directement de linterprétation
géométrique du théoréme 2.1. Il suffit de remarquer que 'ensemble des valeurs
de q(z) e Py, est contenu dans I'angle limité par les demi-droites qui joignenu
lorigine aux sommets w, et w,.

THEOREME 2.3. Si q(z)e Py, on a pour z fixé, zeK,, les limitations
exactes

- 1
(28) Re -~ <Req(z) < Re ——~
1—az 1+az

. 1 41z|* —(z—2)?

~ si. —Re (E_le) = T
1— 1

z . Re +2z

1—az 1+az

(29) min (Re ) < Re q(2)

143a—(3—a)a®|z]> a—1 |az—1/az|

da(l—a2|2?) 4a |Im (az+ 1/az)
. 1 4|z]* —(z—2)?
si Re (az +E>’ < T‘,
1 1—-
(210) Re I-"Li <Req(s) <Re: d

+az 1—az
| : 1 412 —(z—2)?
st Re (E+az>>T

La fonction extrémale est la fonction

14(1+a)zt+az?
2.11 =
211) 90) 14 2azt+a*z% "’

te{—1,1>.

Légalité dans les cas (2.8), (2.10) et dans celui du premier membre de (2.9) est
atteinte par la fonction (2.11), respectivement pour t = +1. Dans le second
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membre de (2.9) l'égalité est atteinte par la fonction (2.11) pour t donné par la
Sformule

_—(+a 1z12) + 1 —a?z?| |z — Z}/a|z]

(212 ! 2a Re z ’

-1t

Si zeK, et Imz=0, on a

1—iz| 1+]z|
<R < .
[ajg SRe4@ <100

(2.13)
Démonstration. Posons

ol S, est le centre de la circonférence (2.4) et w est défini par la formule (2.1).
A partir de I'équation (2.14) on détermine le paramétre ¢

‘= —(1+a*r}) +lsing| \/(1+a*r?)?—4a*r*cos? ¢

(2.15)
A 2ar cos @

ol r=|zl, p=argz,zeK;,a=1/M—-1, M > 1.
Un calcul facile montre que ¢, donné par la formule (2.15), appartient a
lintervalle (—1, 1) si la condition suivante est vérifiée

1+a?r?
2ar

En tenant compte de la définition du domaine de variation de la fonction q(z) € Py,
(théoréme 2.1) et des relations (2.15) et (2.16) on constate que

(2.16)

cos (p} < 1+sin? g.

, +a?r? -
1° Re w; < Re ¢(z) < Re w, si Ty cos @ = 1+sin® @,
ar
) ) ;1+a2r2
2° min (Re w;, Re w,) < Re g{z) < Re Sy +R si - cos @ < 1

l
+sin? ¢,

. 1+a?r? .,
3° Re w, < Re g(z) < Re wy si ———2—cos @ = 14+sm* g,
ar

ou w, et w, sont donnés par les formules (2.6), S, et R sont respectivement le
centre et le rayon de la circonférence (2.4). Les conditions 1°, 2° et 3°
exprimées au moyen de z, fournissent la conclusion du théoréme dans le cas
ou Im z # 0.
Si Im z =0, le domaine de variation de g(z) se réduit au segment
li:i, _I_-tr_ J, ce qui achéve la démonstration du théoréme.
l—ar 1+ar

THEOREME 24. Si q(z)e Py, on a pour z fixé, ze‘Kl, Imz#0, les
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limitations exactes

-z 1+z
-~ E < gl <
(217) - lq ()l '1+a2
, (1—a*|z|*Re z S [Im z|
St C(1+3a=3a2zP=d’|zZ) Imz ~ 1+(1+a) Re z+alz]*’
Im (1/az—2z)|
A
(2.18) 4z~ 1az] lq(2)|
j TR 3022 2
<i (1+3a—3a lzl 22a |2]%) (1—a)? Re z
4|al (1—a*iz|?) Im z
laz—1/az|
= w + ) |
. |Im z| (1—a*z|>) Re z
¥ TIr( 19 Reztalz S T (1+3a—3a [ —a*|2?) Im z
Im Z|
S 14(1+a) Re z+alz/?’
1+z -z
2.19
(2.19) ‘1+ ‘ la(2)l < ‘ —
1 2102
i (1—a”|z]*) Re z S [Im z]

(1+3a—-3a*|z1*~a®|21) Imz ~ 14+(14a) Re z+alz)*
Silmz=0,zeK, on a

(2.20) Ll o < LHE

1—alz 1+alzl’

Dans les cas (2.17), (2.19), (2.20) et dans celui du second membre de linégalité
(2.18), la fonction extrémale est la fonction donnée par la formule (2.11) pour
t= il et pour la valeur correspondante te(—1, 1). L’¢égalité dans le premier
membre de linégalité (2.18) est réalisée par la fonction

(2.21) () = 1—+(1—)—J’—azz, 1€<0, 15.

Démonstration. Les valeurs extrémales de |¢(z)| résultent directement
de Tlinterprétation géométrique de l'ensemble des valeurs de la fonction
q(z)e Py,. Nous aurons donc a considérer les cas suivants:

1° si arg So > arg w,, on a |wy| <[q(2) <|w,l,

2° si arg w, < arg So < arg wy, on a d < |q(z)] < S,/ +R,

3 si arg S, < arg wy, on a |w,| <lq(z) < [wyl,
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ol w; et w, sont définis par les formules (2.6), S, et R sont respectivement le

centre et le rayon de la circonférence (2.4) et d est la distance de I'origine au

segment de droite donné par I'équation (2.2). Dans le cas ou Imz =0,

ze K, 'ensemble des valeurs de la fonction g(z) se réduit, comme on le sait,
1-r 1+ . .

au segment de droite ~~——r-, A B S démonstration du théoréme est
l—ar 1+4ar

ainsi achevée.

III. Soit feS%, zeK,. De Iégalité (14) il résulte que I'ensemble des
valeurs de la fonctionelle zf'(z)/f (z) se confond avec I'ensemble des valeurs
de la fonction q(z)e Py. Par conséquent les limitations auxquelles satisfont
') g @ L)
@ 1@ 7@
vérifient arg g(z), Re q(z) et |q(2)].

Nous avons encore d trouver une limitation exacte pour |f(z)].

TueorEME 3.1. Si f(2)eSY, M > 1,a=1/M—1, on a, pour z fixé, ze K,
Im z # 0, les limitations exactes

les grandeurs arg se confondent avec celles que

|z} ||
3.1) e <@ < M+ az@
: 1 4lz)* —(z—-2)
si. —Re (-‘E+a2) > T
: |zl |2
(32 min <ll —az)@™ Ve |1 4 gzf@” D/ <@l
- g
T |1+ 2azt +a? 3@V
4 2_(,_ 52
si |Re ~—1—+az < ﬂ——(iz—zl,
az 2|z|
t étant donné par la formule (2.12),
|z |z]
——— e ST esia
(3.3) Il + azl(a._ 1)/a lf(z)' '1 _aZl(a_ 1)/a
. 1 4lz)*—(z-2)
S Re <E+az>>——2'—z-l2~———
Silmz=0,0na
Izl |l

(34) <@l <

(I=ajd) " T+ al)* D
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La fonction extrémale est la fonction

z
(1+ 2azt+a? z2)e~ i

(3.5 f@)=

respectivement pour t = +1 et t donné par la formule (2.12).
Démonstration. Soit z=reé®, Imz #0, 0, 2n>, re0, 1). En
dérivant par rapport a la variable r membre & membre lidentité bien connue

ln@ =In l’—[—@ +i arg@, |zl =1,
z z z

on obtient

2f'(2) @, @ _z)

@ =14+r— 1 .J l arg
d’ott

2 (2) 4 ()
De cette égalité et de la relation (1.4) on tire:
0 () 1

3.7) > In F (Re q(2)—1).

En tenant compte des inégalités (2.8), (2.9), (2.10) et en intégrant la derniére
égalité dans lintervalle de 0 a r on obtient la conclusion du théoréme.
Signalons encore que le second membre de I'inégalité (2.9) est atteint par

NERE)
)

la formule (2.12) et z satisfait & la condition

1
Re (az + —) <
az

ou la fonction f(z) est donnée par la formule (2.11), ¢ est défini par

4z]*~(z—2)?
2Jz/?

~

Si Im z = 0, le résultat est immédiat, puisque

1-a (z)
T <1
1—ar Or n’/

La démonstration du théoréme est donc achevée.
Si M — o0, les résultats obtenus se confondent avec ceux du travail [1]
pour k= 1.

l1—a
Sl4ar’
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