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. O przesunieciach zbioré6w i o pewnym twierdzeniu Steinhausa

H. Steinhaus udowodnil w roku 1920 nastepujace dwa twierdzenia
o zbiorach polozonych na prostej [16]:

TwIERDZENIE I. Dla kaidego zbioru mierzalnego miary dodainiej
#bidr odleglosci miedzy punkiami tego zbiorw zawiera pewien odcinek
o koneu 0.

TwierRDZENIE II. Dia kaidej pary zbiorow mierzalnych A ¢ B miary
dodatniej zbior odleglo$ci miedzy punktami zbioru A a punktami zbioru B
zawiera pewien odcinek.

Oba twierdzenia Steinhausa znajdujg eczesto zastosowania; wy-
godnie na przyklad opieraé sie¢ na nich w rozwazaniach zwigzanych
z twierdzeniami ergodycznymil).

Twierdzenie I, jak zauwazyl A. Zieba, mozna latwo wyprowadzié
z twierdzenia I opierajgc sie na istnieniu takiego przesuniecia B* zbioru B,
ktére ma ze zbiorem A cze$é¢ wspolng AB* miary dodatniej; wystarczy
woéwezas zastosowaé twierdzenie I do zbioru AB*. Wobec tego w dalszym
ciggu bedziemy sie zajmowa]i’tylko twierdzeniem I.

Dla wielowymiarowej przestrzeni euklidesowej mozemy stosujac
zwykle pojecia i oznaczenia sformulowaé taki odpowiednik twierdzenia I
(Rademacher [10]):

TwierDzENIE I'. Dla kaidego zbioru mierzalnego E miary dodatniej
2bidr wszystkich réémic x—vy, gdzie x,ye¢eE, zawiera pewnq kule o $rodku
w punkcie zerowym.

Celem tego artykutu, ktéry zresztg nie zawiera zadnych nowych
twierdzeni?), jest systematyczne ujecie pewnych naturalnych uogélnien
twierdzenia I’ i przedyskutowanie kilku zagadnienn pokrewnych.

Najprostszym ze znanych dowoddéw twierdzenia I' jest chyba dowéd
Kestelmana?®); uogdlniajge go nieco otrzymujemy lemat podany dalej.

1) Por. Hartman, Marczewski i Ryll-Nardzewski [4], str. 111.
?) Twierdzenia 4 i 5 podane zostaly bez dowodu w komunikacie [9].
3) Kestelman [6], str. 145.
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1. Definicje i rownowaznosci. Bedziemy rozwazali jedynie punkty
i zbiory polozone w przestrzeni euklidesowe] o ustalonej, zreszta do-
wolnej, liczbie wymiaréw k. Przez sume¢ x-+y punktéw x=(2,,2,,...,2;)
1 y=(1,Y2,-.-,Ys) te] przestrzeni bedziemy rozumieli punkt (x,+y,,
By+Ysgy..., 0 +Y;). Analogicznie okreslamy rdinice punktow.

Przesuniecie zbioru E o wektor (punkt) a, czyli zbiér wszystkich punk-
tow z+4a, gdzie xe E, bedziemy oznaczali przez E°.

Odleglogé punktu » od punktu zerowego oznaczymy przez |z|.

Miare Lebesque’a (k-wymiarowsg) zbioru mierzalnego K oznaczymy
przez |E|, a $rednicg zbioru E (czyli kres gorny liezb |x—y|, gdzie x,y¢ E)
przez O(H).

Rozpatrzmy nastepujace wlasnosci zbioru E:
(S,) Istnieje taka liczba n>0, ze dla kasdego zbioru A, ztosonego z co naj-

wyzej n punkitow i majgcego Srednice mmniejszq od n, istnieje prze-
suniecie zbioru A zawarte w K.

(S)  Istnieje taka liczba >0, e dla kaidego zbioru A, co najwysej preeli-
czalnego i majqeego Srednice mniejszq od 7, istnieje przesuniecie zbiory
A zawarte w E.

(T) Dla kazdego zbioru A co najwysej przeliczalnego istnieje przesuniecie
zbioru A zawarte w K.

- Zachodza oczywidcie nastepujace wynikania:
(T) = (8) —... >(S;) = (8,).
Poniewaz dla kazdego zbioru A4 i kazdego punktu b relacje

A’CE i be]]EC
aed
83 réwnowazne, wiec wlasnogdei (S,), (S) i (T) sa odpowiednio ré6wnowazne
z nastepujacymi:
(8,) Istnieje taka liczha n>0, %e jeieli A={a1,a2,...,a,,,} 1 §(A4)<n, to
E“E*%. . E"=#£0.

(8) Istnieje taka liczha 5>0, ze jezeli A ={a,,ay,...} © 6(4)<y, to
E"E*. .. +#0.

(t) Dla kazdego ciggu punktow a,,a,,... jest EE™,..#0.
Twierdzenie I’ mozna teraz wyslowié w nastepujacy sposéb:

TWIERDZENIE 1'. Kaidy 2bidr mierzalny miary dodatniej ma wlasnosé
(Sy) (lub inaczej: (s,)).
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2. Wiasnos$é (8,). Udowodnimy natepujacy

Lemat*). Dla kaidego zbioru mierzalnego E, dla kazdej liceby >0
t dla kazdej liczby maturalnej n istnieje taka liczba n>0, Ze jezeli |a;|<<n
dla j=1,2,...,n, to

1) |\E — B E™.. . B*™ <e.
Dowéd. Istnieje taki zbiér domkniety i ograniczony FCUH, ze
(2) B —F|<<e/2
oraz taki zbiér otwarty G zawierajacy F, Ze
(3) AIG — F| <¢/2n.

Odleglodé n miedzy F a dopelnieniem zbioru G jest oczywiscie do-
datnia. Jezeli |a;]<<y, to FYC @, skagd wobec (3) otrzymujemy

(4) |6 — FY = |G| — |F¥ = |G| — |F| =G — F| <z/2n.

Zatem
E—-E“"E*. BE*C(E—F)+(F —E"E™>. E")C

C(E—F)+(G—FaF%.. F) = (E—F)+ 2" (G — P),

" co, lgcznie z nier6wnodciami (2) i (4), pociaga za sobg nieréwnogé (1).

7 lematu latwo wyprowadzimy nastepujace twierdzenie Ruziewicza ),
ogoélniejsze od twierdzenia Steinhausa:

TWIERDZENIE 1. Kaidy zbidr mierzalny E miary dodatniej ma wta-
snosé (S,) dla n=1,2,...

Dowdéd polega na podstawieniu w lemacie zbioru E*, liczby |FE|/2
i eciggu punktéw 0,a,—a,,a3—a,,...,4,—a, zamiast zbioru E, liczby ¢
i ciggu a,,a,,...,a,. Okazuje sie w ten sposéb, ze zbiér F ma wlasnosé
(8,), czyh (8,), ¢. b. d. o.

Poniewaz kazdy zbiér o wlasnodci (S) jest gesty na pewnym odcinku,
a istnieja zbiory miary dodatniej rzadkie®), wiec w twierdzeniu 1 nie
mozna zastapié wlasnodei (S,) przez wlasnodé (S).

Steinhaus udowodnil, ze na prostej istnieje zbiér doskonaly miary
zero, mianowicie zbiér Cantora, ktéry ma wilasnosé (S,)7), a Ryll-Nar-
dzewski zauwazyl, ze zbiér ten nie ma wlasnosei (S;). Zagadnienie,
czy istnieje zbidr doskonaly miary zero o wlasnodci (S;), jest otwarte.

4y Por. Hadwiger [2].

5y Ruziewicz [12] i Hadwiger [3].

%) Czyli tzw. nigdzie geste.

*) Steinhaus [15]; por. takze Kestelman [5], str. 145 i Piccard [10], str. 86.
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3. Wlasno§é (S). Jak wiadomo, istnieje wiele analogii miedzy zbiora-
mi miary zero oraz zbiorami mierzalnymi z jednej, a zbiorami pierwszej
kategorii oraz zbiorami o wlasnodci Baire’a z drugiej strony. Przypo-
mnijmy, ze zbiér E jest pierwszej kategorii, gdy jest sumg ciagu zbioréw
- nigdzie gestych, jest drugiej kategorii, gdy nie jest pierwszej, i wreszcie,
ze zbiér ma wlasno$é Baire’a, gdy istnieje taki zbiér otwarty @, ze zbidr
(G—E)+(E—G) jest pierwszej kategorii®).

Twierdzenie 1 nasuwa mysl, ze zbiory drugiej kategorii o wlasnodei
Baire’a maja wlasnodé (S,). Okazuje sie nawet, ze zachodzi moc-
niejsze :
TWIERDZENIE 2. Jeteli zbidr E ma wlasnosé Baire’a i jest drugiej
kategorii, to E ma wlasnosé (S).

Dowéd. Udowodnimy, ze £ ma wlasnosé (s). Istnieje taka kula

K — oznaczmy jej promieni przez n — ze K —F jest pierwszej kategorii.
Niech :

A=lay,ay,...}, 6(4)<n.

Zatem zbiér A jest zawarty w kuli @ o promieniu 7,<<7. Bez szkody
dla ogdlnosci mozemy zatozyé¢, ze punkt zerowy 0 jest Srodkiem kul
KigQ.

Niech K, oznacza kule |z|<n-—#,; mamy wéwczas
(5) K%CK da j=1,2,...

Rzeczywidcie, jezeli xe¢ K~%, to |x+a;|<n—n,, skad
el <|z —a;| +la;| < (7 —1m1) +90=1,
czyli ze K.

Poniewaz K —FE jest zbiorem pierwszej kategorii, wiec z (5) wynika,
ze zbiér K, % —F, a wiec takze K ,—FE"Y jest pierwszej kategorii. Zatem
zbiér

K,— E“E™ .. .=

i

g

(Ko— E7)

jest pierwszej kategorii, wobec czego E™E*...#0, c¢. b.d.o.

4. Wlasnos$é (T). W podobny sposob jak twierdzenie 2, lecz jeszeze
prodeiej otrzymujemy

TWIERDZENIE 3. Jeseli dopetnienie zbioru E jest miary zero lub pierw-
szej kategorii, to zbidr E ma wlasnoéé (T)?).

8) Por. np. Kuratowski [8), str. 48 i 54. Informacje o analogii miedzy miara
i kategoria mozna znalezé w ksigzkach Kuratowskiego [8] (np. str. 4% i 63) oraz
Sierpinskiego [14] (chapt. III, oraz chapt. IV, § 3).

?) Por. Kestelman [7], str. 133.
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Dow6d. Dla kazdego ciaggu punktéw a,,a,,... dopelmieniem zbioru
E"E™... jest suma dopelnien zbioréw EY, a wiec zbiér miary zero lub
pierwszej kategorii. Zatem E“E*...#0. Zbiér E ma wiec wlasnosé (t),
¢. b. d. o.

Z twierdzenia 3 mozna uzyskaé dowody istnienia réznych ,,malych”
zbioréw, ktére jednak maja wlasnodé (T).

Poniewaz prosta mozna rozlozyé na zbiér Gy miary zero i zbior F,
pierwszej kategorii, wiee — jak zauwazyl W. Sierpinski — z twier-
dzenia 3 wynika istnienie zbioru G, miary zero, ktéry ma wiasnosé (T).
Pytanie, czy istnieje zbiér F, miary zero o wlasnodei (T'), jest otwarte.

Uwaga Sierpifiskiego moze byé zaostrzona. Niech ¢ oznacza taka
niemalejacg funkeje rzeczywista, ze ¢(0)=0. M6éwimy, ze zbiér E ma
miare zero wzgledem funkeji ¢'%), gdy do kazdego #>0 istnieje taki roz-
ktad E=E,+‘H,+..., ze

S la(B)]<n.

Piszemy wowczas L7(FE)=0 (warunek ten jest dla zbioréw polozo-
nych w k-wymiarowej przestrzeni euklidesowej i dla funkeji ¢(t)=t" r6-
wnowazny z warunkiem |E|=0).

Latwo stwierdzié, ze dla kazdego zbioru E miary zero wzgledem ¢
istnieje nadzbiér H o tej samej wiasno$ci, bedgcy zbiorem G,. Wobec
tego, jezei E jest dowolnym zbiorem przeliczalnym gestym w prze-
strzeni, to dopelnienie zbioru H jest zbiorem F, pierwszej kategorii. Tak
wiec z twierdzenia 3 otrzymujemy

TWIERDZENIE 4. Dla kaidej funkeji ¢ istnieje zbior G4 o wlasnosei (T),
ktdry ma miare zero wzgledem .

Twierdzenie 4 i zagadnienie postawione na koncu punktu 2 wigza
sie z pracg H. G. Egglestona [1].

Zbiér E nazywa sie zbiorem wymiaru zero (nie nalezy identyfikowad
tego pojecia z wymiarem w sensie topologicznym), gdy jest miary zero
wzgledem kazdej funkeji ¢ ksztaltu ¢(t)=t* (gdzie a>0). Oczywiscie,
jezeli L,(E)=0 dla funkeji y, ktéra dazy do 0 gdy t—0 wolniej niz kazda
funkecja ksztaltu wyze] podanego, to ¥ ma wymiar zero.

Oznaczmy przez (T,) wlasnodé zbiora E polegajaca na tym, ze dla
kazdego dwupunktowego zbioru A istnieje przesuniecie zbioru A zawarte
w E. Oczywiscie (T) pociaga za soba (T,).

Z twierdzenia 4 otrzymuje sie wiec nastepujacy wynik Egglestona:
Istnieje zbior zerowymiarowy o wlasnosei (T). W rzeczywistodei jednak
wynik Hgglestona jest nieporéwnywalny z twierdzeniem 4, poniewasz
skonstruowany przezen zbiér jest doskonaly.

10y Por, Hausdorff {5] oraz Saks [13], str. 53.



0O przesunigciach zbioréw 261

A. Krzywicki zmodyfikowal konstrukcje Egglestona otrzymujac
dla kazdej funkeji ¢ zbidr doskonaly o wiasnosci (T,), ktéry ma wzgle-
dem ¢ miare zero.

Istnienie zbioru nieprzeliczalnego, ktéry ma miare zero wzgledem
kazdej funkeji ¢, jest udowodnione jedynie za pomocg hipotezy conti-
nuoum. W szezegélnosei majg te wlasno$é pewne zbiory osobliwe Luzina.
Przez zbidr Luzina bedziemy rozumieli kazdy taki zbiér L, ze dla kazdego
zbioru N pierwszej kategorii zbiér LN jest co najwyzej przeliczalny!l).
Zastepujac w tej definicji pierwszg kategori¢ przez miare (Lebesgue’a)
zero otrzymujemy zbiér zwany zbiorem Sierpinskiego. Kazdy zbiér
Sierpinskiego jest pierwszej kategorii na kazdym zbiorze doskonalym?!2).

Z hipotezy continuum wyprowadzimy

TWIERDZENIE B. Istnieje nieprzeliczalny zbior ZLmzina © nieprzeli-
czalny 2bidr Sierpiiiskiego, oba majqce wlasnosé (T).

Dowé6d. Niech N bedzie klasa wszystkich zbioréw miary zero (lub
odpowiednio: pierwszej kategorii). Z hipotezy continuum wynika istnie-
nie ciaggu pozaskonczonego typu £, zlozonego ze wszystkich zbioréw
borelowskich nalezgcych do N:

No, Ny Nayeo iy Neyorry 0<E<Q

oraz ciggu — tego samego typu — zlozonego ze wszystkich zbioréw co
najwyzej przeliczalnych:

Dy, Dy, Dyy...,Dsy...,  E<Q.

Z twierdzenia 3 wynika istnienie dla kazdego & takiego przesuniecia
D} zbioru D, ze
(6) Di- YN, =0.
n<é
Zbiér Z= ) Dy spelnia warunki tezy. Oczywidcie ma on wlasnosé (T).
E<Q

7 drugiej strony, dla kazdego N e N istnieje takie <2, ze NCN 40 @ Zatem
ZNCZN,= Y D;N,+ > D:iN,;

E<n n<E<®
pierwszy skladnik tej sumy jest co najwyzej przeliczalny a drugi pusty
wskutek réwnosei (6).
Twierdzenie 5 jest wiec udowodnione.

1) Kazdy zbiér Luzina ma tzw. wlasnosé (C) (por. np. Sierpinski [14], str. 39),
a kazdy zbiér o wilasnoéei (C) ma — jak latwo sprawdzié — miare zero wizgledemn
kazdej funkeji ¢. Rézne wiasnodei zbioréw Luzina sy oméwione takie w monografii
Kuratowskiego [8], str. 432-440.

12y Por. up. Sierpinski [14], str. 85.



262 E. Marczewski

Prace cytowane

[1] H. G. Eggleston, Note on certain s-dimensional sets, Fund. Math. 36 (1949),
str. 40-43. ;

[2] H. Hadwiger, Ein Translationssatz fiir Mengen positiven Masses, Portu-
galiae Mathematica 5 (1946), str. 143-144.

(3] — Hine Erweiterung eines Theorems von Steinhaus-Rademacher, Comm.
Math. Helv. 19 (1946-7), str. 236-239.

[4] S. Hartman, E. Marczewski et C. Ryll-Nardzewski, Théorémes er-
godiques et leurs applications, Coll. Math. 2 (1951), str. 109-123.

[8]1 F. Hausdorff, Dimension und dusseres Mass, Math. Ann. 79 (1919), str.
157-179.

[6] H. Kestelman, On the functional equation f(x-y)=f(x)+f(y), Fund.
Math. 34 (1947), str. 144-147.

[71 — The convergent sequences belonging to a set, Jour. of the London Math.
Soc. 22 (1947), str. 130-136.

[8] C. Kuratowski, Topologie I, drugie wydanie, Monografie Matematyczne 20,
Warszawa-Wroctaw 1948. .

[9]1 E. Marczewski, Sur les translations des,ensembles (streszczenie), Coll. Math. 2
(1951), str. 309.

[10] 8. Piccard, Sur les ensembles de distances des ensembles de points d’un
espace euclidien, Paris 1939.

[11] H. Rademacher, Uber eine E‘@genschaﬂ von messbaren Mengen, Jahresber.
d. Deutschen Math. Ver. 30 (1921), str. 130-132.

[12] 8. Ruziewicz, Uontributions & Uétude des ensembles de distances de poinis,
Fund. Math. 7 (1925), str. 141-143.

{13] 8. Saks, Theory of the Integral, Monografie Matematyczne 7, Warszawa-
-Lwéw 1937.

[14] W. Sierpinski, Hypothése du continu, Monografie Matematyczne 4, War-
szawa-Lwéw 1934.

[158] H. Steinhaus, Nowa wlasnoéé mmnogoéci Cantora, Wektor 6-(1917), str.
105-107.

[16] — Sur les distances des points des ensembles de mesure positive, Fund.
Math. 1 (1920, nowe wyd. 1937), str. 93-104, oraz Annexe (w nowym wydaniu),
str. 232-233.
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IM. BOLESLAWA BIERUTA

3. MAPYEBCcKu# (Bpoiyuias)
O COBUTAX MHOMECTB U OHOII TEOPEME IITENHXAV3A
PEBIOME

CucremMaTnyeCkoe MNBIO0KEHNE UBBECTHHX 00606meHuil Teopems IlTeiinxaysa
[16] o paccroaHuax. JJoxazaTeanCTBa TeopeM cPOopMyIUPOBAHHLIX B [9].



O przesunteciach zbioréw T 263

E. Marczewsgr (Wroclaw)
ON TRANSLATIONS OF SETS AND A THEOREM OF STEINHATS
SUMMARY

A systematic treatement of some known generalizations of Steinhaus’ theorem
on distances [16]. Proofs of propositions formulated in [9].



