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F. Lesa (Krakéw)

Rozwarto$é i punkty ekstremalne zbioru

1. Definicje i przyklady

Funkeje, ktéra kazdemu elementowi B okreglonej rodziny zbioréw
_przypisuje pewng liczbe f(E), nazywamy funkcjq zbioru. W artykule
niniejszym omoéwimy pewng funkeje zbioru, odgrywajaca wazng role
w analizie. :

Niech ‘R bedzie dowolng przestrzenia metryezng, np. plaszezyzna
albo przestrzenig tréjwymiarowa. Punkty tej przestrzeni bedziemy ozna-
czali literami p,q,..., & odleglo§é dwdéch punktéw p i ¢ przez |pq|. Niech
bedzie dana funkcja ciagla w(p,q), okreflona dla kazdej pary punktéw
p i ¢ danej przestrzeni i spelniajaca dla dowolnyech p i ¢ nastepujace
warunki :

o(p,)=0,  op,9)=0, o(p,9)=0(g,p)

Funkeja w(p,q) jest wiee symetryczna wzgledem swoich zmiennych,
przyjmuje wartosci nieujemne i réwna sie zeru, gdy p=q. Przykladem
takiej funkeji jest odleglo§é |pg] lub pole tréjkata |Opg| o ustalonym
wierzcholku O. Podobnie funkcja okre§lona wzorem

emVPdtdla p£yg,

oP, 0=, dla p=gq

spelnia powyzsze warunki.

Obierzmy w przestrzeni ‘¥ dla dowolnej liczby naturalnej n ukiad
n+1 punktéw
(1) PosPrs---1Pny

ktory dla krotkosei bedziemy oznaczali -jedng litera p™, i utwérzmy
nastepujace iloczyny:

(2) V(P(")):-V(Poﬂ?u---,Pn)z [1 w(py'apk)y
o<I<kgn
(3) : ) /Jj(p(n)):kl_{w(pjyl)k) (]"=U,l,...,’lll)_, :

k]
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czynnikéw, a drugi »

n+1 n(n+ 1)
o | T T o

-

7 ktorych pierwszy zawiera (
czynnikéw., Gdy n=1, ilo§é czynnikéw redukuje si¢ do 1, mianowicie
V(W) =@, 1), 4o(0")=4,(pP)=w(po, 1),

a gdy n>1, miedzy iloczynami (2) i (3) zachodza zwigzki
(4) [Vp)E=404,... 4,, gdzie  4;=24;(p"),
- (5) V™) =4,V (Pos- o sPits Pratse- D) (=0,1,...,m).

Niech £ bedzie dowolnym zbiorem zwartym punktéw przestrzeni
‘R, tj. zbiorem zawierajacym wszystkie swe punkty skupienia. Gdy uklad
(1) zmienia si¢ w F, iloczyn (2) pozostaje ograniczony i osiaga pewne
maksimum. Oznaczmy to maksimum przez

(6) Vn:Vn(E): max V(T)(n))
pMeE
i niech
(7 q(n):{QOny%na-"’qnn,
bedzie takim ukladem punktéw zbioru FE, dla ktorego

Uklad (7) spelniajgcy warunek (8) nazwijmy n-tym ukladem punktow
ekstremalnych zbioru E wzgledem funkeji {worzacej w(p,q). Dla kaidego
n=1,2,. . istnieje co najmniej jeden uklad ekstremalny Wykazemy,
e orag :

Y

-

8y - n-41
(9) o=V Vo (E), gdaic 3:(n+) m=1,2,...),

jest zawsze zbiesny’).
Dow6d. Oznaczmy punkty ukladu ekstremalnego (7) krocej
4= {4011, s n}-
Gdy »n>1, na mocy wzoru (5)
Vn:A:i(q(n)) V(Q(H RRRY/ AR RY// ERERER o) < A)'an—l (j=0.1,...,m).
Mnozgc te n--1 nierdwnosci stronami otrzymujemy

Vatlt<dyA,... A, Vetl,  gdzie  A;=A4;(q™),

1) Jesli w(p,q) nazwiemy ,odleglofcia” punktéw p i ¢, to wyraz v, jest

§rednia geometryczna wszystkich wzajemnych odlegloéei punktéw n-tego ukladu
ekstremalnego (7).
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a wiee na moey (4) i (B) ViRt VE Vit skad, gdv V,#0, wowezas
V-l Vet zatem
2 1 2/n(n—1
% n/n(n+ )<V n/ﬁ({l ).

Nieréwnosé ta jest oczywidcie spelmiona takze w przypadku V,=0;
zatem ciag (9) jest nierosnacy. a poniewaz wyrazy jego sa nieujemne,
wiee istnieje granica

(10) ' limwv,=v(E).

nN—>00
Granica v(F) zalezy oczywidcie od funkeji w. Nazywamy ja roswar-
tosciq zbioru E wizgledem funkeji o i oznaczamy dokladniej przez
(B, w).

Rozwartodé jest okre§lona w rodzinie zbioréw zwartych (domknietych
i ograniczonych, gdy przestrzen jest euklidesowa) i ma wartosei nieujemne.

PRZYKEAD 1. Niech R bedzie plaszezyzna, funkeja o zas odleglodcia
Ipq] punktéw p i ¢. Woéwezas rozwartosé

(11) v(E,pql)

nosi nazwe plaskiej srednicy pozaskoriczonej zbioru E.

Obliczymy te rozwarto§é dla okregu K o srodku w poczgtku wspol-
rze¢dnych i promieniu r>0. Iloczyn (2) jest najwigkszy, gdy punkty (1)
sa wierzchotkami wieloboku foremnego W wpisanego w dany okrag,
czyli pierwiastkami réwnania '

zn-{-l_ ).‘n+1 = (),
Oznaczajac te pierwiastki przez z,,2,...,%, otrzymujemy
AL = (5 —2) (3 —2) ... (—2,).
Jedna z liczb 2z, rowna sie r. Przyjmujac z,=r otrzymujemy
gn+l o rn-}»l
P =(g—2)... (8—2,).

Niech A4, oznacza iloczyn odlegtodei wierzcholka 2, od pozostalych wierz-

cholkéw wieloboku W. Gdy zmienna z dazy do r, lewa strona poprzedniej

tozsamosdei dgzy do pochodnej funkeji 2"t —"*! w punkcie z=v, tj. do

(n+1)r", modul za$ prawej strony dazy do 4,, a zatem
Ag=(n-+1)1".

Ze wzgledu na symetrie jest dy=4,=...=4,. a wiec na mocy wzoru (4)

Vi=[(n+1)r"]"*,
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skad

Cigg ten dazy do r, zatem
o (K, [pgl)=7.
Plaska srednica pozaskoriczona okregu réwna sie wiec promieniowi okregu 2).

Mozna dowies$é¢ (dowod nie jest prosty), ze plaska $rednica pozaskon-
czona odcinka o dlugosci d réwna sie d/4.

PRZYKEAD 2. Niech ‘R bedzie plaszezyzng lub przestrzeniag dwdéch
zmiennych zespolonych # i y i niech

1
o(p,q)= ) @,y — Y122

gdzie =y, ¥, s3 wspoOlrzednymi punktu p, a x,, y, — Wwspolrzednymi
punktu ¢. Funkcja o(p,q) nosi nazwe odleglodes trojkqtowej punktéw p
i ¢ wzgledem punktu O i gdy K jest plaszczyzna, przedstawia pole tréj-
kata o wierzchotkach O, p, ¢, gdzie O jest poczatkiem ukladu wspédlrzed-
nych. Rozwartosé

(12) v(E,|Opql)

nazywamy rozwartosciq tréjkatowe zbioru E wzgledem punktu 0. Mozna
wykazaé3), ze rozwartosé tréjkatowa odeinka lgezgcego punkty 4 i B
réwna sie czwartej czedei pola tréjkata OAB.

PrzYKeAD 3. Niech ‘R bedzie przestrzenig tréjwymiarows. Oznaczmy
przez {pq} funkeje okreglong wzorami

(13)  {pg}=eV"2, gdy p#£q i {pg)=0, gdy p=g,

i niech ¢q,4,,...,q, bedzie n-tym uktadem punktéw ekstremalnych zbioru
E wzgledem tej tunkcji. W mysl wzoru (9)

v, (B)= ¢~ (n=1,2,...),
gdzie h, wyraza si¢ wzorem
2 1
(13') h.n: e /\ ; -,
(4 1) o =Fen |G
Rozwartosé
(14) v(E,{pq})

?) Podobnie $rednica pozaskonczona tarczy kolowej réwna sie promieniowi,
co nie trudno dowiesé.
3) Ottenbreit [1], str. 100.
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jest zawsze mniejsza od 1. Istotnie, jesli srednice zwykls zbioru F ozna-
“czymy przez M, to |g;q <M, dla j,k=0.,1,...,n, a wiec
1 1

! 1
> skad k>
ol T M R &

wobec tego ,
v, (B)< e, a stad o(B|pg)<e VM < 1.

Ze zbieznosci ciggu (9) wynika, ze ciag {hn] dazy do granicy skonczonej
lub nieskoriczonej. Jezeli h,—>oco, to v(E,|{pg})=0.

Mozna dowiesé, ze rozwartosé (14) okregu o promieniu dowolnie
wielkim (i podobnie rozwarto$é dowolnego odcinka) réwna sie zeru. Na-
tomiast rozwarto$é (14) tarczy kotowej o promieniu r dowolnie matym
jest dodatnia i wyraza si¢ wzorem '

oV
Dowdd tego wzoru nie jest prosty?). Rozwarto§é kuli o promieniu r
réwna sie e~V

Uwaga. Pojecie srednicy pozaskonczonej zbioru wprowadzit w 1923 r.
Fekete [3]. Pojecie rozwartosci zbioru — najpierw jako rozwartosci
trojkatowej, a nastepnie w postaci najogélniejszej — powstalo pézniej
—T[4a], [4b].

2, Wiasnosci ogolne rozwartosci

I. Rozwartoéé jest funkejq niemalejgca 2bioru, czyli dla kazdych dwoch
zbioréw E, i E, zachodzi przy dowolnej funkeji tworzacej o nieréwnosé

v(Hy,0)=2v(E, o), gdy FE,DE.

3

Wynika to bezposrednio z definicji, bo w mysl wzoru (6) V,(H,)=V, (£)
dla vn,=1,2,...

II. Rozwartosé zbioru skonczonego jest zawsze rowna zeru. Jezeli
bowiem zbidér E sklada sie z p elementéw i n>p, to nie wszystkie punkty
ukladu ekstremalnego (7) sa rozne; zatem V,(E)=0 dla n>p, a wiee
cigg (9) dazy do zera. Co wiecej:

i -
4) Polya i Szego, [2]. Wielkosé

. 1 -1
’ d(E)= [ln ) -*v—]
o(B,{p.q})
nosi nazwe praestrzennej $rednicy pozaskorficzonej (lub pojemnosei) zbioru E. Dla

tarczy kolowej K o promieniu r jest (I(K)=]'/§Fz.
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Rozwaitosé v(H,w) kasdego zbioru przeliczalnego przy dowolnej funkeji
tworzqce] w rowna sig zeru.

Wiasnogé te wykazata Ottenbreit [1]; dowdd nie jest prosty. Wy-
kazemy jednak, 7e:

Jezelt zbidr E zawiera dowolnie maty tuk C, to rozwarto$é v(E,|pql|)
jest dodatnia. '

Dowobdd. Nieeh a i b bedg dwoma réznymi punktami tuku ¢ na plasz-
ezyznie. Polgezmy fe punkty odeinkiem I i podzielmy 1 na x réwnyveh
czesei punktami

O== gy by ony =D, .

nastepujacymi po sobie w wypisanym porzadku. Niech prostopadia do 1
w punkecie a; przecina tuk ¢ w punkeie z; dla k=0,1,...,n. Wowezas

b—al
iC’,— ',':;k} = ?(1/7- - a’ki = — (1:] — ]».‘.‘;,
n
Wielko$é V,(FE) spelnia oczywidcie nierdéwnosé
Vn(E)> . l] ;/«7-—2'/;%.
I<i<kn

Wyrazy ciggu (9) spelniajg zatem nieréwnosé

n n n -

- , [b—al\™
o> [ m—ai> [[]] io—al=[] ;'<~—~y>'(
o0<i<k<n . j=0 k=0 j=0 n
pa

W mysl wzorn Stirlinga k!>, a wiec

2

¥

n
Jlin—ii> e (n— 7 =em (fﬁ) :

zatem

n / 1\ 1\ ny 1
S & Y KA U R Y B Ul
K I L e ) = :
i 2 n 2e
skad :
|b— al
nZ
-

Przechodzae do granicy dla #-—>co otrzymamy

16— al

»(8,|pql)= - 5

>0,

czego nalezalo dowiesé.

Jednakze rozwarto$é trojkatowa o(E,|Opg|) moze byé réowna zeru
choé¢ zbior E zawiera pewien Yuk. Z przykladu 2 wiemy, ze rozwartosé
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tréojkatowa odcinka AB réwna sie czwartej czesci pola tréjkata OAB; pole
to r6wna sie zeru, gdy odcinek AB lub jego przedluzenie przechodzi
przez punkt O. Podobnie mozna dowie$é, ze rozwartosé o(E,{pq))
réwna sie zeru, gdy FE jest odcinkiem lub okregiem.

II1. Rozwartoéé v(E,|pq|) jest niezmiennikiem przesunieé i obrotéw,
czyl v(E', |pg|)=v(E,|pq)), gdzie E’ jest zbiorem powstalym ze zbioru ¥
przez przesuniecie lub obrét. Przesunigcia bowiem i obroty nie zmieniajs
wzajemnej odlegtodei punktéw, wielkodé za$ o(H,|pq|) zalezy tylko od
odleglosci. Podobnie rozwarto§é tréjkatowa »(#,|Opq|) jest niezmienni-
kiem obrotéw dokola punktu O; nie jest jednak niezmiennikiem prze-
sunieé ani obrotéw dokola punktu réznego od 0. Ogédlnie:

Jeseli p'=q(p) jest przeksztalceniem wzajemnie jednoznacznym prze-
strezeni R w siebie o tej wlasno$ei, ze

wle(p),p(@)]=o(p,q),
4 jeseli B'=o(E), to
V(B ,0)=v(H,w).

IV. Oznaczmy przez maxA (™) najwiekszy z n+1 iloczynéw (3),

a przez 4,=A4,(E) kres gorny tych maksimow, gdy uklad p‘") zZmienia
sie w zbiorze F
(15) A, = sup {max 4, ( ™)) (n=1,2,...).
PMep 7
Niech p,,ps,...,P, beda dowolnie ustalonymi punktami przestrzeni
R. Tloezyn

(16) R(pipy1y- -y Pa)= I_] (Pypr)

jest funkeja zmiennej p ciagly w zbiorze E, osigga wige w tym zbiorze
pewne maksimum zalezne od punktéw p,,p,,...,p,. Oznaczmy
(17) R,=inf {max B(p;py,-..,Pn)]
Pk el
kres dolny tych maksiméw, gdy punkty p,,p.,...,p, Zmieniajg sie do-
wolnie w przestrzeni K. Ciagi (15) i (17) sa Scifle zwigzane ze zbiorem FE
i funkeja w(p,q) i pozostaja w bliskim zwigzku z rozwartoscia v(¥, w),
mianowicie:
Ny nj——

Ciqgs {]/An} i {]/Rn} sq zawsze zbiesme; pierwszy ciqg dasy do

- rozwarto$ei v(E,w), drugi do granicy nie wiekszej od v(E,w), czyli

(].S) lim ’VZ,',,_—_vm,m),
(19) . lim YR, =7(B,0)< (B, o).

n—>00
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Wykazemy druga czesé tégo twierdzenia ). W mys§l okreslenia (17)
dla kazdych dwoch liezb naturalnych u i v i-kazdej liczby £>0 istniejg
w przestrzeni ‘R takie dwa uklady punktow a,,a,,...,a, i by,b,,....0,,
7e

R, 4 &> max R(p;al,a(z,.)..,ay) i R,+e>max R(p;by,b,,...,5,).

peE ' peE
Poniewaz
® v " v
max[“m(p,a,-)[]w(p,b?-)] < [max [[w(p,ai)] [max“m(p,bj)],
peE Li=1 F=1 pek i=1 Pel j=1

wige R, ., <(R,+¢)(R,-¢), skad przechodzae do granicy dla >0 otrzy- '
mujemy

R, <RkR,.

Istnienie granicy (19) wynika z tych nier6wnosci i ze znanego lematu [4e]:

Ciag {?/a_n} jest zbiesny, jeseli cigg |a,} ma wyrazy nieujemne i spetnia
warunek o, ,<a,a, da p,y=1,2,...

Aby wykazaé nieré6wnosé r(F, w)<v(E,w), utwérzmy iloczyny 4;=
=4;(¢™), j=0,1,...,n, odpowiadajgce ukladowi ekstremalnemu ¢™ =
= {¢os@1,---,4n} 1 Prayjmijmy, ze
(20) N,<4,<... <Ay,

wige na mocey (4)

(21) Ay <Ay Ay, A,=VE.
Lec
n
(22) Rngmr‘xl w(pJQk)zAm
pe B k=1
wiec

w 0
l/Rn < Vim(n-}—l) = U,

Przechodzace do gra,niéy dla n—co otrzymujemy r(F,w) <v(E, ), ¢.b.d.o.
Nazwijmy lemniskatq n-tego stopnia o ogniskach p,,ps,..., P 1 pro-
mieniu r>0 zbior punktow p przestrzeni ‘¥ spehiajgcych réwnanie
(23) knw(P, pr) =1".
=1

n

Zbior punktéw spelniajgcych nieréwnosé [Jw(p, pp) <™ nazwijmy wne-
k:l

treem tej lemniskaty. Jesli kres (17) jest osiagniety, to istnieje lemniskata

%) Dow6d pierwszej czelei jest nieco dluzszy, zob. Leja [4b].

\
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n-tego stopnia o najmniejszym promieniu 7'n=nVRn, pokrywajgca zbiér
E¢). Twierdzenie to orzeka, ze cigg promieni {r,} dazy do okreslonej
granicy r(E,w»). Granice te nazywamy promieniem zbioru FE wzgledem
funkeji .

Zauwazmy, ze na moey nierownogei (21) i (22)

(24) V Ry <V Ag(q™) < T3

i ze wyrazy skrajne tej nierownosci daza ze wzrostem n do r(E,0) i v(¥, o).
Jezeli wige r(FH,0)=v(¥,w), to istnieje réwniez granica

(25) lim Y 4,(¢™) =v(E, »).

n—00

3. Niektore zastosowania rozwartosci i punktéow ckstremalnych

Ograniczymy sie do podania trzech ogdlnych przvkiadow.

I. Niech E bedzie zbiorem punktéw (ograniczonym i domknietym)
na plaszezyznie liezb zespolonych. Dopelnienie tego zbioru do plaszezyzny
domknigtej (tzn. zawierajgcej punkt oo) jest albo jednym obszarem
nieograniczonym, albo sumg obszaréw rozigeznyech, z ktéryeh jeden jest
nieograniczony.

Oznaczmy ten ostatni obszar przez D, a jego brzeg przez B. Zbidr
B pokrywa sie ze zbiorem E Iub jest jego czescia. Niech

(26) QonrsGiny -+« Gnn ('"”::172?"-)

bedzie n-tym ukladem punktoéw ekstremalnych zbioru F wzgledem funkeji
w(p,q)=|pq|7) i niech E, bedzie zbiorem punktéw skupienia wszystkich
ukladéw ekstremalnych®). Utworzmy wielomian

(27) an(z) :A(z‘~ qln)(z_‘ q2n)(z"q'rm)

Wielomian ten spelnia w kazdym punkecie zbioru E nierownosé |W,(2)|<<
< | W, (ge,)| na mocy definicji uktadu ekstremalnego. Gdyby bowiem w pew-
nym punkcie z=gye & bylo

) i(q:) - QIn) (9:) - QZn) ce (q;’ - qnn)} > ](%n’ .’hn)(‘](m‘ i (Im) cre (th— qnn)!a

to mnozgc obie stronv tej mieréwnosci przez V(gy,, Gons.. .y qnn) OUTZY-

%) Czyli zbiér F lezy wewnatrz lub na tej lemniskacie.

’) Punkty ekstremalne zbioru F sa jednoczeénie punktami ekstremalnymi
brzegu B i na odwrét, co wynika z zasady maksimum.

®) Czyli zbiorem punktéw skupienia wszystkich ciagéw {qin}, gdzie k, jest
dowolng liezba calkowita, spelniajaca nierdwnoéé 0<k,<m.
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maliby$my V(¢os Guns--19nn) > V{(QonsGins - - - 1Gnn)y €O jest sprzeczne z za-
lozeniem. Mozna dowiedd?), ze:

Jezeli rozwartosé v(E)=v(H,|pq|) jest dodatnia, to na calej plaszczyinie
otwartej poza zbiorem B istnieje granica skosheczona

(28) VIW,(2)| > ®(2),

a w obszarze D zachodzi nieréwnoéé @ (z)>v(E), w punktach zas nie nale-
2acych do D-+B (jesli takie istniejq) D(z) stale réwna sie v(E).

Funkeja In|( (D(z)//v(E')) jest harmoniczna poza zbiorem B i w obsza-
rze D redukuje sie do funkeji Greena tego obszaru z biegunem w nie-
skonczonosei.

W przypadku, gdy obszar D jest jednospéjny, funkcje

(29) ' VWa(e) (n=1,2,...)

$3 analityczne i jednoznaczne wewnatrz D. Jezeli warto$é pierwiastka

jest ustalona tak, by stosunek 7{1/ W,.(2) [z dazyl do 1, gdy # > oo, to ciag
(29) jest zbiezny wewnatrz D do funkeji analitycznej ¢(z), ktérej od-
wrotnosé

(30) - w= — -

odwzorowuje konformicznie 1°) obszar D na kolo |w|<r o promieniu
r=1[v(E). Oczywiscie |p(z)]=27(z). )

Jezeli rozwartodé v(E) réwna sie zeru, to granica (28) moze nie ist-
nieé 11).

1I. Niech E bedzie zbiorem punktéw w przestrzeni ‘K dwoéch zmien-
nych # i y (rzeczywistych lub zespolonych) i niech punkty (26) tworzg
ukiad ekstremalny zbioru E wzgledem odleglodei tréjkatowej |Opg|,
gdzie O jest poczatkiem ukladu wspdlrzednych. Oznaczmy wspélrzedne
punktu g, przez (#;,yx) i ubwoérzmy wielomian jednorodny n-go stopnia

zmiennych # i y
2,y) ~n[ ”Uk'“”‘”k)]

Oznaczmy dalej przez d,(p) najmniejsza 7z odleglogei trojkatowyeh

9y Leja [4c]. -~

19} Odwzorowanie obszaru na inny obszar nazywamy konformicenym, gdy
jest wzajemnie jednoznaczne i ciagle oraz nie zmienia katéw mledzy krﬂ*wyml ani
zwrotu tych katéw.

1) Leitner [5].

Reczniki P.T.M. - Prace Matematyczne T



66 F. Leja

10pqr,) (B=0,1,...,n), gdzie p jest ustalonym punktem przestrzeni <.
Mozna dowie$é12), ze:

Jeseli rozwartodé tréjkatowa v(E,|Opg|) zbioru E jest dodatnia, to
w kasdym punkcie p(x,y) preestrzeni R spetniajacym warunek 6, (p)>=c[n?,
gdzie ¢ jest dowolnaq stalq rding od zera, istnieje granica

(31) VIW (@,9)] > ®(@,9).

Funkeja &(»,y) zalezy oczywidcie od zbioru E i ma interesujgce
wlasnodei. Pozwala ona oszacowaé obszar jednostajnej zbieznosei wszyst-
kich szeregéw postaci

[oe]
2 Pu(2,y), gdzie P,(@,y) = ty"+ a_1 8"y +... + ag,y",
n=0 .

ktorych wyrazy sa wspolnie ograniczone na zbiorze K.

ITI. Niech FE bedzie zbiorem punktéow przestrzeni troéjwymiarowej
i niech punkty (26) tworza uklad ekstremalny zbioru E wzgledem
funkeji tworzacej (13). Dowodzi sie®), ze gdy rozwarto$é v(E,{pq}) jest

dodatnia, wowezas ciag

(32) Hyp =3
(p) = - ——n

" " g gka'n,

jest, poza zbiorem F, zbiezny do pewnej funkeji harmonicznej trzech
zmiennych H(p)=H (»,y,2), ktéra ma wiele interesujacych wlasnosei.

4, Problematy

1. Niech ‘¥ bedzie plaszcezyzna liczbows. Wiemy ze wzoru (19), ze
promiet r(E,w) zbioru jest nie wigkszy od rozwartosei v(E,w). Fekete
dowi6dl %), ze jezeli funkejg tworzaca w(p,q) jest odleglosé [p—q|, to za-
chodzi réwnosé

(33) " (B,0) =v(E,o0).

Niech ay,a,,...,a; bedag dowolnymi punktami plaszezyzny (liczbami
zespolonymi), & a;, a,,...,0; dowolnymi liczbami rzeczywistymi. Oznaczmy
przez u(z) funkeje okreslona wzorem

w(2) =(2— a) (8 — ay)®... (7 — ay)%.

12) Leja [4d].
18) Gé6rski {6].
) Dowdéd znajduje sie w pracy Ottenbreit [1], str.49.



Rozwartodé i punkty ekstremalne zbioru 67

Zbadaé, czy réwnosé (33) zachodzi w przypadku, gdy funkecja tworzgca
ma postad
Ip — 4l

0= oyl

Nalezy przy tym zalozyé, ze zbiér F (domknigty i ograniczony) nie za-
wiera punktow a;,as,..., 0.
2. 7 nier6wnodei (24) wynika, ze gdy zachodzi r6wnodé (33), to ciag

(34) V Aolg™) (n=1,2,...)

dazy do rozwartosci v(F,w). Wykazaé, ze ciag ten zawsze dazy do ¢(¥,n)
lub podaé¢ przyklad iakiej funkeji tworzacej i takiego zbioru F na plasz-
czyznie lub w dowolnej innej przestrzeni ¥, dla ktérego ciag (34) nie dazy
do v(E,w) (a wiec albo jest rozbiezny, albo dazy do granicy mniejszej
od v(F,w)). Przyklad taki nie jest znany.

3. Wiadomo, ze gdy przestrzern ‘R jest plaszezyzna i w(p,q)=|pg|,
to dla kazdego zbioru nieskonczonego F istnieje dokladnie jedna lemni-
skata n-go stopnia (23), pokrywajaca dany zbiér i majaca najmniejszy
promien 15),

Wykazaé, ze twierdzenie to pozostaje prawdziwe, gdy ¥ jest prze-
strzenig tréjwymiarowa i o(p,q)=Ipg|*®).

4. Niech ‘R bedzie przestrzenia tréjwymiarowa, F tarcza kolowa
0 promieniu 1, a

(35) , ™ =1q04, ... qn

ukladem punktéw ekstremalnych tej tarczy wizgledem funkeji tworzg-~
cej (13). Punkty (35) sa wiec tak rozlozone na tarczy, zeby wyrazenie

2 1
W}(’n + 1) I<i<k<sn I%le

£

bylo najmniejsze. Dla matych wartosci n wszystkie punkty qq,qps...,qn
lezg na brzegu tarczy i sa wierzchotkami wieloboku foremnego wpisanego
w tarcze. Niech n, bedzie taka liczba naturalng, ze uklad ¢™ lezy na
brzegu tarczy, natomiast nie caty ukitad ¢™*" lezy na brzegu.

Znaleé liczbe m, oraz rozlozenie punktéw ukladu ¢™+P i g™+2,

1) Réwnanie tej lemniskaty ma postaé |0, (¢2)} =r", gdzie O, (2)=(2—¢,) (z—¢y)...
...(2—¢,) jest wielomianem Czebyszewa dla zbioru F, a +* oznacza maksimum modulu
tego wielomianu dla zeE.

%) Dla n=2 twierdzenie jest prawdziwe i dowdd jest prosty. Nie wiadomo,
czy jest prawdziwe dla n2=3.

5*
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5. Niech R bedzie plaszezyzng liczbowa, p™ ={p,,p,,...,p,}, ukla-
dem n-+1 punktéw zbioru H, a wuy=u;(2,p"™) funkeja okreslong wzo-
rami:

2 —
Ujp= — Pe q1a ik, =1 dla j="F
Pi— Pr

Oznaczmy przez A,(z), Bn(z), 0.(2) 1 D,(2) odpowiednio kresy dolne
iloczynéw 17) ' ' oo

n n n
Az p(n) ” ” [5]5 -B(z§p(n))=maxn[u‘jk“ky‘la
J=0k=0 7) k=0
N N o n n
C(z; p™)= max [[ |ugl, D(z;p™)=max [ ] |u!,
() k=0 7)) k=0

gdy uklad p™ zmienia si¢ dowolnie w zbiorze K.
Wiadomo 18), ze gdy rozwarto$é »(E,|pq|) jest dodatnia, to ciagi

VA, VB, V0e, VDak)  (r=1,2,..)
83 zbiezne na calej plaszezyZnie do pewnych funkeji
A(2), B(2), C(2), D(2)

i ze A(2)=B(z). Dowiedé, ze zachodzg réwnokci A(z)=C(z)=D(z) lub
%e co najmniej jedna z nich jest falszywa 1®). .
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. s (Kpakos)
HIUPUHA 11 DQKCTPEMAJIBHBIE TOYKU MHOMECTBA

PE3IOME

llyers w(p,q) neupepuiBHad QYHKOHA Hap TOYEK P Il ¢ IPOUSBOJBHOIO METpPM-
UECKOr0 HPOCTPANCTBA, YAOBIETBODANINAA NIf KAMAONH Napsl TOYEK P M ¢ YCIOBHS

o(p,) =0, o@,q)=0, o@,¢)=uwlgp)

E — KOMIAKTHOE MHOMECTBO ToueK pAammoro npocrpaucrsa u pl) —cucrema =1
TOYER Po,Pis-..,P, MHOecTRA K. OOosHaumMm uepesd V, (F) MaKkcuMyM TpousBeje-
HUH

]V(P("))':‘ II w(’}’u}h)»

Oihkn

worpa cucremer p) usmeumworen B MHomecrse K, m myero

(1) q(")={q«nqh---,qn%

cHCTEMA TOueK MHomecrsa B, upu woropoit V(¢M)=V (E). JokaaeiBaeM, 4T0 IOCIe-
A0BATEIBHOCTT ‘ :
[V, (B) Pt (n=1,2,...)

CTPeMHTCH K KOHeyHoMy upegeuay V(E,w).

Benmuunny V (E,w) HasHBaeM wupunoil MHOmecTsa F, a cucremy (1) n-oit cucre-
MOIl sECmpeMaabi bl Mmovex MHOMKECTBA OTHOCUTEJbHO onpependaouell GyHRINE w(p,q).
Iupuna muokecTsa sBiAeTcA oGoOumeHuem TpaHchuuruTHOro Auamerpa Dekere.

ITpuBozuM HekoTophle 06lIMe CBOHCTBA INHPUHEI MHOMKECTBA M NPUMEPH NPIH-
ME@HEHUA IUMPHHBEl H YKCTPEMAJBIHLX TOYEK MHOMKECTBA K KIACCHUECKOMY AHAIUBY.
B gacTHOCTH 5TH HOHATHA MO3BOJNAT HANPUMED IOCTPONTH HPOCTHM CHOCOGOM PYHK-
uuo I'pura upoussosabpHoil obmacTn 1 PyHKINID KOHPOPMHO oTobpaskamuyw ofmacth
HAQ KPYTI ¥ OIEHHUTH O0JACTh CXOAUMOCTH PHAA OJHOPOJHLIX IOJIHHOMOB

o0
%‘Pn (z,9), Po@,y) = @@ + a,_, 27y + ...+ Y,

YjeHb KOTOPOr0 OTPAHMYEHH B HEKOTOPOM MHOKECTBE.
B Banawouernu npuBoguM 5 HepeIIeHHBIX mpobiaeM 3 9Tol 00J1aCTH.
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F. Lesa (Krakow)
SPAN AND EXTREMAL POINTS OF A SET

SUMMARY

Let w(p,q) be a continuous function of pairs of points p and g of an arbitrary
metric space, satisfying for each pair of points p and ¢ the conditions

w(P,q)>0, CO(P,Q)=O, w(psq)=w(Q)p)y

E — compact set of points of the given space and p® — a system of n-1 points
PosPys---»P, 0f the set F. Let us denote by V,(¥) the maximum of the product
|4 (P(")) = H w (P; ’p;,-),

0Lkl .

if the system p® changes in the set E, and let

(1) N q(")={QosQU---,qﬂ}

be such a system of points of the set E that V(¢™)=7V,(E). We prove that the
sequence
[V.(B) P+ (n=1,2,...),

tends to a finite limit »(¥,w).

The quantity v(E,w) is called the span of the set H, and the system (1) — the
n-th system of extremal points of the set witl respect to the generating function
w(p,q). The span of a set is a generalization of the transfinite diameter of M. Fekete.

The author gives certain general properties of the span of a set and examples
of the application of the span and extremal points of a set in classical analysis. In
particular, these notions make it possible, for example, to construct in a simple way
the Green function of an arbitrary region and the function mapping the region into
a circle, and to estimate the convergence region of the series of homogeneous poly-
nomials

[>o]
ZO‘P.. (m’y)r -Pn (W,?/)‘—“ a’noxn + a'n,.l,lwn—'l ?/+ et a’Ony“’

whose terins are bounded in a certain set.
At the end of the paper five problems in this field are presented for solutioun.



