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A. MosTOWSKI (Warszawa)

Wspbélezesny stan badan nad podstawami matematyki

Artykul ten opracowany przy wspéludziale A. Grzegorczyka, S.JaSkow-
skiego, J.ZXiosia, 8. Mazura, H. Rasiowej i R.Sikorskiego zostal w formie
skréconej wygloszony jako referat na VIII Zjeidzie Matematykow Polskich w War.
szawie, 7. IX. 1953.

Badania nad podstawami matematyki maja dwa aspekty: filozo-
ficzny i matematyczny. W referacie niniejszym ograniczam sie do proble-
matyki czysto matematyeznej, tj. takiej, ktéra jest zwigzana z pojeciami
lub metodami specyficznymi dla matematyki a niespotykanymi w innych
naukach. Ograniczam sig nadto do takich probleméw, dla ktérych roz-
wigzania jest niezbedny (lub wydaje sie niezbedny) dedukcyjny aparat
matematyki.

Wspoélezesny etap badan nad  podstawami matematyki rozpoczal
sie z chwilag powstania teorii mnogosei. Jej abstrakcyjnosé i wystepujace
w niej oderwanie si¢ od tradycyjnego i bliskiego do§wiadezeniu materiatu
pojeciowego przy jednoczesnej mozliwosci stosowania wielu jej wynikéw
do konkretnych zagadnienr z dziedziny klasycznej wywolaly potrzebe
zanalizowania epistemologicznych podstaw tej teorii. Potrzeba ta wzrosla
niepomiernie z chwila odkrycia antynomii. Niewatpliwie jednak problem
ugruntowania podstaw teorii mnogosci bylby postawiony i dyskutowany
nawet wtedy, gdyby zadna antynomia nie pojawila sie w teorii mnogosci.

Dyskusje nad podstawami teorii mnogosci doprowadzily do naste-
pujgcych ogélnych zagadnienn dotyczacych calej matematyki:

A. Jaka jest natura pojeé rozpatrywanych w matematyce? W ja-
kim stopniu s3 one konstruowane przez czlowieka, a w jaki narzucone
7z zewngtrz i skad czerpiemy wiedze o ich wlasnogciach ?

B. Jaka jest natura dowodéw matematycznych i jakie sg kryteria
pozwalajace odrézniaé dowody poprawne od blednych.

Zagadnienia te majg charakter filozoficzny i nie nalezy przypusz-
czaé, zeby daly si¢ one rozwiazaé w obrebie samej matematyki i przy
uzyciu tylko metod matematyecznych. Na tle tych ogélnyeh zagadnien
rozwingly si¢ jednak bardziej specjalne problemy, dostepne juz badaniu
matematyeznemu, 2 mianowicie:
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Al. Metoda aksjomatyczna, jej rola w matematyce i granice jej
stosowalnosei.

A2. Pragdy konstruktywne w matematyce.

B1. Aksjomatyzacja logiki.

B2. Problemy rozstrzygalnosei.

Problemy Al i A2 powstaly na fle zagadnienia A, problemy Bl
i B2 za$ na tle zagadnienia B.

Lista tych probleméw nie jest na pewno zupelma, sadze jednak,
ze obejmuje problemy najwazniejsze i w obecnej chwili najzywiej dysku-
towane. Totez tylko te problemy beds tematem dalszego ciagu referatu.
Przy omawianiu tych zagadnienn bede tez omawial teorie, ktére sie
z tych zagadnien wywodza, a ktére pozostaja obecnie w stadium in-
tensywnego rozwoju. Jak zobaczymy, niektére z nich odbiegly dosé
daleko od problemu, ktéry dal impuls do stworzenia teorii. Na koicu
referatu wspomne o dwu teoriach, ktére do pewnego stopnia unifikuja
wszystkie poprzednio oméwione kierunki badan i nadaja im swoiste
pietno, a mianowicie:

C. Teoria funkeji rakurencyjnych i metody algebraiczne.

Nalezy wreszcie zaznaczyé, ze wymienione tu problemy nie sg od
siebie niezalezne i ze wyniki uzyskane przy dyskusji jednego problemu
wplywaja istotnie na pozostate.

W niniejszym referacie podaje charakterystyczne wyniki uzyskane
przy badaniu poszczegélnych zagadnien i staram sig¢ nie pominaé zadnego
z wazniejszych. Wiele jednak wynikéw nie zostalo wspomnianych, re-
ferat ma bowiem charakter informacyjny i nie dazy do encyklopedycznej
zupelnosei.

Al, Metoda aksjomatyczna

Punkt ten rozpada sie w sposéb naturalny na dwa dzialy. W jednym
(A1b) omdwie ogdlng teorie systeméw okreslonych przez uklady aksjo-
matéw i zwigzki tej teorii z algebrg abstrakeyjng, w drugim (Alc)— za-
stosowanie metody aksjomatycznej do ugruntowania poszezegélnych
teorii matematycznych. Na poczgtku podam jednak (w ustepie Ala)
ogé6lny opis ukladéw aksjomatéw i oméwie ich podzial na uklady ele-
mentarne i nieelementarne.

Ala. Elementarne i nieelementarne uklady aksjomatow. Aksjo-
maty systeméw elementarnych zawieraja tylko zmienne najnizszego
typu, nie wystepuja w nich natomiast zmienne przebiegajgce zbiory,
klasy zbioréw, relacje itp. Aksjomaty te sa wiec zdaniami, w kt6-
rych préez stalych logicznych wystepuja zmienne najnizszego typu
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oraz symbole dla pewnej liczby stalych dzialan i relacji. Kwantyfika-
tory wystepujace w tych aksjomatach sg zawsze ograniczone do pew-
nego statego zbioru I, zwanego zakresem indywidudw systemu i skladajacego
sig z przedmiotéw, na ktérych mozna dokonywaé dzialania oznaczone
symbolami wystepujacymi w aksjomatach, lub ktére moga pozostawadé
wzajemnie w relacjach oznaczonych symbolami wystepujacymi w aksjo-
matach. Inaczej moéwige, I jest suma (w sensie teorii mnogosci) pdl re-
lacji oraz dziedzin i przeciwdziedzin funkeji, ktorych symbole wyste-
puja w aksjomatach.

Dyrektywy (reguly Wnibskowanja) systemu elementarnego sa to
na ogdét dyrektywy wezszego rachunku funkeyjnego (z identycznodcia).
Wszystkie twierdzenia systemu elementarnego zawieraja jedynie zmienne
najnizszego typu i zmienne te sg zwigzane kwantyfikatorami ogranieczo-
nymi do zbioru I.

Za przyklad elementarnego ukladu aksjomatéw shuzyé moga trzy
aksjomaty, na ktdérych opiera sie teoria grup:

@)1 (DY) D2 =2D(yD?)],

@@ (@ =9D2), (@)Y (TR (#=2DY)-

Kwantyfikator (z); czytaé nalezy: dla kazdego x nalezacego do I,
kwantyfikator za$ (Hx);: istnieje & nalezace do I. Znak @ jest symbolem
dzialania grupowego.

Zaznaczmy, ze w wielu znanych systemach elementarnych liczba
aksjomatow nie jest skoneczona.

Aksjomaty systemé6w nieelementarnyech zawierajg, précz zmiennych
najnizszego typu, zmienne przebiegajace dowolne podzbiory zbioru I,
relacje miedzy elementami zbioru I itp. Przykladem nieelementarnego
aksjomatu jest pewnik indukeji matematycznej.

(X)r{(1eX)(n);[(neX)D(n+1eX)]D(n)(neX)}.

Tutaj X jest zmienng przebiegajgca dowolne podzbiory zbioru liczb
naturalnych I, a kwantyfikator (X); nalezy czytaé: dla kazdego X zawar-
tego w I.

Uklady aksjomatow arytmetyki liczb maturalnych i rzeczywistych
nie s3 elementarne. Nieelementarnymi sg mianowicie pewnik indukeji
i pewnik cigglofei.

Przy wyprowadzaniu twierdzen z aksjomatéw nieelementarnych
korzystamy nie tylko z praw logiki, ale i z pewnych wlasnosei zbiordw,
np. z wlasnosci orzekajacej, ze istnieje zbiér

E((vel) 9(a)],
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gdzie @(x) jest dowolng funkecjg zdaniows. Dlatego tez systemy nieele-
mentarne uwazaé nalezy za polaczenie dwu systeméw, z ktérych jeden
jest pewnym fragmentem teorii mnogosei.

Powstaje pytanie, na jakiej podstawie uzasadnia sie w tych systemach
wlasnogei zbioréw. :

Oméwie w dalszym ciggu dwa sposoby ugruntowania teorii mmo-
godei: aksjomatyczny i konstruktywny (por. AleB, A2a i A2b).

Jedli opieramy teori¢ mnogosci na aksjomatach?), to aksjomaty
te muszg byé elementarne. W przeciwnym razie powstaloby petitio prin-
cipii polegajace w danym przypadku na tym, ze dla uzasadnienia praw
teorii mnogosdci korzystaliby$my z samej tej teorii. Nieelementarne uklady
aksjomatéw sa wiee (W razie przyjecia aksjomatycznej metody ugrunto-
wania teorii mnogosei) zlepkiem dwu elementarnych ukladow: jednego —
zawierajacego pelng lub fragmentaryczng aksjomatyke dla teorii mnogo-
gci 1 drugiego — wladciwego ukladu aksjomatéw teorii.

Podzial na aksjomaty elementarne i nieelementarne jest wiec —
przy aksjomatycznej metodzie ugruntowania teorii mnogosci — pozorny
i sprowadza sie do tego, ze operuje sie dwoma ukladami aksjomatéw, nie
formulujac jednego z mnich explicite.

Jedli dla teorii mnogodei (lub jej fragmentu wystepujacego w rozpa-
trywanym systemie) przyjmuje si¢ nie ugruntowanie aksjomatyczne, lecz
inne nie sprowadzajace sie do aksjomatyki, to réznica pomiedzy ukladami
elementarnymi i nieelementarnymi staje sig istotna. Jest tak np. woéwezas,
gdy teorie mmogosdci ugruntowuje sie za pomocg jednej z metod konstruk-
tywnych (por. A2).

Matematycy operujacy nieelementarnymi ukladami aksjomatéw
pojmujg przewaznie teorie mmogosei w sposéb ,naiwny“ tj. nie zasta-
nawiaja si¢ nad uzasadnieniem praw tej teorii. W praktyce rozumowania
tych matematykéw daja si¢ zawsze powtérzyé w aksjomatycznym sy-
stemie teorii mnogosci. Mimo to podzial aksjomatéw mna elementarne
i nieelementarne ma doniosle znaczenie, gdyz rozroznienie to doprowadzito
do specjalnej problematyki.

Wiadomo, ze znaczne partie matematyki mozna zaksjomatyzowad,
tzn. wyprowadzié¢ ich twierdzenia z pewnej, na ogél niewielkiej liczby
aksjomatéw (elementarnych i nieelementarnych). Wiadomo tez, Ze od
chwili ukazania si¢ Grundlagen der Geometrie Hilberta az po lata dwu-

) Niektére inne metody uzasadniania praw teorii mnogosci (polegajace np.
na wlaczaniu teorii mnogoéei do logiki, rozumianej jako tzw. rozszerzony rachunek
funkcyjny) daja si¢ zastapié w sposoéb réwnowazny odpowiednio dobrana aksjoma-
tyka. Por. str. 39.
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dzieste aksjomatyzowanie réznych fragmentéw matematyki bylo gléw-
nym tematem prac nad podstawami matematyki.

Atboa. Ogélna teoria systemow elementarnych?). W chwili obecnej
nie przywiazujemy juz tyle uwagi do efektywnego aksjomatyzowania
poszezegllnych fragmentéw matematyki. Interesujemy sig natomiast
ogdlng teorig modeli dla systeméw scharakteryzowanych przez uktady
aksjomatow.

Podstawowym pojeciem tej teorii jest pojecie modelu. Modelem dla
systemu aksjomatycznego S jest zbidér oraz uklad funkeji i relacji okreglo-
nych w tym zbiorze majacych wszystkie te wlasnosci, ktére wypowiedziane
sg w aksjomatach systemu S (w dalszym ciagu bede czesto zamiast
uklad 2lotony ze zbioru oraz funkeji © relacji moéwit krétko algebra).
Klase wszystkich modeli systemu 8 nazywamy klasq arytmetycznag?),
wyznaczong przez uklad aksjomatéw systemu S.

Klasa wszystkich grup jest np. klasa arytmetyczna, bo aksjomaty
charakteryzujace grupe sa elementarne. Podobnie klasa pier§cienii klasa
cial s3 klasami arytmetycznymi.

Ogélne pojecia algebraiczne takie jak homomorfizm, izomorfizm,
algebra wolna itp., ktére w algebrze okreg§lano dla konkretnych Kklas
arytmetycznych, np. dla grup lub pierfcieni, przenosza sie bez istotnej
zmiany do teorii dowolnych klas arytmetycznych.

Tak np. podalgebrq algebry A okreslonej przez zbiér I oraz funkecje
fis faseeesfe Dazywamy algebre A’ okreslong przez zbiér I' zawarty w I
oraz funkeje fy,fs,...sfr, ktére dla argumentéw nalezgeych do I’ po-
krywaja sie z funkejami f,,f,,...,fx; Drzy tym zbiér I’ jest zamknigty
wzgledem funkeji f,,f5,...,fr, tzn. dla argumentéw nalezgcych do I’
wartogei tych funkeji nalezg do I'.

Dla przykladu nadmienimy, ze jesli algebra A jest grupa (rozumiang
jako algebra o jednej operacji-@), to podalgebra A w sensie powyiszej
definicji jest kazda polgrupa zawarta w A. Jefli za§ A jest grupa rozu-
miang jako algebra o dwu operacjach a@®b i ™!, to podalgebrg 4 w sensie
powyzszej definicji jest kazda grupa zawarta w A.

Powstajaca w ten sposéb ogdlna teoria pojeé izomorfizmu, homo-
morfizmu, podalgebry itp. ma duzg wartodé metodologiczng, gdyz uni-
fikuje rézne specjalne teorie algebraiczne. Ma ona ponadto wartosé

) W calym punkcie Alb przez system aksjomatycswy rozumiem system oparty
na skonezonej lub nieskoficzonej iloei aksjomatéw elementarnych.

3) Tarski [90] uzywa nazwy klasa arytmetyczna tylko w przypadku, gdy liczba
aksjomatéw systemu § jest skoficzona; jesli liczba ta nie jest skoficzona, to Tarski
uzywa terminu klasa A0s. W sprawie dopuszezalnodei klasy wszystkich modeli por.
str. 30.

Rocezniki P.T.M.—Prace Matematyczne I. 2
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dydaktyczng i moze sluzyé jako dobre wprowadzenie do specjalnych
teorii algebraicznych. )

_ Mozna przypuszczaé, ze w teorii tej tkwi wiecej, niz po prostu uni-
fikacja i nogdlnienie faktéw znanych z elementéw algebry. Tarski [91],
Henkin [17] i Robinson [74] podali przyklady uderzajaco prostych
dowodéw twierdzent egzystencjonalnych uzyskanych na gruncie tej te-
orii przez zastosowanie twierdzenia Godla o zupelnosei wezszego rachunku
funkeyjnego.

Tak np. przez zastosowanie tego twierdzenia Tarskit) wykazal,
ze jeseli istnieje chociazby jedno ciato uporzqdkowane, to istnieje cialo upo-
rzqdkowane niearchimedesowsko. Innym przykladem jest udowodnione
przez Robinsona [74] istnienie takiego ciala wuporzqdkowanego niearchi-
medesowsko, ze wielomiany o wspdlozynnikach nalezqcych do tego ciata majq
wlasno$é Darboux.

Zblizonymi metodami Robinson [74] uzyskal ciekawe twierdzenia
algebraiczne, dowodzac np., ze jeseli wyraienie napisane za pomocq Sym-
boli majacych sens w teorii cial przemiennych jest prawdziwe w ciatach
o charakterystyce 0, to jest ono tes prawdziwe dla ciat o dostatecznie duiej
charakterystyce p.

Nalezy nadmienié, ze pomyst takiego wykorzystania twierdzenia
Godla do dowodéw twierdzen algebraicznych pochodzi od Malcewa [45].
" Konkretne wyniki, ktoére t3 drogg dotycheczas otrzymano, daja si¢
na ogé6l uzyskaé i w inny sposéb. Nie jest jednak wykluczone, ze zastoso-
wanie ogélnej metody, ktora tu opisalem, przyniesie w przyszlodei znacz-
nie donioflejsze odkrycia.

- Kwestia, jak daleko siegaja te ogélnemmetody i jakie tkwig w nich
dalsze mozliwosci, jest ciekawym tematem do pracy badaweczej.

Inny ciekawy kierunek badan zapoczatkowal G. Birkhoff %) wyka-
zujac, ze kaide klasa algebr zamknigta wzgledem operacji tworzenia obrazu

- homomorficznego, iloczynu prostego ¢ tworzenis podalgebry, jest zawsze
Ilasq arytmetyczng. Uklad aksjomatéw charakteryzujacy te klase sklada
sie ze zdan ogdélnych majacych postaé

(1) ($1)I (‘172)1' . (xn)I[W(x] )mzy‘ N ‘)wn):V(xl,xzy- N 'y‘l"n)]’

gdzie W i V sa wielomianami zbudowanymi ze zmiennych #,,,,...,%,
oraz z symbolow dzialann wystepujacych w rozpatrywanych algebrach.

4) Dowdd ten byl przedstawiony na konferencji w Princeton (1946). Por. Tarski
[91], str. 718.

5) Nalezy zaznaczyé, ze algebry rozpatrywane przez Birkhoffa [2] sy okreflone
przez zbhidr i uklad funkeji, natomiast nie wystepuja w nich relacje.
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Dla ilustracji tego twierdzenia rozpatrzymy klase wszystkich grup
(grupe traktujemy tu jako algebre z dwiema operacjamia @b i a™'). Klasa
ta jest zamknigta wzgledem operacji tworzenia obrazéw homomorficznych,
iloczynéw prostych i podalgebr. W mysl twierdzenia Birkhoffa jest wige
ona klasg arytmetyczng. Istotnie, aksjomaty

(@) (e (@) [2@ (Y@ 2) = (2@ ) D],
@)l ' @r=y"'@y=2@s ' =yDy™"],
) (Y r@a ' @y=1y]

charakteryzuja klase wszystkich grup.

Twierdzenie Birkhoffa znalazlo zastosowania np. do wykazania,
ze pewne algebry sa homomorficznymi obrazami podalgebr zawartych
w nieskonczonym iloczynie prostym jednej ustalonej algebry. Np. przez
analize twierdzenia Birkhoffa Tarski wykazal, ze kaida grupe jest ho-
momorficenym obrazem podgrupy nieskonczonego 4iloczynu prostego PG,,,
gdzie kazda G jest grupa swobodna o dwu generatorachs).

Wyniki Birkhoffa uwogdlnil i poglebil Lio§7) podajac charakteryzacje
klas arytmetycznych okre§lonych przez aksjomaty ogdlniejszej postaci,
niz aksjomaty typu (1). £io§ scharakteryzowal mianowicie klasy arytme-
tyczne okredlone przez aksjomaty powstajace z réwnodei typu W=V
przez zastosowanie do tych réwnosci dowolnych operacji rachunkun zdan
i zwigzanie wszystkich zmiennych kwantyfikatorami ogélnymi umiesz-
czonymi na poczatku. Przykladem jest tu ogélna teoria pierscieni hez
dzielniké6w zera, ktérej jeden z aksjomatéw ma postad

@)1 (Y)rl (wy=0)D[(2=0) V (y=0)]}.-

Wyniki swe uzyskal X.o§ wprowadzajac tzw. pola logiczne, stanowiace
uogélnienie pojecia modelu. W modelu kazda relacja albo zachodzi miedzy
dowolnymi dwoma elementami, albo tez miedzy tymi elementami nie
zachodzi; inaczej moéwige zdanie xRy ma jedng z dwu wartosei logicznych:
prawda albo falsz, W polu logicznym kazdemu takiemu zdaniu przypisuje
si¢ pewien ciezar, bedacy elementem algebry Boole’a. W przypadku gdy
algebra ta redukuje si¢ do algebry dwuelementowej, pole logiczne redu-
kuje sie¢ do modelu.

Teoria Y.osia prowadzi do wielu interesujacych wynikow. Np. udalo
sie dzieki miej scharakteryzowaé wlasnodci algebr niezmiennicze wzgle-
dem przeksztalcet homomorficznych. Juz przedtem Marczewski [46]

o) Tarski [92].
) Praca Losia nie jest jeszecze opublikowana.
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wykazal, ze wlasnosci pozytywne, tj. wlasnosei dajace sig napisaé za po-
mocg kwantyfikatoréw alternatywy i koniunkeji, przenosza sie z algebry
na kazdy jej obraz homomorficzny. Xio§ wykazal. zeina odwrét: wlasnogé,
ktora z kazdej algebry (ktérej przysluguje) przenosi sie na jej obraz ho-
momorficzny, jest réwnowazna wlasnosei pozytywnej.

Pojecie kategorycznogei, donioste dla teorii nieelementarnych, traci
swe znaczenie dla systeméw elementarnych. Wiadomo, ze kazdy niesprzecz-
ny elementarny uklad aksjomatéw ma modele dowolnej mocys), zaden
system elementarny nie jest wiec kategoryczny.

Dlatego wydaje sie wazng inowacjg wprowadzenie pojecia katego-
rycznosci w danej mocy. Dokonali tego niezaleznie Lo§ [43] i Vaught
[103]. System aksjomatéw nazywaja oni kategorycenym w pewnej mocy,
jesli dowolne dwa jego modele tej mocy s zawsze izomorficzne. X.0$
podal przyklady systeméw kategorycznych w réznych mocach, a Vaught
zauwazyl, ze system, ktéry jest kategoryczny chociaz w jednej mocy
nieskorniczonej i opiera si¢ na rekurencyjnym ukladzie aksjomatow, jest
rozstrzygalny. Dalsze badania nad pojeciem kategorycznodei w danej
mocy 83 bardzo celowe i pozadane.

Teoria systeméw aksjomatycznych wchlonela w siebie teorie ftzw.
wielowarto§ciowych rachunkéw zdan uprawianych szezegélnie intensyw-
nie w Polsce przed dwudziestu laty. To, co logicy specjalidci od rachunku
zdan nazywali systemem wielowartoéciowym, okazalo si¢ systemem scha-
rakteryzowanym przez aksjomaty bardzo szczegdélnego typu, a miano-
wicie postaci

(@)1 (®2)1- . - (31 [ W(zy,®z,...,8,)=1],

gdzie W jest wielomianem, a 1 ustalonym elementem. Rozpatrywane przez
logikéw pojecie matrycy jest szczegdlnym przypadkiem pojecia modelu.
Niektére wyniki uzyskane przez logikéw okazaly sie identyczne z wyni-
kami dawniej znanymi w algebrze lub takimi, ktére latwiej jest uzyskaé
stosujac standardowe konstrukcje algebraiczne. Tak np. twierdzenie
Lindenbauma ?) o istnieniu adekwatnej matrycy dla kazdego systemu
rachunku zdan okazalo sie identyczne z twierdzeniem o istnieniu algebry
wolnej, spelmiajacej dowolnie z gory dany uklad tozsamosei. Twierdze-
nie Wajsberga %) o niemozliwosei zaksjomatyzowania zwyklego rachunku
zdan przez aksjomaty zawierajace tylko dwie zmienne okazato si¢ wnio-
skiem z twierdzenia, ze algebra o dziataniach 4, x, ', w ktérej kazda

8) Skolem [84], str. 161.

®) LLindenbaum nie oglosil nigdy swego dowodu. Pierwszy raz dowod ten -
opublikowal McKinsey [50]. '

10) Por. Lukasiewicz i Tarski [44].
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podalgebra generowana przez dwa elementy jest algebra Boole’a, nie
musi sama byé algebra Boole’a [5].

Ujecie logik wielowartosciowych od strony ich modeli doprowa-
dzilo do rozpatrywania systeméw dedukeyjnyeh, w ktérych nie tylko
aksjomaty majg forme réwnania miedzy dwomsa wielomianami, ale réw-
niez wszystkie tezy sg tej postaci; dyrektywy dedukeyjne pozwalaja je-
dynie stosowaé zwrotnodé, symetryczno$é, przechodniosé i ekstensjo-
nalno$§é réwnodei przy przechodzeniu od jednej ré6wnosdei do drugiej.
Zbiér réwnosci prawdziwych dla dowolnego ukladu funkeji okredlonych
na dwdch elementach jest aksjomatyzowalny w opisany sposobll) za
pomocy skoticzonego zbioru réwnosei. Wynik ten nie uogélnia sig¢ na funkeje
okredlone w dowolnym zbiorze skonczonym !2).

Niektore wielowartodciowe systemy rachunku zdan staly sie znacznie
bardziej interesujace dla matematykéw 2z chwilg, gdy przedstawiono
je w postaci system6w algebraicznych. Tak np. system tzw. implikacji §ci-
slej, ktory stworzono dla celéw logicznej analizy pojecia koniecznosei
i mozliwodci, okazal sie identyczny z algebra ogdlnej topologii rozwijang
od przeszlo trzydziestu lat przez Kuratowskiego i jego ueczniow!3),

Podobnie algebra Brouwera, bedaca matryeg dla systemu logiki
intuicjonistycznej, okazala si¢ identyczna z algebra zbioré6w domknie-
tych w ogélnych przestrzeniach topologicznych. Obie te zaleznoseci zostaty
wykorzystane w ostatnich latach w wielu badaniach: McKinseya i Tar-
skiego ([51] i [52]), Rasiowej i Sikorskiego [71], Mostowskiego [53].
Rzecz jasna, ze odkrycie takich zwigzkéw ogromnie ulatwilo studiowanie
wlasnosci systeméw wielowartodciowyeh, a nie nalezy tez wykluczaé
mozliwodei, ze nlatwi ono badania nad ogé6lng algebra, dzigki uprzystep-
nieniu matematykom intuicji, ktére z tymi systemami wiazali logicy.

A1bp. Pojecie kategorycznosci i teoria systemow nieelementar:
nych. Pojecie modelu zachowuje swoje znaczenie takze dla systemoéw
nieelementarnych. Poniewaz jednak w gsystemach nieelementarnych
méwimy nie tylko o elementach zbioru I, lecz réwniez o dowolnych pod-
zbiorach zbioru I, relacjach miedzy elementami I itd., wiec okreslajae mo-
del musimy nadaé interpretacje réwniez tym mnogosciowym pojeciom.
Mamy tu przed soba dwie drogi.

Jedna droga polega na traktowaniu poje¢ mnogoSciowych na
réowni z innymi pojeciami pierwotnymi. Zbiory s wiee interpretowane
w modelu jako dowolne przedmioty, stosunek nalezenia jako dowolna

1) Lyndon [41].
12) Lyndon [42]. : -
1) Weyl [105].
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relacja, byle spelniajgca (wraz z przedmiotami interpretujgcymi zbiory)
aksjomaty teorii mmogosci.

Modele tego rodzaju nazywamy nieabsolutnymi.

Druga droge wybraé moze matematyk, ktéry opiera swe badania
na jakim§ ustalonym systemie teorii mmnogodei, & wige ktéry w rozumo-
waniach swoich rozporzadza pojeciem zbioru i umie sie nim poslugiwaé,
moze rozpatrywaé ponadto tzw. modele absolutne. W tych modelach
pojecie zbioru, wystepujace w aksjomatach systemu, interpretowane jest
jako to wlasnie pojecie zbioru, ktérym intuicyjnie operuje matematyk
w swych rozwazaniach.

Zauwazmy, ze dwu matematykéw, przyjmujgcych roézne sposoby
ugruntowania teorii mnogosci, moze dojé¢ do dwu zupelmie odmiennych
pojeé modelu absolutnego. Wydaje mi sie wobec tego, ze pojecie modelu
absolutnego nabierze glebszej wartosci dopiero wowezas, gdy rozwigzane
zostang trudne problemy podstaw teorii mnogodci, dzieki ezemu ma-
tematycy beda mogli zgodnie przyjaé jeden sposéb ugruntowania tej
teorii.

Faktem jest jednak, ze wiekszo§¢ matematykow operuje swobodnie
w swej praktyce pojeciem zbioru, relacji, klas zbioréw itp. i przyjmuje
zgodne zalozenia o tych mnogosciowych pojeciach. Matematycy tacy
mogg wiee — praktycznie bez obawy nieporozumienia — operowaé poje-
ciem modelu absolutnego. Przy subtelniejszych rozwazaniach uwzgled-
niajgcych problematyke podstaw teorii mmnogosei pojecie to okazuje sie
jednak zbyt malo sprecyzowane.

Modele nieabsolutne pojawily sie w badaniach nad podstawami
teorii mnogodci w zwigzku z tak zwanym paradoksem Skolema [84].
W ostatnich latach podwiecono im szereg prae zmierzajacych badz to do
wys$wietlenia sobie ich znaczenia, badZz to do znalezienia pewnych ich
zastosowan 14),

W zwigzku z rozréznianiem modeli absolutnych i nieabsolutnych
trzeba zachowaé pewne ostroznosci przy badaniach nad kategoryczno-
§cig ukladéw aksjomatéw. Klasyczne okreslenie: wuktad aksjomatow
jest kategoryezny, qjesli kasdde dwa jego modele sq izomorficzne, nie jest
zadowalajace, nie wiadomo bowiem o jakich modelach jest mowa w tym
okrefleniu. W szczegélnodei jest jasne, ze gdyby w powyiszej definicji
slowo model znaczylo dowolny model nieabsolutny, to zaden uklad aksjo-
matéow nie bylby kategoryczny.

Méwige o kategorycznodei mamy zazwyczaj na mysli izomorfizm
dowolnych dwu modeli absolutnych. Znane twierdzenia o kategorycz-
nodci aksjomatéw arytmetyki i geometrii uzyskuje sie wéwezas w opar-

14y Zob. Kemeny [31], Henkin [18], Mostowski [54], Rosser i Wang [77].
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ciu o najprostsze aksjomaty teorii mnogosei przyjmowane dla zbioréw,
ktorymi operujemy intuicyjnie.

Wspomnialem juz, ze niektérzy matematyey unikaja operowania
pojeciem modelu absolutnego, a to z uwagi na niewyjasnione jeszcze
zagadnienia podstaw teorii mnogodei. Opisze tu definicje kategorycznosei,
ktorg mogliby tacy matematyey przyjmowaé (por. tez Wang [1051).

Traktujmy system nieelementarny 8 jako zespél dwu systemoéw
elementarnych §’, 8", przy czym 8’ zawiera tylko terminy pierwotne
teorii mnogosci, a §” ponadto terminy pierwotne teorii, ktorej aksjoma-
tyka sie zajmujemy.

Kazdy model M systemu S zawiera podmodel M’ gystemu 8§, tj.
model dla teorii mnogogei, na ktérej opiera sie system §. Nazwijmy M’
czedcia mnogosciows M.

Definicja. System S jest Lategoryczny, jesli dla kaidych dwu modeli
M., M, systemu 8 kasde izomorficzne odwzorowanie cze$ci mnogoscio-
wej M; na cze$é mmogosciowq M, daje si¢ rozszerzyé do izomorficznego
odwzorowania catych modeli M, ¢ M,.

Jesli S’ zawiera aksjomatyczng teorie mnogosei Zermeli, to zwykle
twierdzenia o kategorycznodei aksjomatéw geometrii i arytmetyki dajg
gie udowodni¢ przy podanej tu definicji kategorycznosei.

Teoria systeméw nieelementarnych jest w chwili obecnej bez porow-
nania ubozsza niz teoria systeméw elementarnych. Jest to zrozumiate,
ody zwazy sig, ze w teorig te uwiklana jest trudna problematyka podstaw
teorii mnogosei.

Wspomne tu o pewnych negatywnych wynikach dotyezacych mo-
deli dla systeméw nieelementarnych. Tarski [95] i Kuratowski [38]
wykazali, ze klasa wszystkich relacji dobrze porzqdkujacych swe pole nie jest
Klasq arytmetyczng, tj. nie daje sie scharakteryzowaé ani skoriczonym,
ani nieskoniczonym ukladem aksjomatéw elementarnych. ¥.o§1%) uzyskat
podobny wynik dla klasy zwartych algebr domknieé (algebra domknied
nazywa sie zwartq, jesli obowigzuje w niej twierdzenie Cantora o male-
jacym ciggu zbioréw zamknietych).

Teoria systeméw aksjomatyecznych stanowi w tej chwili dojrzaly
matematyczng teorie i jest ciekawe obgerwowaé jej rozwdj historyezny.
Powstala z potrzeb systematyzowania i ufci§lenia réznych specjalnych
dziatéw matematyki, stala sie ona nastepnie $rodkiem do okreslania
tresci wielu dzialow matematyki i zaczela wytwarzaé ogdlne pojecia
stosowalne do réznych systemoéw aksjomatycznych. Obecnie koncentruje
sie ona nad badaniem najogdlniejszych pojeé, ktére wytworzyly si¢ w trak-

13) Wynik ten nie jest jeszcze opublikowany.
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cie jej rozwoju. Kontynuacji tych badan nalezy oczekiwaé z zaintereso-
waniem, a w szczegélnosci nalezy sie spodziewaé wydwietlenia kwestii,
czy pojecia wytworzone w ogdlnej teorii znajda zastosowania do glebszych
i konkretnych probleméw matematycznych.

Atle. Metoda aksjomatyczna w zastosowaniu do konkretnych
teorii matematycznych. Metoda okre§lania przedmiotu badan matematyki
przez aksjomaty okazala sie bardzo plodna i pozyteczna w podstawach
geometrii i w abstrakcyjnej algebrze. Natomiast okreslanie przedmiotu
badan arytmetyki liczb naturalnych lub arytmetyki liczb rzeczywistych
przez podanie ukladu aksjomatéw dla tych teorii wydaje sig nieprzekony-
wujace. Pochodzi to z odkrytej przez Godla [8] niezupelnosci kazdego
dostatecznie bogatego ukladu aksjomatow.

Konsekwencja niezupelnosci ukladu aksjomatéw jest, ze mozna
znalezé takie wyrazenie 4, Ze uklad pozostaje niesprzeczny zaréwno po
dolaczeniu wyrazenia A, jak i po dolaczeniu wyrazenia ~ A. Powolujac
sig na tzw. twierdzenie o zupelnosci®) otrzymujemy zatem dwa modele
nieabsolutne rozwazanego ukladu, przy czym w jednym modelu jest
spelnione wyrazenie 4, a w drugim ~ A. Modele nie sg wiec izomorficzne;
co wigcej, nalezg one do dwu rozlagcznych klas arytmetycznych (wyzna-
czonych aksjomatami 4 i ~4).

Istnienie réznych, nicizomorficznych miedzy sobg modeli dla ukladu
aksjomatéw, na ktérych wspiera sig dana teoria, nie ma w sobie nic ra-
zgcego ani nienaturalnego, gdy teoria ta stawia sobie za zadanie stu-
dium calej klasy algebr. Jest np. calkowicie naturalne, Ze aksjomaty
teorii grup nie sg kategoryczne, gdyz w teorii tej badamy ogélne wlasnosei
grup, nie za$ wiasnosci jednej konkretnej grupy.

Tre$é teorii grup jest catkowicie wyczerpana przez jej aksjomaty.
Wazystkie algebry spelniajgce te aksjomatyke i tylko one sa przedmio-
tem badan teorii grup. Podobnie ukladajg sie stosunki w takich teo-
riach jak ogélna topologia, abstrakecyjna teoria przestrzeni liniowych
itp.

Wynika stad, ze w teoriach, ktére nie stawiaja sobie za zadanie
badania jednego okre§lonego tworu matematycznego, lecz calej klasy
tworéw, metoda aksjomatyczna ma podstawowe znaczenie.

Gdybyfmy staneli na stanowisku, ze mozna okres§laé za pomocy
aksjomatéw tresé takich dzialéw matematyki jak arytmetyka liczb
naturalnych lub arytmetyka liczb rzeczywistych, lub wreszcie teoria
mnogofei, doszlibysmy do wniosku, ze zadna z tych teorii nie bada jed-
pego okre§lonego konkretnego pojecia, lecz cala klase pojeé ze sobg réw-
nouprawnionych.

1) Godel [10]. Zob. tez punkt Bl, str. 40-41
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Aby przedstawié to jeszcze dobitniej, ograniczymy sie do arytmetyki
liczb naturalnych. Wiadomo dzid, ze aksjomatyka Peano nie charakte-
ryzuje jednego okre§lonego zbioru liezb naturalnych i okreflonych dzia-
lan wykonalnych na tych liczbach, lecz calg klase modeli tej aksjomatyki;
poszezegblne modele nalezace do tej klasy nie sg przy tym ze sobg izomor-
ficzne, lecz majg istotnie odmienne wlasnofei (naleza do rozigcznych
klas arytmetycznych). Gdybysmy zatem przyjeli, ze arytmetyka jest
nauks o konsekwencjach plynacych z aksjomatéw Peano, to musieli-
by$my wnioskowaé, ze nie ma jednego okreslonego pojecia liczby natu-
ralnej i ze pewne wlasnodci liczb naturalnych sa zasadniczo niepoznawalne.

Ocena, czy wniosek taki jest mozliwy do przyjecia, nie nalezy do
matematyki, lecz do filozofii; wniosek nasz nie zawiera bowiem wewnetrz-
nej sprzecznosci, a nosi przy tym charakter zdecydowanie teoriopoznaw-
czy.

Wydaje si¢ nam, ze stanowisko akceptujace omawiany wniosek jest
bledne. Jedynym konsekwentnym stanowiskiem zgodnym zar6wno zc
zdrowym rozsgdkiem jak i z tradyecja matematyczna jest przyjecie, ze
Zrodlem i ostatecznym raison d’étre pojecia liczby zaréwno naturalnej
jak i rzeczywistej jest dogwiadczenie i stosowalno$é praktyezna. To samo
odnosi sie do pojeé teorii mnogosdci, o ile rozpatrujemy je w dosé waskim
zakresie — takim, w jakim sg one potrzebne wklasycznych driatach ma-
tematyki. .

Prryjmujac to stanowisko musimy wyeciggnaé konsekwencje, ze jest
tylko jedna arytmetyka liczb naturalnych, jedna arytmetyka liczb rze-
czywistych i jedna teoria mmnogodei, a wobec tego definiowanie tych
dzialéw matematyki przez aksjomaty, ktére maja raz na zawsze ustali¢
ich zakres i ich tre§é, nie jest mozliwe.

Aksjomaty spelniajg w tych teoriach wazng role: systematyzuja
one pewien ich fragment, ten mianowicie, ktéry obejmuje nasza aktualng
wiedzg; ulatwiaja one nieraz wyklad teorii i majg zatem znaczenie dy-
daktyczne. Tej jednak zasadniczej roli, jakg chcial metodzie aksjomatycz-
nej przypisaé Hilbert, a mianowicie definiowania tredci teorii, aksjoma-
tyka — w odniesieniu do arytmetyki — spelnié nie moze.

Wobec przemoznego wplywu, jaki w latach trzydziestych wywieraty
na matematykow zajmujgcych sie zagadnieniami podstaw szkola Hil-
berta i neopozytywistyczne kolo wiedeniskie, odkrycie niezupemosci
wszystkich bogatych ukladéw aksjomatéw oceniano poczgtkowo jako
wynik niszezgey badania podstaw matematyki i wysuwano stad daleko
idace pesymistyczne wnioski. W rzeczywistodei jednak wymiki Godla
zadaja cios nie badaniom podstaw matematyki, lecz jedynie tym prébom
ugruntowania podstaw matematyki, kwére byly podejmowane przez
Hilberta i neopozytywistéw. Filozofia materialistyczna od dawna wyste-
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powala przeciw tym prébom, wykazujac idealistyczny charakter idei
Hilberta, polegajacej na okresianiu tresei matematyki przez podanie jej
aksjomatow, jak réwniez koncepcji neopozytywistycznych, polegajacych
na wyjasnianiu tresci matematyki przez analize jezyka.

Nie ma zatem powoddéw do wysnuwania pesymistycznych wnioskéw
z odkrycia Go6dla. Odkrycie nieizomorficznych modeli czy to dla arytme-
tyki, czy tez teorii mnogosci jest wzbogaceniem naszej wiedzy. Przed
ich odkryciem sgdziliSmy, ze kazde dwa modele dla ukladu aksjomatow
Peano sa ze sobg izomorficzne i wydawalo si¢ nam, ze podobnie ukladaja
si¢ stosunki dla aksjomatéw teorii mnogosci. Obecnie wiemy, ze dla kaz-
dego z tych ukladow aksjomatow istnieje obszerna klasa wzajemnie nie-
izomorficznych modeli.

Fakt ten — mimo, ze odkryty juz doé¢ dawno — zostal, jak mi si¢
wydaje, dopiero w ostatnich czasach nalezycie oceniony i zrozumiany
przez matematykéw. Od niedawna tez zjawiajg sie pierwsze proby wyko-
rzystania tego faktu dla celéw matematycznych niezaleznych od proble-
matyki filozoficznej, o ktérej byla mowa poprzednio. Tak np. Ryll-
-Nardzewski [80] wykorzystal niekategorycznod$é aksjomatow artyme-
tyki do dowodu, ze schemat indukeji matematycznej nie moze w aryt-
metyce elementarnej byé zastapiony skonczong iloscia aksjomatow za-
wierajacych tylko symbole dla dodawania i mnozenia, a Hasenjaeger
[16] wykorzystal ten sam fakt do dowodéw niezaleznogci w pewnych
fragmentarycznych systemach arytmetyki. Zastosowania pojawily si¢
tez w badaniach nad teoria mmnogosci, gdzie fakt istnienia réznych mo-
deli wykorzystano do dowodéw niesprzecznodei i do czesciowego rozwia-
zania zagadnienia niezaleznosei pewnika wyboru 17). Nie brak tez w bie-
zgcej literaturze ogélnyech rozwazan na temat nieizomorficznych modeli
dla aksjomatéw arytmetyki i teorii mnogosci (por. np. prace Rossera
i Wanga [79] o tzw. niestandardowych modelach). Przyszlosé pokaze,
czy pojawig sie dalsze zastosowania.

Omoéwie teraz zagadnienia, jakie nasuwa stosowanie metody aksjo-
matycznej do poszezegolnych dzialéw matematyki.

Alea. Arytmetyka liczb naturalnych. Arytmetyke liczb natural-
nych okreglano dawniej jako nauke o dzialaniach dodawania i mnozenia
spelniajacych aksjomaty Peano. OdpowiedZ ta nie jest juz dzi§ zadawa-
lajaca. Ogélne powody, dlaczego uwazamy ja za bledna, podane byly
poprzednio. W przypadku arytmetyki dochodzg jeszcze powody specjalne.
Znamy mianowicie wiele dziatan i klas noszacych charakter zdecydowa-
nie arytmetyeczny, ale nie dajacych si¢ zdefiniowaé za pomocs dziatan
dodawania i mnozenia. Dzialania takie i klasy okregla sie w sposéb in-

17y Godel [10], Fraenkel [7], Mostowski [55].
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dukeyjny, wykorzystujac np. tzw. semantyke w sformulowaniu Tarskiego
[90]. Jedli mianowicie przyporzadkujemy wyrazeniom nalezacym do
systemu arytmetyki liczby naturalne (tzw. numery wyrazen) i oznaczymy
przez V klase numeréw wyrazen prawdziwych (w sensie okre§lonym przez
Tarskiego), to okaze sie, ze klasa V daje sie zdefiniowaé przez indukcje,
ale ze uzyta do tego celu definicja nie daje sig zapisaé za pomoca frodkéw,
ktérymi rozporzadzamy w systemie Peano.

Mozliwe g3 rézne rozszerzenia ukladu aksjomatéw Peano, polegajace
np. na przyjeciu wiekszej liczby poje¢ pierwotnych. Do kazdego z tych
systemoéw stosuja sie jednak te same uwagi, co do pierwotnego systemu
Peano. Dla kazdego z nich istnieje funkecja (lub klasa) nie dajaca sie okre-
§lié w tym systemie, lecz mimo to zdefiniowana indukeyjnie, & wiec na-
lezgea do intuicyjnej arytmetyki. Zaden z tych systemoéw nie jest zupely,
gdyz istnieje indukeyjnie zdefiniowana w takim systemie funkcja, kitdra
jest tozsamosciowo réwna 0, mimo iz fakt ten nie daje sie dowie$é na pod-
gtawie aksjomatéw systemu.

Uwagi powyzsze wskazuja na doniosta role definicji indukeyjnych
i dowodéw indukeyjnyeh w podstawach arytmetyki. Niezupelnosé aryt-
metyki Peano i niemozliwo$é wyslowienia w niej wszystkich definicji
nalezagceyeh do intuicyjnej arytmetyki pochodza stad, Ze systemy aksjo-
matyczne nie daja dostatecznych podstaw do ugruntowania teorii zu-
pelnie dowolnych definicji indukeyjnych i dowodéw indukeyjnych. Z dru-
giej strony, zasada indukeji i definicje indukeyjne sg przyjmowane w in-
tuicyjnym wykladzie arytmetyki wlasnie za metody wyodrebniajace
arytmetyke spofréod ogoétu teorii matematycznych.

Dochodzimy w ten sposéb do zagadnienia, czy mozna by tak rozsze-
rzy¢é pojecie systemu aksjomatycznego, zeby w tych rozszerzonych ra-
mach dalo sig zbudowaé system pozwalajacy na wyslowienie dowolnej
definicji indukcyjnej. System taki méglby byé przyjety za arytmetyke
liezb naturalnych.

Nie mamy w tej chwili zadnych podstaw do przypuszezania, ze
system taki w ogéle istnieje, ani nie wiemy w jakim kierunku poszuki-
waé jego konstrukeji. Byé moze okazg sie tu przydatne rozwazania Tu-
ringa [102] na temat liczb porzadkowych konstruktywnych. Wydaje
sig, ze nawet znacznie bardziej specjalne wyniki idgce w zblizonym kie-
runku nie bylyby pozbawione znaczenia. Jak wiadomo, zaden system
aksjomatyczny nie jest adekwatny nawet dla teorii funkeji pierwotnie
rekurencyjnych w tym sensie, ze nie mozna w nim udowodnié wszyst-
kich prawdziwych twierdzen postaci (x)[f(x)=0], gdzie f jest funkecja
pierwotnie rekurencyjna. Czy mozna przez odpowiednia modyfikacje
pojecia systemu aksjomatycznego uzyskaé system zupelny chociazby
dla zdan tej postaci, jest, o ile mi wiadomo, zagadnieniem otwartym.
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Trudnosci te potwierdzaja teze, ze poszukiwanie okredlenia arytme-
tyki wylacznie za pomocg metod matematycznych, bez odwolywania sie
do doswiadczalnego pochodzenia pojecia liczby naturalnej, nie jest mo-
zliwe. Ostateczne ugruntowanie podstaw arytmetyki nalezy wieec do fi-
lozofii, nie za$§ do matematyki.

Istnieje wiele mniej doniostych, ale tym niemniej waznych i cieka-
wych zagadnien zwigzanych z aksjomatyks arytmetyki liezb natural-
nych. Wymieni¢ tu zagadnienia nastepujace:

Jaka jest struktura modeli arytmetyki Peanowskiej, réznych od
modelu zlozonego z liczb naturalnych; w szczegdlnodei, jaki jest ich typ
porzadkowy ? Modele takie nazywamy za Rosserem i Wangiem
niestandardowyms. Kemeny oglosit pewne poczgtkowe wyniki idgce w
tym kierunku [32].

Zbadaé, czy przez uzycie niestandardowych modeli mozna uzyskaé
dowody niezaleznosci klagsycznych probleméw teorii liczb od aks;omatow
arytmetyki. :

Wykazaé niezupelnosé aksjomatycznej arytmetyki bez uzycia me-
tody arytmetyzacji, lecz podajac odpowiednie modele wykazujace
niesprzeczno$é i niezalezno§é odpowiednio dobranego twierdzenia teorii
liczb.

AlcB. Aksjomatyczna teoria mnogosci. Z ugruntowaniem podstaw
teorii mnogodci wigze sie o wiele wigcej zagadnien teoriopoznawczych,
niz z ugruntowaniem arytmetyki. Gléwnym Zrédlem trudnosei zdaje
sie byé pewnik o istnieniu zbioru zawierajacego wszystkie podzbiory
dowolnie danego zbioru. Pewnik ten prowadzi — jak wiadomo — do
wniosku, ze istnieja zbiory bardzo wysokiej mocy; zbioréw takich nie
spotykamy jednak ani w praktyce pozamatematycznej, ani tez w rozu-
mowaniach zwyklej matematyki. Dopuszczalnoéé epistemologiczna pew-
nika o zbiorze wszystkich podzbioréw jest zatem watpliwa i odnosi sie
wrazenie, ze pewnik ten przyjeto dla zbioréw dowolnych powolujac sie
tylko na analogie z przypadkiem zbioréw skonczonych i przeliczalnych,
dla ktorych pewnik ten doprowadza do rezultatéw prawdziwych i zgod-
nych z tradycja matematyczng. Nie jest przy tym bez znaczenia fakt,
ze nieokreglono$é pojecia dowolnego zbioru, a wiec pojecia, ktére naj-
wyrazniej wystepuje w pewniku o zbiorze podzbioréw, zdaje sie
byé gléwnym zZrédiem nierozstrzygalnodci takich problemow jak np.
unogodlniona hipoteza continuum.

Roéwniez pewnik wyboru nastrecza — jak wiadomo — wiele mate-
riatu do rozwazan teoriopoznaweczych. Jest rzecza uderzajaca, ze jest
on niezbedny do- dowodu wielu twierdzeti pozornie bardzo oczywistych,
a jednoczegnie prowadzi do wnioskéw paradoksalnych i sprzeciwiajacych
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sig wszelkiej intuicji. Przyklady takich paradoksalnych wnioskow sg do-
brze znane (np. paradoks kuli). Przykladem pozornie oczywistego twier-
dzenia, do dowodu ktérego pewnik wyboru jest jednak niezbedny, jest
nastepujace twierdzenie: Jesli zbidr M jest obrazem jednoznacznym zbioru
N, to nie jest prowda, se moc zbiorw M jest wigksza, nié moc zbiory N ;
przyklad ten pochodzi od Sierpinskiego [83].

Szczegdlnie niepokojacym i domagajacym sie wyjasnienia jest fakt,
ze do aksjomatyki teorii mnogosci dotaczono w ubieglych latach rozmaite
nowe pewniki lub zmieniano sformulowania aksjomatéw, wskutek czego
mamy w tej chwili do wyboru bardzo liczne i istotnie miedzy sobg rézne
aksjomatyki teorii mnogodci, a nie mamy zadnych kryteriéw, ktére
wskazywalyby nam trafny wybér sposrod tych wielu systeméw.

Tak np. Godel [10] wykazal, ze mozna, bez popadnigcia w formalng
sprzecznosé, dolgezyé do aksjomatéw teorii mnogosei tzw. pewnik kon-
struowalnosci i ze z pewnika tego wynika pewnik wyboru i nogélniona hipo-
teza continuum. Tarski [95].zaproponowal dolgczenie do teorii mnogosci
nowych pewnikéw gwarantujgeych istnienie bardzo duzych liczb kardy-
nalnyeh i wykazal, ze przy odpowiednim sformulowaniu tych pewnikdéw
mozna z nich wyprowadzié pewnik wyboru.

Tarski podal jeszcze jedng modyfikacje aksjomatéw teorii mnogosei.
nie polegajacg na dolgezaniu nowych pewnikéw. Przypomne najpierw
schemat aksjomatu wyrézniania (Aussonderungsaxiom) pochodzacy od
Zermelo. Schemat ten jest nastepujacy:

(2) (P (p2) .- (Pu) (y) (H2) (1) [(tem)=(tey)  P(t,P1, P2y, Pn)]-

Przy tym @(t,p,,...,p,) jest dowolnym wyrazeniem nie zawieraja-
c¢ym zmiennej wolnej # i zbudowanym z najprostszych wyrazen postaci
wev lub w=v za pomocy operacji rachunku zdah oraz kwantyfikatoréow.

Modyfikacja polega na tym, ze w schemacie (2) dopuszezamy tylko
takie funkeje zdaniowe @, w ktorych wystepuja wylacznie kwantyfika-
tory ograniczone, tj. kwantyfikatory postaci

($)[(sev)D ...] oraz (HLs) [(sev)...].

-

Powstajacy w ten sposéb system jest sltabszy istotnie od systemu
Zermelo. System Zermelo nie daje si¢ zaksjomatyzowaé za pomocg skon-
czonej liczby wyrazeri'8), natomiast system zmodyfikowany jest skon-
czenie aksjomatyzowalny.

Opisane tu modyfikacje aksjomatéw teorii mnogosei majg istotny
wplyw na zasOb twierdzen arytmetycznych dajgeych sie ugruntowaé

18y Wang [104]
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w teorii mnogosci. Jegli wige checemy korzystaé w matematyce z aksjo-
matéw teorii mnogosei, to powinni§my dokonaé wyboru jednego sposréd
tych wielu systeméw. Jak wspomnialem, nie mamy na to zadnych kry-
teriow. :

7 wymienionych powodéw wydaje sie, ze aksjomatyka teorii mno-
gosei jest jeszeze bardzo niedoskonala i ze, poza ogélnymi trudnosciami
zZwigzanymi w ogéle ze stosowaniem metody aksjomatycznej, zjawiajy
sie w przypadku teorii mnogosei trudnodei gpecjalne. Ostateczne sformu-
towanie aksjomatyki teorii mmnogosei powinno byé poprzedzone dyskusja
nad zasadniczymi zaloZeniami teorii, uwzgledniajaecs przy tym stanowisko
konstruktywne, o ktérym bedzie mowa podzniej.

Mimo tej zasadniczo ujemnej oceny aksjomatycznego ugruntowania
teorii mnogosci nalezy stwierdzié, ze pewne wyniki zwigzane z metodg
aksjomatyczng zostang prawdopodobnie trwals zdobyecza, chociaz sama
metoda aksjomatyczna bedzie moze pdzniej w teorii mnogodei zarzucona.
Sg to mianowicie wyniki nastepujace:

1. Wykazanie niesprzecznogci hipotezy continuum, pewnika wy-
boru i niektérych hipotez opisowe] teorii funkeji. Wynik ten uzyskany
przez GOdla [10] ma znaczenie bardzo doniosle zaréwno przez swa
tre$é matematyczng jak i dzieki temu, ze uzyta przez Goédla metoda
dowodu porusza glebokie epistemologiczne problemy teorii mnogosci
zwigzane z kierunkiem konstruktywnym, o ktérym bedzie mowa potem19).

2. Wzbogacenie teorii mnogosei pojeciem klasy 2°) (w odréznienin od
pojecia zbioru) i wykazanie, ze takie wzbogacenie nie prowadzi do sprzecz-
nogci. Wynik ten umozliwia dogodne wystowienie wielu twierdzen i po-
jeé w ogdlnej algebrze, dzieki temu, ze mozna np. méwié, bez obawy
popadniecia w antynomie, o klasie wszystkich grup, klasie wszystkich
cial itp. KXorzystaliSmy z tego w punkcie Alba moéwige o teorili klas
arytmetycznych. ,

Inne, bardziej specjalne wyniki badan nad aksjomatykg teorii mno-
gosel nie wydaja sie tak donioste. W ostatnich czasach wykonano znaczna
liczbe prac majacych na celu poréwnanie réznych systeméw teorii mno-
gosci i wykazanie wzajemnej niezaleznosci pewnikéw jak réwniez nieza-
leznodei pewnych zdan od pewnikdéw teorii mnogoscei. Prace te poglebiaja
zrozumienie wspomnianego juz poprzednio relatywizmu mmnogosciowego,
polegajacego na istnieniv nieizomorficznyech modeli jej aksjomatéow;
w zwigzku z tymi badaniami ro$nie nasza umiejetno§é konstruowania
réznych modeli dla aksjomatyki teorii mnogosei,- co w konsekwencji

1) Godel [11].
20) Bernays [1).
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powinno doprowadzi¢ do wykazania niezaleznodei pewnika wyboru,
hipotezy continuum i innych mnogosciowych hipotez od aksjomatéw
teorii mnogosci.

Aley. Aksjomatyka teorii liczb rzeezywistych. O aksjomatycznej
teorii liczb rzeczywistych wspomne bardzo krdétko, gdyz nie jest ona
obecnie intensywnie uprawiana, a nadto nie wydaje sie, by jej proble-
matyka istotnie wyrézniala sie od problematyki innych teorii.

Zwroce zatem uwage na godny podkredlenia fakt, Ze rozumowaniaw
dotyczace aksjomatycznej teorii mnogosdci dajg sie we wszystkich znanych
mi przypadkach z latwoscia przeformulowaé tak, zeby byly stosowalne
do aksjomatycznego systemu arytmetyki liczb rzeczywistych. Podam
kilka przykladéw:

1. Metoda Godla [10] wykazania niesprzecznosei i pewnika wyboru
i innych hipotez teorii mnogofci przenosi sie bez trudnosei na system
arytmetyki liczb rzeczywistych. Jest to widoczne z pracy Nowikowa
[64], w ktorej zostaly szczegélowo opracowane i po raz pierwszy opu-
blikowane dowody niesprzecznosci wielu hipotez deskryptywnej teorii
funkeji rzeczywistych (niektére z tych wynikéw zaanonsowal dawniej
Godel [12] nie podajac dowodéw).

2. Dla teorii mnogogei mozna podaé dowdd niezupelmosci nie poslu-
gujacy sie pojeciem arytmetyzacji, ale stosujaecym klasyczng metode
modeli?l), Taki sam dowo6d daje sie zastosowaé do teorii liczb rzeczywi-
stych.

3. Podany przez Wanga [104] dowdd niemozliwosei zaksjomatyzo-
wania teorii mnogogei za pomocy skolczonego zbioru zdan przenosi sie
bez zadnych istotnych zmian na aksjomatyke teorii liczb rzeczywistyeh.

Jak widadé stad, istotna rézmica problematyki zaznacza si¢ w przej-
§ciu od teorii o przeliczalnym zakresie indywiduéw (arytmetyka liczb
naturalnych) do teorii o nieprzeliczalnym zakresie indywiduéw (teoria
mnogosci, teoria liczb rzeczywistych).

Z punktu widzenia naiwnej teorii mnogosci w arytmetyce liczb
rzeczywistych bada sig jeden konkretny zbidr mocy continuum, podeczas
gdy w teorii mmnogosci bada sie zbiory o dowolnie wysokich mocach.
Mimo to obie teorie prowadzg do zupeinie podobnych probleméw i spo-
sOb, w jaki te problemy atakujemy, jest w obu teoriach ten sam. Wynik
ten zgadza sie z pogladami przedstawicieli kierunkéw konstruktywnych
w teorii mnogodci, kiérzy wielokrotnie twierdzili, ze istotng jest réznica
miedzy zbiorami przeliczalnymi a nieprzeliczalnymi, rozrdznianie zad
réznych mocy nieprzeliczalnych jest tylko pozorne.

1) Mostowski [56]. -
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Paralelizin miedzy badaniami nad teorig mmnogodei a arytmetykg
liczb rzeezywistych sugeruje zwrécenie wiekszej niz dotychezas uwagi
na arytmetyke liczb rzeczywistych. Byloby np. bardzo celowe wylozenie
w terminach $ci§le arytmetycznych teorii odpowiadajacej Godlowskiej
teorii zbioréw konstruowalnych. Réwniez w przypadku wielu innych
konstrukeji rozpatrywanych dotychezas w zwigzku z teoria mnogofci
przenizsienie ich na teren arytmetyki liczb rzeczywistych byloby pozy-
teczne, gdyz ulatwiloby szerszemu kolu matematykéw poznanie tych
konstrukeji, a byé moze, doprowadzilo do nowych odkryé.

A2. Prady konstruktywne w matematyce

Niedostateczno$é metody aksjomatycznej w odniesieniu do arytme-
tyki i teorii mnogodei sklania nas do szukania innej metody ugruntowa-
nia podstaw tych teorii. Najciekawszg jest metoda konstruktywna. Przy
jej stosowaniu nie okreslamy pojeé matematycznych przez postulaty,
lecz konstruujemy je za pomocg pewnych z goéry opisanych operacji.
Podstawowymi problemami sg tu: 1° wybranie dostatecznie szerokiego
ukladu tych operacji, ktéry umozliwialby dokonywanie wiekszodei przy-
najmniej konstrukeji, zazwyczaj wykonywanych przez matematykéw;
20 dyskusja problemu, czy zaséb pojeé uzyskany przez te konstrukeje
jest wystarczajacy dla matematyki. .

Obecne prace nad metoda konstruktywna sa w znacznej mierze
kontynuacja dawniej podejmowanych préb, wigzacych si¢ z nazwiskami
Russella i Whiteheada, Weyla, Brouwera i Hilberta. Oméwie
po kolei najwazniejsze kierunki majace zwigzek z pradami konstruktyw-
nymi.

A2a. Pewnik konstruowalno$ei. W 1938 roku Godel [10] opubli-
kowal dowé6d niesprzecznodei hipotezy continuum i pewnika wyboru.
Dowéd ten byl Sci§le zwigzany z kierunkiem konstruktywnym. Gddel
okredlil mianowicie skoriczong liczbe pewnych prostych operacji (nazywaé
je bede operacjami elementarnymi) pozwalajacych konstruowaé nowe
zbiory ze zbioréw juz znanych i wykazal, ze jedli stosowaé te operacje
do zbioru pustego i iterowaé¢ to postepowanie dowolng pozaskonczong
ilo§é razy, dojdzie sie do klasy zbioréw (tak zwanych zbioréw konstruo-
walnych), w ktérej spelmione sa wszystkie aksjomaty teorii mmogosci,
a takze pewnik wyboru, hipoteza continuum i niektére inne hipotezy
teorii mnogogci. ,

Zwigzki pomyslu Goédla z dawniejszymi pracami sg widoczne: jesli
iterowa¢ okre$lony przez niego sposéb konstruowania zbioréw tylko prze-
liczalng ilo§é razy, dojdzie sie do klasy zbioréow, ktére przyjmuje tzw.
rozgaleziona teoria typéw pochodzgca jeszcze od Russella i White-
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heada. Struktura dowodu wykazuje tez analogig do powzietego przez
Hilberta [21], lecz nigdy nie przeprowadzonego planu wykazania
niesprzecznoscei hipotezy continuum przez kolejne iterowanie procesu
tworzenia funkeji rekurencyjnych.

Metodologicznie wynik Goédla jest doniosty z dwu powodéw. Po
pierwsze, wykazal on, Ze prace nad konstruktywng matematyka moga
mieé zastosowanie do zagadnien zupelnie nie zwigzanych z filozoficznym
programem kierunku konstruktywnego. Po drugie, praca jego wykazala,
ze przyjecie postulatu konstruktywnodci (zgodnie z ktérym dopuszeza
si¢ istnienie tylko tworéw, dajacych sie w pewien sposéb konstruowad)
niekoniecznie jest zwigzane z eliminowaniem pewnych partii klasycznej
matematyki lub teorii mmnogoéei i, co wazniejsze, ze przez przyjecie ta-
kiego postulatu i uzyskane dzigki temu sprecyzowanie zalozen mozna
uzyskaé wyniki, ktére w naiwnej lub aksjomatycznej teorii mnogodeci
89 prawdopodobnie nieosiggalne.

Nie bylo dotychezas préb przyjecia teorii Godla za definitywng pod-
stawe dla teorii mnogodci. Sam Goédel wypowiedzial sie zdecydowanie
przeciwko takiemu pomyslowi [11]. Nie widaé jednak powodu, dlaczego
zwolennicy aksjomatyecznej teorii mnogos$ci nie mieliby wlaczyé postu-
latu konstruowalnofei (orzekajacego, ze kazdy zbidr jest konstruowalny)
jako jednego z naczelnych postulatéw teorii do zazwyczaj przyjmowanych
aksjomatow.

Narzucajacy sie¢ problem niezaleznosci postulatu konstruowalno-
§ei od inmych aksjomatéw systemu, np. Zermelo, nie jest dotychczas
r0ZWigzany.

Moze nastepujaca metoda moglaby doprowadzié do rozwigzania
tego zagadnienia:

Niech O, (x) oznacza klase zbioré6w powstajacych przez co najwyzej
£-krotne iterowanie operacji elementarnych do zbioru x. Dowodzi sig
nietrudno, ze dla kaddego zbioru @ zawartego w zbiorze {A,,A,,4,,...},
gdzie A, jest zbiorem pustym a Ay, ,=A,+{4}, istnieje taka liczba po-
reqdkowa £<Q, é¢ w klasie Og(x) sq spelnione wszystkie aksjomaty teoris
mnogoéei. Najmniejsza z tych liczb oznaczamy &(z).

Oznaczmy jeszcze przez 7(x) najmniejszy liczbe porzadkows & taka,
- ze we0,(4,). Gdyby udalo si¢ wykazaé istnienie takiego @, ze &(x)<<n(w),

to zagadnienie niezaleznodci pewnika konstruowalnoéci byloby rozwig-
zane.

Inne teorie zmierzajgce do ugruntowania podstaw matematyki
poprzez konstruowanie pojeé matematycznych (w odréznieniu od okresla-
nia ich przez aksjomaty) nie maja tak wielkiego zasiegu jak teoria Godla
i zwigzane sg przy tym z czesciowym wyrzeczeniem si¢ bardziej zaawan-

Roczniki P.T.M.-Prace Matematyczne 1 3
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sowanych partii klasyeznej analizy Iub teorii mnogosci. Nie moge tu oczy-
widcie referowaé wszystkich tych teorii i ogranicze sie do najwazniejszych.

A2b. Rozgaleziona teoria typow. Teoria ta — jak wspomnialem —
zaklada istnienie tylko takich zbioréw, ktére otrzymuje sie z pewnych
zbioréw wyjdciowych przez iterowanie skorczong ilodé razy operacji
elementarnych. Za zbiér wyjdciowy mozna przyjaé np. zbiér liczb
naturalnych.

Teoria ta byla ostatnio przedmiotem interesujgeych prac Fitcha
[6] 1 Lorenzena [40], kidrzy uzyskali dowéd mniesprzecznosei tej teorii
za pomocy §rodkéw dajacych sie sformalizowaé¢ w dodé stabym systemie
arytmetyki. Wskazuje to na gleboka réznice miedzy systemem rozgale-
zionej teorii typéw a innymi sposobami ugruntowania teorii mnogosei
(aksjomatycznym systemem Zermelo lub prosta teorig typéw). Wynik ten
dowodzi tez, ze arytmetyka dajaca sie zbudowaé w rozgalezionej teorii
typoéw jest bez poréwnania slabsza od arytmetyki klasyeznej. Dokladnej
dyskusji tego, jak wygladalaby matematyka oparta na rozgalezionej
teorii typow, o ile mi wiadomo, dotychezas mie przeprowadzono.

A2¢. Analiza obliczalna. Jeszeze w 1937 roku Banach i Mazur?2)
rozpoczeli badania nad fragmentem analizy dopuszezajgeym tylko liczby,
ktérych rozwiniecie na utamek dziesietny jest przedstawione przez funkeje
pierwotnie rekurencyjne. Badania te sa obecnie kontynuowane przez Ma-
zura, ktory zastapil klase funkeji pierwotnie rekurencyjnych przez na-
turalniejsza klase funkeji ogoélnie rekurencyjnych.

W teorii tej liczby postaci D f(n)/10", gdzie f jest funkeja ogélnie
rekurencyjng, nazywa sie obliczalnymi. Ciggi liczb rzeczywistych spel-
niajace nieréwnogé

fin,k) 1
n+1 §<;2,+1’

gdzie f jest funkcja ogdlnie rekurencyjna dwu zmiennych, nazywajg sie
ciggami obliczalnymi. Wreszcie funkeje zmiennej rzeczywistej, ktora prze-
prowadza kazdy ciag obliczalny w ciag obliczalny, nazywa sie obliczalnag.

Przeprowadzone dotychezas badania nad fragmentem analizy, w kt6-
rym dopuszeza sie tylko liezby, ciagi i funkeje obliczalne, doprowadzily
miedzy innymi do wniosku, ze funkeje nieciagle nie sa obliczalne. Totez
teoria ta rozpatrywaé moze tylko te dzialy analizy, ktére zajmujg si¢
wylaeznie funkejami cigglymi. Nie udalo sie dotychczas zbadad, czy cala
klasyezna teoria funkeji ciggiych daje si@ uzyskaé w analizie obliczalnej,
nie wiadomo bowiem, czy funkeja obliczalna okre§lona w obliczalnym

@y, —

22) Zob. Annales de la Soec. Pol. de Math. 16 (1937), str. 223.
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przedziale zamknietym przyjmuje maksimum swych wartosci w punkecie
obliczalnym. Mazur stwierdzil natomiast, Ze liczne twierdzenia teorii
funkeji ciaglych daja si¢ przenie§é do analizy obliczalnej. Np. stwierdzit
on, ze funkeja obliczalna, przyjmujgea w punkeie obliczalnym e war-
to§é njemny, a w punkcie obliczalnym b>a warto$é dodatnia, przyjmuje
warto§é 0 w punkcie oblezalnym ¢ (a<<e<<d). Mazur udowodnil tez,
ze zbidr liczb obliczaluych jest cialem zamknigbym +w sensie rzeczy-
wistym (terminu tego uzywam za odpowiednik mniemieckiego terminu
reell-abgeschlossen) 22). )

Definicja Banacha-Mazura funkeji obliczalnej zmiennej rzeczywistej,
podobnie jak inna definicja sformulowana dla podobnych celéw przez
Speckera [86], jest bardzo ogé6lna, ale nie konsekwentna. Przy sformuilo-
waniu tej definicji zakladamy jako znane z analizy klasycznej ogdlne
pojecie funkeyj i wyodrebniamy z nich wezszg klase funkeyj obliczalnych.
Tendencjom analizy obliczalnej odpowiadalby inny sposéb postepowania:
Nalezy Kklase funkeji obliczalnych okredlié za pomocg pewnych operacji
wykonanych na prostych funkcjach wyjéciowych.

Definicje czynigea zado$é tym wymaganiom podal Grzegorezyk?),
postugujac sie pojeciem funkcjonatu, tj. funkeji, ktéra przyporzadkowuje
wartodei liczbowe kazdemu ukladowi argumentéw, zlozonemu nie tylko
z liezb, ale i z funkeji. -

Grzegorczyk nazywa funkejonal P(fi,fsy...,fi,®1,%5,...,%,) obli-
czalnym, jesli pow:taje on z funkecjonaléw wyjseiowych

Ul(fa.q’w):f(“’)a Uz(f,g,m)zg(w),
S(f,w)=a+1, M(f,z,y)=a—1y, P(f,»,y)=a"

przez skonczong liczbe nastepujacych operacji: podstawianie funkejo-
naln zamiast zmiennej liczbowej, utozsamianie zmiennych, minimum
efektywne. Ostatnia z tych operacji prowadzi od funkcjonalu @(f,,f,,...,fx,
By yBy,-...,%,) do funkejonatu

yj(fl 7f27' ,fkya"l yBoy.e. awn—l)=rgin[¢(fhf27“-y fkvmlaw2,--'7wn)= O]
przy zalozeniu, ze dla dowolnych liezb #,,%,,...,2,_; i dowolnych funkeji
flaf27"'7fk iStnieje takie ) ze (p(fufzw- : 7fk7 Tyyyy... 3mn)= 0.

Jedli to zalozenie nie jest spelnione, to operacja minimum nie jest
wykonalna.

Funkecje rzeczywista ¢ (2) okredlona w przedziale (a,b), gdzie 0<<a<<b,
Grzegorczyk nazywa obliczalng, jesli istnieje taki funkejonal obliczalny

23) Dowody tych twierdzen nie sy jeszcze opublikowane.
24) Praca ta nie jest jeszeze opublikowana.
gk



36 A. Mostowski

D(f,n), ze dla kazdego » (a<<w<b) i kazdej funkeji f o “%rtoéclach natu-
ra.lnych, spelniajgcej warunek . , -

: b1 '
A I
wno{ . n :
spelniona jest nier6wnosé
d(f,n) ! 1 )
po— ZEM L a1
: n n i

Inaczej moéwige: funkejonal @ przeksztatca funkecje f(n)/n aproksy-
mujaca argument # w funkeje @(f,n)/n aproksymujacg w tym samym
stopnin wartosé ¢(=). .

Zwiazki tej definicji z definicja Banacha i Mazura nie sg dotychezas
wyjaénione. Wiadomo tylko, ze funkeja obliczalna w sensie Grzegorczyka
jest obliczalna w sensie Banacha i Mazura, a wiec jest ciagla.

Opierajac sie na pewnych wynikach Mazura, Grzegorczyk Wykazal
ze funkeja obliczalna w jego sensie, okreslona w przedziale (#,d) o korieach
obliczalnych, przyjmuje maksimum swych wartosci w punkeie obliczalnym
przedziatu (a,b).

Nalezy tu wspomnied, ze pojecie funkejonalu obliczalnego wyste-
puje implicite u Kleene’go [33] jako pojecie funkeji jednostajnie rekuren-
cyjnej wzgledem innych funkeji. Zwiazki tej definicji i definieji Grzegor-
czyka nie byly dotychezas badane.

Zastepujac w definicjach przyjetych przez Banacha i Mazura klase
funkeji obliczalnych przez inne szersze klasy, dochodzi sie do dalszych
koncepeji analizy obliczalnej. Prace w tym kierunku przeprowadzil Grze-
gorezyk ), ktory wyszedl z klasy funkeji elementarnie definiowalnych,
to jest takich, ktére ofrzymaé mozna z funkeji rekurencyjnych przez
stosowanie wielokrotne operacji podstawiania i operacji minimum:

0 najmniejsze y takie, ze f(x,y)=0,
(ey) Uf(@,y)= ']*{ 0, o ile takie y nie istnieje.

Zagadnienia, dotyczgce funkeji cigglych, ktore w analizie obliczal-
nej wydaja sie bardzo trudne, rozwigzuje sie w sposob latwy i naturalny
w analizie opartej na pojeciu funkeji definiowalnej. Nie zbadano jednak
dotychezas dokladnie, w czym analiza definiowalna odbiega od klasycz-
nej.

A2d. Logika intuicjonistyczna. Systemy matematyczno-logiczne
rozwijane od wielu lat przez Brouwera zmierzaja do ugruntowania mate-

%) Praca Grzegorczyka nie jest dotycheczas opublikowana.
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matyki na podstawach konstruktywnych. W odréznieniu od omoéwionych
dotychezas kierunkow, przedstawiciele szkoly intuicjonistycznej przy-
wigznja wielkg wage do tego, by stalym logicznym: ub, jesle to,
istnieje i niektorym innym, przypisaé inne znaczenie niz to, kidre sie im
przypisuje zazwyczaj. Np. zdanie p lub ¢ interpretuje sig jako: albo moéna
wykazaé prowdziwosé p, albo tez moina wykazaé prawdziwodé q.

Sama zmiana interpretacji stalych logicznych wystepujacych w ra-
chunku zdan, cokolwiek badZ sadziloby sie o jej niezbednoseci, nie jest
bezposrednio zwigzana z programem konstruktywnym. Zmiana inter-
pretacji kwantyfikatora szczegdlowego jest oczywidcie blizej zwiazana
z pogladami konstruktywnymi, nie jest jednak koniecznym warunkiem
weielania tego pogladu w zycie.

Rzeczywiste konstruktywne tendencje kierunku intuicjonistycznego
ujawniaja sie w przyjmowaniu zupelmie innego niz klasyczne pojecia
ciggu i zbioru. Niestety, odnosne definicje byly sformulowane przez
Brouwera w sposéb bardzo trudny i mnie precyzyjny, nie odegraly wiec
one dotychczas wiekszej roli poza kolem §cistych wspolpracownikéw
Brouwera. Wyjasnienie tych definicji przyniosg zapewne nowe prace
Kleene’go [34], ktéry interpretuje koncepcje intuicjonistéow za pomoca
poje¢ zaczerpnigtych z teorii funkejtr rekurencyjnych.

A2e. Ogolna ocena. Kierunck konstruktywny odegra¢ moze powa-
zng role w ufcidleniu podstaw takich dzialéw matematyki, ktérych
zwigzek z dofwiadczeniem jest luzny (np. teoria mnogosei). Decydujaca
rolg przy ocenianiu wynikéw matematyki konstruktywnej graé¢ powinno
to, czy skonstruowane przez nig systemy sg latwe w zastosowaniach i czy
prowadza w naturalny sposob do podstawowych wynikéw klasycznych,
ktore — jako calodé — g potwierdzone przez stosowalnodé do zagadnien
praktycznych. Dotychczasowe proby stworzenia takiego systemu zawio-
dly, wydaje sig jednak stuszne nie zarzucaé tych préb.

Ponadto wspommniane poprzednio zagadnienie niezaleznosci pewnika
konstruowalnodci i zwiazane z nim zagadnienie niezaleznofci pewnika
wyboru i hipotezy continuum od pewnikéw teorii mnogosei, nhlezy uznaé
za najaktualniejsze zagadnienia otwarte tego dzialu.

B1. Aksjomatyzacja logiki

Przechodze obecnie do drugiego fundamentalnego zagadnienia pod-
staw matematiyki, a mianowicie do zagadnienia kryteriéw pozwalajacych
odrézniaé poprawne dowody od blednych.

W zwyklym aksjomatycznym wykladzie tego lub innego dzialu ma-
tematyki formuluje sie zazwyczaj tylko aksjomaty, wyprowadzanie zad
wnioskéw z tych aksjomatow powierza sie intuicji matematycznej czy-
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telnika lub sluchacza. Jest to oczywiscie na miejseu w pracy matematyka
nie interesujacego sie podstawami, dla logika natomiast wlasnie sam proces
wyprowadzania twierdzen jest najciekawszym momentem catych rozwa-
zan. ]

Analiza konkretnych dowodéw matematycznych doprowadzila, jak
wiadomo, do sformulowania szeregu regul dowodzenia, ktore pozwalaja
otrzymywaé z jednych twierdzen dalsze twierdzenia (tzw. aksjomaty
logiczne zaliczam {u do regul dowodzenia). Analize te ukoronowalo uzy-
skane przez Godla w 1931 roku twierdzenie o zupelosci [9], wykazujace,
ze dla kazdego wyrazenia elementarnego W, nie wynikajacego z elemen-
tarnych aksjomatéow A,,4,,...,4, przez zastosowanie regul dowodzenia,
mozna skonstruowaé model, w ktdrym spelnione sg aksjomaty 4,,4,,...,4,,
a nie jest spelnione wyrazenie W.

Donioslosé tego wyniku mozna objasnié w nastepujacy sposob.

Jest jasne, ze wyrazenie powstajace z aksjomatéow A,,4,,...,4,
przez kolejne stosowanie regut dowodzenia jest poprawnie wyprowadzonym
wnioskiem z tych aksjomatéw. Kazda bowiem regula wnioskowania
przedstawia bardzo proste i oczywiste poprawne rozumowanie.

Jedli istnieje model spelniajacy aksjomaty 4,,4,,...,4,, a nie
spelniajacy wyrazenia W, to oczywidcie W nie moze byé traktowane jako
konsekwencja aksjomatéw. Zgodnie wiee z twierdzeniem o zupelnosci
konsekwenejami aksjomatéw A,,4,,...,4, sg te i tylko te wyrazenia,
ktore dajg sie uzyskaé z A,,4,,...,4, przez stosowanie regul dowodze-
nia. :

Pojecie wynikania jednego zdania elementarnego z innych zdan
elementarnych jest w ten sposéb calkowicie wyjasnione.

Charakteryzacja stosunku wynikania pomiedzy zdaniami nieelemen-
tarnymi nasuwa nowe zagadnienia.

Jezeli bedziemy stali na stanowisku, ze teorig mnogosei, lezacg u pod-
stawy systemu nieelementarnego, mozna przedstawié¢ w formie systemu
aksjomatycznego, to — jak wspomnialem w Ala — znika réznica miedzy
systemami elementarnymi a nieelementarnymi i stosunek wynikania
miedzy dowolnymi zdaniami jest sprowadzony bez reszty do regul dowo-
dzenia. Jesli jednak zajmujemy inne stanowisko wobec podstaw teorii
mnogos$ci, Lo nie mozemy juz przypisywaé tak podstawowego znaczenia
twierdzeniu o zupelosei. -

Wiekszogé matematykow, operujaeych wyrazeniami nieelementar-
nymi, stroni od analizowania podstaw teorii mnogodei. Z natury rzeczy
pojecie wynikania miedzy zdaniami nieelementarnymi jest dla tych ma-
tematykéw niesprecyzowane i sprecyzowaé sie nie da, dopéki matematycy
¢i nie zrezygnujg z zajmowania ,naiwnego” stanowiska w teorii mnogodei.
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Istnieja natomiast wieksze mozliwogei scharakteryzowania stosunku
wynikania miedzy zdaniami nieelementarnymi, jesli przyjmiemy stano-
wisko konstruktywne wobec teorii mmnogosei. Suszko zwrocil uwage
na to, ze tak postawione zagadnienie twierdzenia o zupelnosei dla zdan
nieelementarnych prowadzi do zupelnie konkretnej problematyki, ktora
nikt dotychezas si¢ nie zajmowal.

Twierdzenie o zupehlodei wywarlo silny wplyw na nasze poglady
na tzw. sformalizowane systemy logiczne i matematyczne. Wydaje sie
nam, ze systemy te majg juz tylko znaczenie historyczne.

W latach dwudziestych, pod wplywem prac Hilberta- i poglopdow
filozofieznych szkoly . neopozytywistycznej, wyobrazano sobie budowe
podstaw matematyki tak, ze tworzyé sie bedzie sztuezne ,,jezyki” o §cisle
sprecyzowanych regulach syntaktycznyeh i ze wgéréd nich znajdzie rig
jeden uniwersalny najlepszy jezyk, ktory mozna bedzie utozsamié z ma-
tematyka.

Niektore ze skonstruowanyeh pod wpltywem tych pogladéw systemy
mogg z latwoseig byé przeformulowane tak, aby staly sie zwyklymi ele-
mentarnymi systemami aksjomatycznymi. Naleza tu np. prosta teoria
typow, system tzw. ontologii, zbudowany przez Le$niewskiego?2¢),
rozgaleziona teoria typow. Wobec tego nie widaé wlasdciwie, jaki miatby
bhyé cel opracowywania dla tyeh systemow odrebnych regul wnioskowania,
scisle zwigzanych z przyjetymi w nich regulami syntaktyeznymi, skoro
mozna od razu przedstawié te systemy w postaci elementarnych uktadow
aksjomatycznych, dla ktorych pojecie wynikania jest opracowane z cal-
kowita precyzjg.

Nie wiem, czy kazdy z zaproponowanych dotychczas systemow
stormalizowanych daje sie sformulowaé réwnowaznie w postaci systemu
aksjomatycznego. Wydaje mi sie w kazdym razie, ze gdyby system taki
istnial, to z uprawiania jego nie odniesiono by zadnej korzysei, choéby
nawet jego reguly ,syntaktyczne” sformulowano z najdalej idgcg pre-
cyzja. System, ktoéry nie mialby interpretacji (modelu) w zwyklym zna-
czeniu tego stowa, nie moglby byé zrozumiany jako opis klasy przedmio-
tow istuniejgcych niezaleznie od konstrukeji lingwistyeznych. Moéglby on
odgrywaé¢ pewng role, np. jako formalny rachunek ulatwiajacy opis
funkeji rekurencyjnych. Rola takiego systemu mogtaby jednak by¢ tylko
pomocnicza.

Wspominam o tym tak obszernie, aby podkredli¢, ze prébe ugrun-
towania podstaw matematyki poprzez konstrukeje ,jezyka’ pozbawio-
nego wszelkiej interpretacji (lub takiego, ktorego interpretacje uzyskuje

) Systemn ten referuje dokiadnie J. Stupecki w pracy zlozonej do dlulux
w czasopifmie Studia Logica 3. -
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sig dopiero w trakcie korzystania z owego ,jezyka’’) uznajemy obecnie
za catkowicie chybione.

Podstawowa rola twierdzenia o zupelnofci jest, jak sie zdaje, nale-
zycie oceniona. Swiadezy o tym znaczna ilo§é prac, jakie ostatnio po§wie-
cono nowym, uproszezonym dowodom tego twierdzenia (Henkin [19],
Rieger [73], Rasiowa i Sikorski [71], Robinson [74]). Prace te wy-
kazaly m.1i., ze twierdzenie o zupelnosci ma bardzo wyrazng tre$é al-
gebraiczng, ktéra w oryginalnym dowodzie Gédla zupelnie nie byla wi-
doczna. Naszkicuj¢ ponizej] dowéd Rasiowej i Sikorskiego, ‘zwracajac
gléwna uwage na aparat algebraiczny uzyty w ich rozumowaniu.

Zalézmy, ze wyrazenie W nie wynika z aksjomatow Ay, A,,..., 4y
przez stosowanie regul dowodzenia. Dla uproszezenia zaloze ponadto,
ze zaréwno aksjomaty 4,,4,,...,4; jak i wyrazenie W zawieraja tylko
jedna stala pozalogiczng, np. symbol relacji dwuecztonowej R.

Rozpatrujemy algebre Boole’a utworzong ze wszystkich wyrazen
zawierajacych R jako jedyng stala pozalogiczng (nie wylgezamy przy tym
wyrazen zawierajacych zmienne wolne). W algebrze tej sume dwu wyra-
zenn A i B okre§lamy jako ich alternatywe, iloczyn — jako ich koniunkcje,
a uzupelnienie wyrazenia 4 jako negacje 4. Dwa wyrazenia A i B nazy-
wamy réwnymi, je$§li wyrazenie 4 =B daje si¢ uzyskaé bez zadnych aksjo-
matéw wylacznie przez uzycie regul dowodzenia.

Wezmy teraz jaka$ konkretna relacje dwuczlonows Ro o polu prze-
liczalnym, np. skladajacym sie z liczb naturalnych. Dowolne wyrazenie

A(R;»;,%,,...,2,) nalezgce do opisanej poprzednio algebry Boole’a wyraza
pewng wlasnodé relacji R i elementéow #,,%,,...,,, ktérg relacja R, i do-
wolnie wybrane liczby naturalne £k ,k,,...,k, moga mieé albo nie.

Przyporzadkujmy kazdej zmiennej liczbe naturalng, np. zmiennej ;
liczbe j. Jedli R, i liczby 1,2,...,n maja wlasno§é A(R;»,,8a,...,3,),
to méwimy, ze R, spelnia wyrazenie A(R;®%,,25,...,%,), W przeciwnym
za$ razie, ze R, nie spelia tego wyrazenia.

Zbiér I wyrazen spelnionych przez relacje R, jest idealem pierwszym
w algebrze Boole’a zlozonej z wyrazen. Znaczy to, ze spelnione sa naste-
pujace warunki:

(a) Jesli A © B naletq do I, to A-B nalezy do I.

(b) Jesli A nalezy do I, to A+B naledy do I dia dowolnego B.

(c) Jesli A-+4B nalety do 1, to albo A, albo B nalety do I.
Warunek (a) wynika stgd, ze jesli relacja R, spelnia wyrazenia A i B,
to spelia tez ich koniunkeje, (b) stad, ze jesli relacja E, spelnia wyraze-
nie 4, to spelmia tez alternatywe A%—B dla dowolnego B, wreszeie (c)
stad, ze jesdli R, spelnia alternatywe A +B, to R, spelma. ]edno % Wyra-
Zen 4 lub B.
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W podobny sposob sprawdzamy, ze ideal I ma wlasno§é

(d) Jesli wyragenie (Hw,) A(R;x,,...,2,) naledy do idealw I, to isi-
nieje taka liczba naturalna p, 2e A(R;@y,...,%_,,%,) naledy do I.

Kazda relacja R, wyznacza wiee ideal pierwszy I o wlasnogdei (d).

Na odwrét, dowodzi sig z latwosceig, ze kazdy ideal pierwszy I o wilas-
nosci (d) wyznacza relacje R, speiniajaca wszystkie wyrazenia nalezace
do I. Wﬁrstarczy mianowicie przyjaé, ze k pozostaje w relacji R, do I
wtedy, gdy wyrazenie x, Ra; nalezy do I. -

Aby skonstruowadé relacje spelniajaca wyrazenia Al,_Az,...,Ak i nie
spelniajaca wyrazenia W, wystarezy zatem wykazad, ze istnieje ideat
pierwszy I spelniajacy warunek (d) i zawierajacy wyrazenia 4,,4,,..., 4,
~W. W tym celu stwierdzamy najpierw, ze ideal gléwny o elemencie
tworzacym A4,4,...4;(~W) nie zawiera wszystkich elementow algebry
(w przeciwnym bowiem razie istniatyby takie wyrazenia X, Y, 7e

Aydy Ay (~W) - X =T (~Y),

a wigc W mozna by bylo otrzymywaé z dy,4,,...,4; przez zastosowanie
regul dowodzenia). Nagtepnie za§ opieramy si¢ na twierdzeniu orzeka-
jacym, ze kazdy ideal nie zawierajacy wszystkich elementéw algebry
daje sie rozszerzyé do idealu pierwszego spelmniajacego warunek (d). Do-
wodu tego twierdzenia podawadé tutaj nie bede.

Jak widaé z powyiszego szkicu, w dowodzie twierdzenia o zupel-
nosei stosuje sig w istotny sposéb aparature pojeciows algebry. Jest cieka-
we, ze pojecie idealu stworzone dla potrzeb algebraicznej teorii liczb
znajduje nieoczekiwane zastosowanie w logice formalnej.

Algebraiczna metoda dowodu twierdzenia Godla jest nie tylko me-
todycznie interesujgca, ale ma nadto te zalete, ze moze byé przeniesiona
do systemow logiki réznych od klasycznego systemu dwuwartosciowego.

Logiki nieklasyczne budza od dawna duze zainteresowanie, w wigk-
szym zresztg stopniu niz wiéréd matematykéw u przedstawicieli filozofii,
ktérzy nie bez racji widzg w tych systemach logicznych $wiadectwo nie-
aprioryczunego charakteru logiki formalnej. Ostateczna ocena doniostosei
tych logik nastgpié bedzie mogla dopiero wtedy, gdy uda si¢ zbudowaé
na ich podstawie systemy matematyczne, np. fragmenty teorii mnogodci.
Pierwszym krokiem do osiggniecia tego celu jest zbadanie logiki kwan-
tyfikatorow. Zagadnienie to zbadali w szeregu prac Rasiowa oraz
Sikorski?’). Wykazali oni, ze jedli odpowiednio rozszerzyé pojecie
modelu, to podstawowe twierdzenia logiczne (twierdzenie Godla o zupet-

#) Rasiowa [72]. Por, tei [71].
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nosei, twierdzenie Skolema i Loéwenheima) daja sig przeniedé do syste-
méw opartych na logikach nieklasycznych.

Uogdlnione pojecie modelu objagnimy na przykladzie. Zatézmy
dla prostoty, ze rozpatrujemy auklad aksjomatow 4, w ktorym jedyna
stala pozalogiczng jest relacja dwuczlonowa K. Model w zwyklym sensie
okre§lamy jako zhiér I i funkeje, ktéra kozdej parze (»,y) elementéw I
przyporzgdkowuje jedng z wartosei 0, 1 (fatsz, prawda). Model uogdlniony
okreslamy jako zbiér I i funkecje, ktéra kazdej parze (x,y) elementéw [
przyporzadkowuje dowolny element algebry B. O algebrze B zakladamy
przy tym, ze sg w niej okreslone operacje, za pomocy ktéryeh interpretu-
jemy operacje logiczne (alternatywa, koninnkeja, implikacja, negacja,
kwantyfikatory).

Jedli np. rozpatrujemy systens oparty na rachunku zdai Heytinga
[20], to za B obieramy rodzing podzbioréw zamknietych dowolnej prze-
strzeni topologicznej X, a operacje logiczne interpretujemy w nastepu-
jacy sposdb8):

alternatywa -— suma mnogosciowa,

koniunkeja — iloczyn mnogosciowy,

negacja — domkniecie uzupelnienia,

implikacja — domkniecie réznicy,

kwantyfikator ogélny — iloczyn nieskonezony,

kwantyfikator egzystencjalny — domknigcie sumy nieskonczonej.

Kazde wyrazenie (bez zmiennyeh wolnych) ma w dowolnym modelu
wartodé, ktora jest elementem algebry B. Jesli wyréznimy w algebrze
B dowolny element (np. w powyzszym przykladzie caly przestrzen X), to
mozemy okreslié pojecie spelniania: wyrazenie jest spetnione w modelu,
jesli jego warto§é jest wyrdznionym elementem algebry.

Operujac tym pojeciem mozemy przeniesé do teorii systeméw aksjo-
matyeznych opartych na logikach mnieklasycznych rézne pojecie i twier-
dzenia znane z teorii zwyklych systeméw. Tak np. twierdzenie Godla
o zupelosci dla systeméw opartych na logice Heytinga brzmi jak na-
stepuje?’):

Istnieje taka przestrzei topologiczna X,, Ze jesli wyraienie W nie wy-
nika 2 aksjomatéw A;,A,,...,A; za pomocq regult dowodzenia przyjetych
w logice Heytinga, to istnieje model uwogdlniony, w kitérym za B preyjmujemy
algebre zamknigtych podzbiordw przestrzeni X, ¢ w ktdrym spetnione sq aksjo-
maty Ay, Asy..., A, @ nie jest spelnione wiyratenie W.

Pytanie, czy za X, w powyzszym twierdzeniu mozna przyjaé linie
prostg (ze zwykla topologia) pozostaje otwarte.

B) Tarski [95]
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Trudno przewidywaé w tej chwili, ezy logiki wielowartodciowe znajda
zastosowania. W kazdym razie stanowig one interesujacy temat badan,
a uzyskane wyniki pozwalaja uwydatnié specyficzne cechy logiki zwyk-
lej. dwuwartodciowej. Dlatego tez kontynuacja tych badan jest bez wat-
pienia celowa.

B2, Problemy rozstrzygalnosci

Dzieki wynikom oméwionym w Bl pojeeie twierdzenia matematycz-
nego, dajacego sie udowodnié z danego ukladu aksjomatéw elementarnych,
zostalo $cidle okredlone. Dalo to moznosé precyzyjnego wyslowienia pro-
blemu rozstrzygalnogei.

W chwili obecnej formulujemy najlatwiej ten problem za pomocy
pojeé zaczerpnigtych z teorii funkeji rekurencyjnych. Jesli odwzorujemy
W sposOb wzajemnie jednoznaczny wyrazenia na liczby naturalne, to kazdy
zbiér wyrazen przejdzie na zbiér liczb naturalnych. Zbiér twierdzen
teorii elementarnej, skonczenie aksjomatyzowalnej (lub opartej na reku-
rencyjnie przeliczalnym ukladzie aksjomatéw) jest zbiorem rekurencyj-
nie przeliczalnym.

Teoria jest rozstrzygalna, jesli zbior ten jest ogdlnie rekurencyjny.
Teza utozsamiajaca pojecie rozstrzygalnodei i ogdlnej rekurencyjnosci
pochodzi od Churcha. Jest ona przyjmowana obecnie chyba bez wyjatku
przez wszystkich matematykoéw pracujacych nad zagadnieniami roz-
strzygalnogei.

Problem rozstrzygaluodei w odniesieniu do dowolnej teorii aksjo-
matyeznej polega na zbadaniu, czy zbiér twierdzen tej teorii jest reku-
rencyjny, czy tez rekurencyjnie przeliczalny. Zagadnienie to daje sie
sformulowaé réwniez w stosunku do innych zbioréw liczb i w tej wogol-
nionej formie obejmuje np. znane zagadnienie sléw teorii grup.

Zamiast funkeji rekurencyjnych mozna by do $cislego sformutowania
zagadnienia rozstrzygalnodei uzywaé tez algorytmow w sensie okreslo-
nym przez Markowa [47]. W tym celu nalezy wyrazenia teorii traktowaé
jako slowa w pewnym alfabecie. Teori¢ nazywamy rozstreygalng, jesli
istnieje normalny algorytm stosowalny do wszystkich tych stéw i prze-
prowadzajacy twierdzenia teorii w slowo puste, a wyrazenia — nie be-
dace twierdzeniami teorii — w slowo niepuste.

Nad zagadnieniem rozstrzygalnodei pracowano bardzo intensywnie
od chwili powstania logiki matematycznej. Poczgtkowo ograniezano
sie do badania rekurencyjnie przeliczalnego zbioru wszystkich twierdzeit
logicznych i wyrézniano w nim pewne rekurencyjne podzbiory, np. klase
twierdzenn logicznych zapisanych za pomocg funktoréw jednoargumen-
towych. Inna klasa zagadniert dotyezvia redukeji problemu rvozstrzy-
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galnodci: wykazywano, ze problem mialby rozwiazanie pozytywne,
- gdyby pewna wezsza klasa wyrazen (np. klasa tez logicznych ksztaltu
(Hwy 5. ..2,) (Y1Y2-..¥m) A) byla rekurencyjna. Uzywajac nowej termino-
logii wprowadzonej przez Posta [68] mozemy scharakteryzowaé te klase
zagadnien jako problem redukeji jednoznacznej zagadnienia rozstrzygal-
nodci dla zbioru wszystkich twierdzei do problemu rozstrzygalnodci
dla zbioru twierdzen specjalnego ksztaltu. Ten typ zagadnien jest dotych-
czas opracowywany przez niektérych logikéw, np. Kalmara [29] 1 [28],
Suranyiego [88] i innych.

Bardzo liczne sg wyniki, dotyczace problemu rozstrzygalnodei posz-
czegélnyeh teorii zaksjomatyzowanych. Wymienie tu przykladowo wyniki
Tarskiego [97], wykazujace rozstrzygalno$é elementarnej arytmetyki
liczb rzeczywistyeh, Jaskowskiego [25], dotyczace rozstrzygalnosei
algebry Boole’a, Szmielew [89], dotyczace rozstrzygalnosei teorii grup
przemiennych. Niektére z tych wynikow maja zastosowania do zagadnien
czysto matematycznych. Np. z wynikéw uzyskanych przez Tarskiego
[97] mozna wyprowadzi¢ wniosek, ze kazde twierdzenie wyrazone za
pomocg operacji logicznych i staltyeh -+, - i >, obowiazujace w arytme-
tyce liczb rzeczywistych, obowigzuje tez w kazdym ciele uporzadkowanym
zamkniegtym w sensie rzeczywistym.

Specjalnie wazne sg dowody nierozstrzygalnosei. Maja one znaczenie
dla filozoficznych dyskusji o matematyce, gdyz wykazuja jej istotnie
twoérezy charakter. Podstawg do tych dowodow jest stynne twierdzenie
Godla [8] o niezupeinodei arytmetyki. Dowody nierozstrzygalnogei teorii
uzyskuje sie na og6l przez sprowadzenic zagadnienia rozstrzygalnofci
arytmetyki do zagadnienia rozstrzygalnodei rozwazanej teorii.

Przykladem zastosowania tej metody, jest wynik uzyskany przez
J.Robinson [75]. Wykazala ona, ze w elementarnej arytmetyce liczb
wymiernych (z pojeciami pierwotnymi suma i #loczyn) mozna zdefiniowad
pojecie liczby naturalnej; elementarna arytmetyka liczb wymiernych
jest wiec nierozstrzygalna (podczas gdy elementarve arytmetyki liczb
rzeczywistych lub zespolonych sa rozstrzygalne). Inne podobne wyniki
uzyskat ta samg metoda XR.M.Robinson [77]. ‘

Zakres stosowalnosei tej metody zostat znacznie rozszerzony z chwilg
odkrycia, ze juz bardzo stabe fragmenty arytmetyki sg nierozstrzygalne
a nawet istotnie nierozstrzygalne (tj. nie moga byé uzupemione przez doda-
nie rekurencyjnego zbioru aksjomatéw do teorii niesprzecznej i rozstrzy-
galnej). Przykladem bardzo stabego a juz istotnie nierozstrzygalnego
fragmentu arytmetyki jest teoria pierdcieni uporzadkowanych w sposob
izolowany 2°). Inne, jeszcze prostsze przyklady istotnie nierozstrzygal-

2) Mostowski i Tarski [57].
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nych fragmentéw arytmetyki podat R. M. Rohinson [78], nie majg one
jednak tak wyraZnej tredci algebraicznej.

Z okredlenia teorii istotnie nierozstrzygailnych wynika, ze teoria T
(oparta na skonczonym lub rekurencyjnym ukladzie aksjomatow ele-
mentarnych) jest istotnie nierozstrzygalna, jesli moéna w niej zinterpreto-
waé jakakolwiek teorig istotnie mierozstrzygalng. Teoria powslajaca z teorii
nierozstreygalnej przez opuszczenie skovczonej liczby aksjomatow jest teé
nierozstrzygalne. Mimo swej oczywistodei twierdzenia te pozwalajg uza-
sadnié nierozstrzygalnosé wielu teorii aksjomatycznych.

Znacznie glebszy wynik idacy w podobnym kierunku, uzyskal nie-
dawno Tarski [98]. Wykazalon, zeieoria T jest na pewno nierozstrzygalna,
jesli mosna jq tak wemocenié (przez dodanie dowolnej skoticzonej lub nieskon-
czonej ilosci nowych aksjomatdw oraz skonezonej licsby siatych oznaczajaoych
indywidua najnisszego typu), se w rozszerzonej teorit daje sig zinterpretowaé
teoria istotnie nierozstrzygalna 4 skorczenie aksjomalyzowalna.

Opierajac sig na tym twierdzeniu Tarski wykazal nierozstrzygalnosé
wielu teorii, np. elementarnej teorii grup, elementarnej teorii struktur itp. %0).
Te samg metode zastosowal Grzegorczyk do ustalenia nierozstrzygal-
nosci algebry domknieé¢ i pokrewnych teorii 3t), Wspomne jeszcze o intere-
sujaeym wyniku Janiczaka [22] uzyskanym ta sama metoda. Wykazal
on, ze teoria o dwu stalych pozalogicznych R,, R, oznaczajacych relacje
dwuczlonowe i o aksjomatach orzekajacych, ze relacje B, i R, 83 zwrotne,
symetryczne i przechodnie, jest nierozstrzygalna.

Zagadnienia rozstrzygalnosci zachowuja znaczenie nie tylko dla syste-
méw opartych na ukladach aksjomatéw, ale dla wielu innych teorii.
Np. dla kazdego systemu rachunku zdan mozna sformulowaé problem
rozstrzygalnodcei. Ciekawe wyniki dotyczace niektéryeh systeméw rachunkun
zdan uzyskali ostatnio Pileczak [67] i Worobjew [107] i [108]. Znacz-
nie donio$lejsze sg wyniki, dotyczace prohlemu stéw dla grup i innych
systeméw algebraicznych. W tej dziedzinie podstawowe znaczenie majs
prace Posta [69], na podstawie ktérych Markow [48]1 Post [70] roz-
wigzali problem sléw dla pélgrup, a Nowikow [66] rozwigzal stynny
problem sléw dla grup, ktéry opieral sig wysitkom matemacykéw
przez z goérg 30 lat.

Préby rozwiazania X-tego problemu Hilberta nie zostaly dotych-
czas uwienczone powodzeniem32),

%) Tarski [97]1 [98].

31) Grzegorezyk [14]. Niektére z wynik6w Grzegorezyka uzyskal jui przed-
tem na innej drodze Jadkowski [26].

32y Davis [3].
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Tendencja najnowszych prac w teorii rozstrzygalnodei jest daznodé
do uzyskania ogélnych metod i wynikéw. Wspominalem juz o ogélnej
metodzie Tarskiego [98] dowodzenia niezupelnosci teorii oraz o wyniku
Vaughta [103] wigzacym zupelno§¢ z kategorycznodcig. Dawniej juz
wykazano, ze teoria zupela jest zawsze rozstrzygalna?3?), oraz, ze uklad
aksjomatéw teorii rozstrzygalnej daje si¢ rozszerzyé do rekurencyjnego
systemu zupelnego3). Prowadzone tez sg badania, czy rozstrzygalnosé
teorii pewnych algebr pociaga za sobg rozstrzygalno§é innych algebr
uzyskanych za pomoca jednego ze standardowych proceséw algebry
ogélnej (produkt, homomorfizm)?33). Stworzona wreszcie zostala racjo-
-nalna podstawa dla badan zmierzajgeyeh nie wprost do rozwigzania pro-
blemu rozstrzygalnosei, lecz do redukeji tego problemu do innego problemu
rozstrzygalnogei. Podstawowe idee w tym kierunku pochodzg od Posta
[68]: Postawione przez niego pytanie o istnieniu najsiabszego problemu
rozstrzygalnogei nie jest dofychezas rozwigzane.

Podziat zbioréw wyrazeri na rekurencyjne i rekurencyjnie przeli-
czalne jest dla wielu zastosowal nie wystarczajacy. Jesli np. interesujemy
sig zbiorem wyrazen spelionyeh w okreslonym modelu arytmetyki,
to stwierdzamy z latwogcig, Ze nie jest on rekurencyjnie przeliczalny,
a nawet nie jest definiowalny. Podobnie, rozpatrywany przez Trach-
tenbrota [100]i Kalméra [29] zbidr wyrazen prawdziwych w kazdym
skoriczonym zbiorze indywidudéw, nie jest rekurencyjnie przeliczalny,
lecz jest uzupelieniem takiego zbioru. Wiadeiwg aparaturg do studiowa-
nia natury takich zbioréw jest stworzona przez Kleene’go klasyfikacja
zbioréw liczb naturalnych w zaleznoéei od liczby kwantyfikatorow wyste-
pujacych w definicji rozpatrywanego zbioru (po sprowadzenin tej defi-
nicji do postaci normalnej)3¢).

- Klasyfikacja ta wykazuje wiele analogit do klasyfikacji zbioréw rzu-
towych. Niektore twierdzenia znane z teorii zbioréw rzutowych przeno-
8zg sie bez zmiany do teorii Kleene’go.

Zachodzi np. nastepujacy analogon twierdzenia Suslina: Zbidr, kiéry
sam jest rekurencyjnie przeliczalny i ktory ma uzupelnienie rekurencyjnie
przeliczalne, jest rekurencyjny®’). Natomiast obowigzujgce w teorii zbio-
réw rzutowych twierdzenia o oddzielaniu nie przenoszg si¢ do teorii Klee-
ne’go 8).

33) Janiezak [24].

34) Tarski [98).

%) Mostowski [58].

3) Kleene [35].

37) Twierdzenie to udowodnili Kleene [35] i Post [68].
) Zob. Kleene {36] i Trachtenbrot [101].
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Stworzona przez Tarskiego i Kuratowskiego [39] metoda
szacowania klasy rzutowej zbioréw przenosi sie¢ bez zmiany do teorii
Kleene’go. Fakt ten znajduje liczne zastosowania. Wystarczy np. napisaé
definicje klasy wyrazen rozpatrywanej przez Trachtenbrota i Kal-
méra, zeby sie przekonaé zupelnie automatycznie, ze jest ona uzupel-
nieniem zbioru rekurencyjnie przeliczalnego (co zreszta nie wyklucza
tego, ze moglaby ona byé¢ rekurencyjna). Podobnie jak w teorii zbioréw
rzutowych punkt cigzkosei problemu spoczywa zawsze na oszacowaniu
klasy z dotu.

Dla kazdego zbioru liczb naturalnych mozna stawiaé pytanie: do
ktoérej z klas okre§lonych przez Kleene’go zbiér ten nalezy. W wielu przy-
padkach pytanie to jest trudne i ma znaczenie dla badan logicznych.

Wspomnimy w zwigzku z tym o nastepujacym zagadnieniu posta-
wionym przez Hilberta i Bernaysa [22]:

Rozpatrzmy uklad aksjomatéw elementarnych o pojeciach pier-
wotnyeh oznaczajacych relacje, np. dwuczlonowe. Model przeliczalny
dla takiego ukladu sklada sie z relacji dwuczlonowych okreslonyech w zbio-
rze liezb naturalnych, tj. ze zbioréw par {w,y}, gdzie # i y sa liczbami
naturalnymi. Zastepujac pare {m,y} przez liczbe 2°(2y—1) widzimy, ze
mode] traktowaé mozemy jako uklad zlozony ze skoiiczonej ilodci zbio-
row liezb naturalnych.

Jesli wszystkie zbiory modelu naleza do n-tej klasy w klasyfikacji
Kleene’go, to méwimy, ze model nalezy do n-tej klasy. Zagadnienie posta-
wione przez Hilberta i Bernaysa brzmi jak nastepuje: Czy dla niesprzecz-
nego ukladu aksjomatéw mozna zawsze znalezé model rekurencyjny
(tj. nalezacy do zerowej klasy)?

OdpowiedZ na to pytanie jest negatywna: Istniejq takie uklady aksjo-
matdw, kiérych zaden model nie jest rekurencyjnie przeliczalny ani nie jest
uzupelnieniem zbioru rekurencyjnie przeliczalnego (tj. nie nalezy ani do
pierwszej, ani do drugiej klasy)??). Natomiast, jak wykazal Kleene?),
mosna dla kasdego ukladu aksjomatow znaleté model nalesqcy do klasy 3.
Stosujage metode Kuratowskiego i Tarskiego dowodzi sie mianowicie,
ze modelem takim jest model zdefiniowany przez Hilberta i Bernaysa
w ich dowodzie twierdzenia o zupelnosei.

Nie wiadomo dotychezas, czy kazdy niesprzeczny uklad aksjomatow
ma model dajacy sie przedstawié w postaci

(A, —B)+(A4;,—By)+...+(4,,—B,),
gdzie A4,,A4,,...,4,,B,B,,...,B, sa to zbiory rekurencyjnie przeli-
czalne. :

®) Kreisel [37], Mostowski [59].
1) Kleene [33], str. 394,
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Prac nad klasyfikacja Kleene'go nie mozna uwazaé za zakolczone.
Kontynuacji- domagajg si¢ przede wszystkim badania zmierzajace do
wy$wietlenia analogii i réznic miedzy ta klasyfikacja a klasyfikacja zbio-
réw rzutowych 41). Ponadto do wielu zagadnien klasyfikacja ta okazuje
gie za waska.

Juz rozpatrywanie klasy wyrazen spelnionych w okreélonym modelu
arytmetyki, wprowadza poza zakres zbioréw objetych klasyfikacjg Klee-
ne’go. Rozszerzenie tej klasyfikacji na klasy pozaskoticzone jest zagad-
nieniem aktualnym. Wykonano juz pewne poczatkowe prace w tym kie-
runku ¢%), temat domaga sie jednak dalszego opracowania.

Ogoélna ocena obecnego stanu zagadnienia rozstrzygalnoSci

Prace nad tym zagadnieniem majg znaczenie dla wytworzenia pra-
widlowego poglagdu na nature matematyki i zaczynaja znajdowaé zasto-
sowania poza rozwazaniami dotyczacymi $cifle podstaw matematyki.
Nie jest wykluczone, ze doprowadzg one w przyszlosei do znalezienia
algorytméw, pozwalajacych mechanicznie rozwiazywaé pewne klasy
probleméw, ktérych dzi§ rozwigzywaé nie umiemy. W chwili -obecnej
odezuwa sie potrzebe syntetycznego ujmowania réznych metod specjal-
nych i przedyskutowania ich podstaw teoretycznych. Zapoczatkowane
w tym kierunku prace przyniosly juz pewne wyniki, ktére mozna wyko-
rzystaé do uzyskania wynikéw szczegélowych. Wartodé takich prac nie
musi byé specjalnie uzasadniana.

C. Teoria funkcji rekurencyjnych i kierunek algebraiczny

Na zakonczenie referatu pragne oméwié dwa prady w badaniach
podstaw, ktére — jak mi sie wydaje — wplywaja w sposob decydujgcy
na bieg badan w tej dziedzinie.

Pierwszy i bardziej zasadniczy z tych pradéw, to teoria funkeji
rekurencyjnych. Teoria ta w formie bardzo jeszcze niedoskonatej rozwi-
jana byla w szkole Hilberta. Ogélna teoria powstala z chwila wprowadzenia
pojecia funkeji ogdélnie rekurencyjnej. Na powstanie i rozwdj tej teorii
miala istotny wplyw okolicznodé, ze zaksjomatyzowane systemy aryt-
metyki podawano w postaci sformalizowanej (por. np. definicje funkeji
rekurencyjnych podang przez Godla4®)). Mimo ze nie przypisujemy
w tej chwili wigkszego znaczenia systemom o fcidle okre§lonych regulach

41) Mostowski [60]. Nadto Kleene [36] 1 Traohtenbrot [101].
“) Mostowski [61].Davis [4].
43) Godel [13], Mostowski [63].
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syntaktyeznych, to jednak odegraly one powazna role w rozwoju nauki
o podstawach matematyki dzieki temu, Ze nasunely sposéb okreglenia
i wykorzystania pojecia funkeji rekurencyjnej.

Staratem si¢ wykazaé w poprzednich rozwazaniach, Ze pojecia i me-
tody teorii funkeji rekurencyjnych przenikaja do wszystkich niemal
dzialéw podstaw. Wystepuja one nie tylko w badaniach nad podstawami
arytmetyki, gdzie sa oczywiscie instrumentem nadzwyczaj naturalnym,
ale i w probach zbudowania systemu analizy zgodnego z postulatem
konstruktywnosei, przy interpretowaniu konecepcji intuicjonistyeznych
i przede wszystkim przy badaniach rozstrzygalnosei.

Duzemu znaczeniu teorii funkeji rekurencyjnych odpowiada znaczna
liczba prac poswieconych tej teorii. Wspominalem juz wyzej o pewnych
zagadnieniach, ktore wydaja sie bardzo aktualne, np. dotyczacych roz-
ciggniecia klasyfikacji Kleene'go poza liczbe w i rozwinigcia teorii liezb
porzadkowych konstruktywnych. Prowadzone s3 tez badania nad kla-
sami wezszymi niz klasa funkeji rekurencyjnych. Taka klase tworzg np.
funkeje elementiarne wprowadzone przez Kalméara [30], a badane ostat-
nio szczegbélowo przez Grzegorczyka [15].

Wreszeie duzo uwagi poswieca sie sprawom metodycznym teorii funk-
¢ji rekurencyjnych, miedzy innymi réwnowaznemu a mozliwie prostemu
okregleniu- tych funkeji (Robinson [76], Post [69], Markow [49]).

Swiadectwem tego, ze teoria funkeji rekurencyjnych doszla juz do
pewnej dojrzatodci, jest ukazanie sie monografii poswieconej tym funkejom
(Petér [66]).

Drugsa charakterystyczna cechg prowadzonych obecnie badan nad
podstawami jest coraz $ciSlejsze powiazanie ich z algebrg. O niektoé-
rych tych zwigzkach wspominatem juz wyzej. WidzieliSmy, ze tzw. ogdélna
algebra jest dziatem, w ktorym réwny wklad majg algebraicy i specja-
lici od podstaw matematyki. WidzieliSmy tez, ze niektore dziaty dawniej
zaliczane do logiki zostaly wchloniete przez algebre, jak np. wielowar-
todciowe systemy rachunku zdan i ze metody algebraiczne pozwalaja
poglebié i rozszerzyé zakres stosowalnodci podstawowych twierdzen
logicznych, np. twierdzenia Skolema - LOwenheima. Wplyw kierunku
algebraicznego zaznacza sie tez w teorii rozstrzygalnosei.

Nieco odbiegajacy od naszkicowanego tu gltéwnego nurtu badan
logicznych, ale historycznie i rzeczowo {cisle z logika zwiazany, jest ob-
szerny dzial algebry badajacy ciala Boole’a. Dzial ten ma liczne zasto-
sowania w szezegolnosei do teorii prawdopodobienstwa, dzigki czemu
stanowi pomost 1lgczacy badania podstaw z innymi dzialami ma-
tematyki. Warto takze wspomnied, ze algebra Boole’a, a dokladniej:
najprymitywniejszy jej fragment, w istocie rzeczy identyczny ze

Roczniki P.T.M.-Prace Matematyczne T 4
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zwyklym rachunkiem zdan, znajduje zastosowanie do teorii sieci
elektryecznych 44).

Fakty te wskazuja, Ze badania podstaw matematyki, jakkolwiek
stanowig dzial dosé szezuply i odmienny zaréwno pod wzgledem tematyki,
jak i metody od wiekszodci innych dzialéw matematyki, jednak nie sg
odizolowane od gléwnego nurtu rozwojowego matematyki i zaréwno same
czerpig tematyke i metody z innych dziedzin, jak tez w pewnym stopniu
znajduja zastosowanie.

Mozna by na zakonczenie postawié sobie pytanie, ¢zy zagadnienie pod-
staw matematyki znalazto rozwigzanie dzieki dotychezasowym wynikom
uzyskanym w tej dziedzinie. Pytanie takie jest Zle postawione. Zagad-
nienie podstaw matematyki nie jest jednym konkretnym zagadnieniem
matematycznym, ktdre mozna raz rozwigzac i potem juz o nim zapomnieé.
Rozwazania na temat podstaw nauki sa réwnie dawne jak sama nauka
a matematyka nie jest od tej reguly wyjatkiem. Istota i tresé¢ matematyki
od wielu wiekéw byla przedmiotem rozwazan filozoféw i pozostanie tak
niewatpliwie w przyszlofei. Przy tym matematyka sama zmienia sie
z biegiem czasu, co pociaga za sobg potrzebe zmiany pogladéw na jej
podstawy. Osobliwg cecha wspolezesnych rozwazan nad podstawami
matematyki jest to, ze czesciowo zatracity one charakter filozoficzny,
a nabraly charakteru matematycznego. Staralem sie w tym referacie
daé rzut oka na stan tego wlasnie matematycznego fragmentn badan
nad podstawami i wykazaé, ze pozwolily one wyjasnié rézne istotne
metody wspolczesnej matematyki.

Jak juz jednak podkreglalem kilkakrotnie, rozwazania na temat
podstaw prowadzone metoda matematyczng grajs tylko role pomocniczg.
Wyjagnienie natury matematyki nie nalezy do matematyki, lecz do fi-
lozofii i jest mozliwe tylko w ramach szerokiego pogladu filozoficznego,
nie traktujgcego matematyki w oderwaniu od reszty nauki, lecz uwzgled-
niajgcego jej przyrodniczg geneze, zastosowania, zwigzki z innymi naukami
i wreszcie jej historie.

Badania nad podstawami prowadzone metoda matematyczng majg
oczywiscie wplyw na uformowanie takiego szerokiego pogladu filozo-
ficznego. Wspominatem juz, ze odkrycie niezupeinodci arytmetyki zdyskre-
dytowalo prébe formalistyeznego ngruntowania matematyki, ktora cheiala
sprowadzié t¢ nauke do formalnej ,gry” na wyrazeniach. Donioste zna-
czenie filozoficzne maja tez niepowodzenia poniesione przez intuicjo-
nistow przy ich prébie oparcia matematyki wylacznie na intuicji liczby
naturalnej.

4) Shannon [82], Szestakow [81], H.Greniewski, R.Marczyhski
i K. Boehenek, Studia Togica 2 (w druku).
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Te i podobne negatywne wyniki uzyskane metoda matematyczng
potwierdzajg zatem teze filozofii materialistycznej gloszaca, ze matema-
tyka jest w ostatecznej instancji nauka przyrodnicza, ze jej pojecia i me-
tody majg swe Zrodlo w dosSwiadezeniu i ze préby ugruntowania
matematyki, nie uwzgledniajace jej przyrodniczej genezy, sa skazane
na niepowodzenie.

Badania podstaw prowadzone metoda matematyczng, choé nie za-
stepuja pelnego badania podstaw matematyki, nie sa wiec — jak wi-
dzimy — pozbawione znaczenia. Wyniki ich sa pozyteczne zaréwno dla
matematyki, jak i filozofii. W tym wiec sensie stwierdzié mozna, ze
wypelniaja one zadania, jakie zostaly im zakre§lone.
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