ANNALES SOCIETATIS MATHEMATICAE POLONAE
Series I: COMMENTATIONES MATHEMATICAE XVIII (1974)

ROCZNIKI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MATEMATYCZNEGO
Seria I: PRACE MATEMATY(ZNE XVIII (1974)

A. Karcia (Czestochowa)
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des équations différentielles de Clairaut et de d’Alembert

Introduction. Dans la présente note nous nous occupons des prob-
lemes sur P'existence des solutions singuliéres d’une équation différentielle
implicite par rapport & la dérivée en forme

() y =y +o@)fy)+9()
et ses sous-types. Il est évident que I’équation (I) est une généralisation

des équations suivantes: d’une généralisation de Péquation de Clairaut
en forme

(I.1) y =y +ol@)+gy),
de Péquation de d’Alembert

(1.2) y =wxh(y)+9(y),
de I’équation de Clairaut

(1.3) y =xy' +g(y).

Dansg le premier chapitre nous donnons les notations et les définitions.
Le second est consacré aux théorémes sur Dexistence des solutions en
forme des courbes discriminantes (théorémes 1I.1-1I.4). Dans le ehapitre
trois nous examinons le probléeme de ’existence des solutions en forme
des fonctions linéaires et leurs singularités.

Nous remarquons encore que le probléme sur ’existence des solutions
réguliéres de D’équation (I) était résolu dans le travail [6] (théorémes
HI.1-IT1.3) et que les systémes de fonctions ¢ (), f(p), ¢(p) pour lesquels
équation (I) se donne transformer aux équations différentilles bien
connues en forme normale sont donnés dans le travail [5], p. 55-61.

Jexprime mes sincéres remerciments au Professeur J. Szarski qui
a bien voulu m’aider dans la rédaction de cette note.

I. Notations et définitions. Introduisons les notations suivantes:
on désigne lintervalle ouvert (x,,x,) par X (Uintervalle ouvert (i, %)
par T ete.); domaine rectangulaire ouvert (x,, #,; ¢, t,) par X x T'; fonction
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inverse par rapport & la fonction f(x) par f_,(y); entourage ouvert d’un
point xy: (xy—e, 29 +¢) par X,,; f(x) = 0 signifiera que la fonction f(x)
n’est pas identiquement égale & zéro dans aucun intervalle de son domaine
de définition. :

Soit donnée I’équation différentielle implicite

(L.1) Flw,y,y') =0,

définie dans le domaine V des variables z, v, p de la classe ', ou p = %',

D#FINITION I.1. Le point (2, y, p) du domaine V des arguments de
la fonction F nous appelons 1’élément linéaire et le point correspondant
(z, y) du plan le support de cet élément.

DeriniTION 1.2. Si pour D'élément (x,, y,, p,) du domaine V est
remplie ’égalité
(1.2) F (29, Yo, Do) = 0,
nous appelons cet élément, I’élément intégral de ’équation (1.1).
DErFiNITION I.3. 8i pour I'élément intégral (z,, y,, p,) de ’équation
(1.1) est remplie 'inégalité
(1.3) F;;(woy Yoy Po) # 0,

nous appelons cet élément, 1'élément intégral régulier.

DerFiNiTiON 1.4, Si pour l'élément intégral (x,, ¥4, p,) de 1’équation
(1.1) est remplie ’égalité
(1-4) F;;(mm Yo, po) - 07

nous appelons alors cet élément, 1’élément intégral irrégulier.

DErFINITION 1.5. Si I’élément intégral irrégulier (z,, v,, p,) st un point
d’accumulation des éléments réguliers ayant les supports différents du
support (z,, ¥,) alors on Pappelle I’élément singulier.

DzerFINITION 1.6. Si les fonctions
(1.5) z=uw(), y=uy),
définies et de la classe O dans ’intervalle T satisfont & 1’inégalité aof‘{—

+ 9 > 0, et si de plus dans Dintervalle 7 est définie une fonetion continue
telle que

(1.6) Y (1) = @ (D)p(t),
alors le systéme de trois fonections
(1.7) r=uw(), y=yi), p=pd),

sera nomé la bande des éléments linéaires et le systéme (1.5) le support
de la bande.

De la condition de régularité z;>+y,> > 0 et de la condition (1.6)
il résulte que x;(¢) # 0 pour te 7.
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DErFiNTrIoN L.7. Si la bande (1.7) se compose des éléments intégraux
de Péquation (1.1) c’est-a-dire, si dans Dintervalle 7' est remplie ’égalité

(1.8) Ple), y(t), p(t) =0
alors cette bande sera appelée la solution paramétrique de ’équation
(1.1).

On formule la définition de la solution comme suit
DrrFINITION 1.8. Si la fonction

(1.9) y = p(@)
est de la classe C' dans un intervalle X et satisfait & ’équation (1.1)
c’est-a-dire
(1.10) Fla, p(@), v’ (2)) =0,
alors nous appelons cette fonction la solution de 1’équation (1.1).
DrrinmrioNn I1.9. Si les équations (1.7) définissent la solution de
équation (1.1), alors chaque élément intégral (z,, ¥y, p,) pour que
@y = x{tp)y Yo = Y(to), Po = P(t;) oU #, est une valeur de lintervalle 7T,
nous ’appelons appartenant a cette solutton ou nous disons que la solution
(1.7) passe par cet élément.
DrrintTION 1.10. Une solution &% laquelle appartiennent seulement
les éléments réguliers sera appelée solution réguliére.
DErINITION 1.11. Une solution 4 laquelle appartiennent seulement
les éléments singuliers sera appelée solution singuliére.

DrrFINITIioN 1.12. (Courbe diseriminante.) I’équation

(1.11) w(@, y) =0,
qu’on obtient par l'élimination d'un parametre C du systéme d’équations
(1.12) F(a}, Y, C) =0, F’C'(xv Y, O) =0,

obtenu d’un systéme d’équations différentielles
(1.13) Fz,y,9) =0, Fy(@yy) =0,

on appelle I'équation de la courbe discriminante (le discriminant) et 1’ensemble
des points satisfaisant a Déquation (1.11) la ecourbe discriminante de
Péquation différentielle (1.1).

Les définitions 1.1-1.11 sont puisées de la monographie de W. Nikli-
bore [8] (v. p. 147-150 et p. 19) — voir aussl E. Kamke {3], p. 64-66.
Pour la définition I1.12 — voir [9], p. 133, ou [7], p. 115. Ces définitions
ne déterminent pas des solutions, qui ne sont ni réguliéres, ni singuliéres.
Les telles solutions peuvent exister (v. p.e. [3], p. 51, ou [8], p. 157).
Dans ce travail nous donnons aussi quelques exemples des solutions de
tel genre.
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II. L’existence des solutions de I’équation (I) en forme des courbes
discriminantes. Cas f(f) # 0. Des considérations concernant les équations
différentielles implicites par rapport a la dérivée on sait que ces équations
peuvent posséder les solutions en forme des courbes discriminantes ou
en forme des leurs parties (v. p. e. I'équation de Clairaut [3], p. 51, et
aussi [9], p. 134-138, ou [2], p. 230). A présent nous examinons ce probléme
pour Yéquation (I), qui ne se réduit pas & I’équation de Clairaut (I.3), dans
le cas, quand la fonction f(f) ¢ 0 dans l’intervalle 7. De la définition
1.12, on déduit que pour I’équation (I) on obtient cette courbe par P’éli-
mination du parameétre ¢ du systéme d’équations

y—at—o@)f(t)—g(t) =0,
s+o(@)f (1) +g'(t) =0.

Nous remarquons que 8§’il existe un point (t,, x,) satisfaisant & la
deuxiéme équation du systéme (B), §’ils existent toutes les deux dérivées
partielles continues du coété gauche de cette équation dans un entourage
du point (£,, z,), et plus, 8%l est remplie ’inégalité ¢ (x,) f'' (t,) + 9" (%) # O,
alors il existe tel entourage X, du point z, que la seconde éguation du
systéme (B) en définit la fonetion univoque ¢ = {(x). De cela on déduit
qu’on peut déterminer la courbe discriminante (B) dans l’entourage X,,
comme la fonction univoque ¥y = y(x). En garantissant cette éventualité
4 suivre nous traiterons le systéme () comme le systéme d’équations
paramétrigques ol le paramétre c’est t. Nous introduisons le systéme de
conditions suivantes:

HyporHEsEs H.

10 Les fonctions: a) f(1), b) g(?), ¢) k(1) sont de la classe C? pour te T.

20 La fonction ¢ (x) est de la classe C* pour xe X.

30 La fonction ¢’ (2) # 0 pour chaque xe X.

40 La fonetion f(1) # 0 pour chaque teT.

Nous avons le théoréme suivant:

THEOREME II.1. 8¢ les hypothéses suivanies sont remplies: H 1° a,
H 1° b, H 20-H 4o,

50 & chaque admissible xe X répond au plus un seul teT tel que le
couple (3, x) satisfait a Véquation x-+@(x)f (2)+9'(t) = 0,

60 pour chaque couple (1, ) pour lequel est remplie I'hypothése 5° sont
remplies les conditions:

(1) 1+¢"(@)f'(t) # 0, (2) g(@)f"()+g" () #0,

2\

alors aucun élément de la bande correspondante & la courbe discriminanie

y—xt—o(@)f(t)—g(t) =0
z+o@)f ()+9' (1) =0,

(B)

2

)
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n’est pas un élément intégral de Uéquation différentielle

(1) y =2y +o@fy)+g¥).

Démonstration. Soit (x,, ¥, ) un élément arbitrairement fixé
de la bande correspondante a la courbe diseriminante (8). Pour la démon-
stration nous introduisons les notations suivantes:

(2.1) Gty 2) = v+o@)f' (1) +4'(1),

(2.2) Liy)=y, Py)=ay+e@f(y)+9y).
De (2.1) et de la deuxiéme équation (£) nous obtenons ’équation
(2.3) G(t,x) =0.

A Péquation (2.3) nous appliquons le théoréme sur I’existence de la fonetion
implicite (v.p.e. [1], p. 371-373). Nous remarquons qu’il existe un #,
tel que G (t,, z,) = 0 — cela résulte du fait que (xz,, ¥4, po) ¢’est un élément
de la bande correspondante & la courbe discriminante (8) ainsi done (z,, ¥,)
est un point de la courbe (B). Nous constatons avec facilité que la fonction
(2.1) en conséquence des hypothéses H 1°a, H 1°b, H 2° et 6° 1 remplit
dans le domaine T x X toutes les autres hypothéses de ee théoréme. En
P’appliquant nous obtenons que pour chaque arbitrairement petit ¢ il
existe un tel nombre § qu’a chaque valeur te 7T,; répond une solution
unique z = z(t) de I’équation (2.3) dont les valeurs appartiennent & X,,.
La fonetion ¢ = x(f) est continue dans ’entourage T, et en possede la
dérivée continue déterminée par la formule

p@)f" () +9" (1)
1+¢"(@)f' (1)

ol & = «(1). Nous remarquons qu’en vertu de I’hypothése 6¢° il existe un
entourage du point ¢, dans lequel la dérivée x;(t) = 0. On peut done présen-
ter une partie de la courbe discriminante (8) dans ’entourage du point
(20, ¥,) en forme d’un systéme paramétrique de fonctions

(2.4) z(t) = —

x = x(t),
y =y(t) =a®)i+e)f)

pour te Tys. De la définition 1.6 et du fait que la dérivée x;(f) % 0 on
résulte que le systéme de fonetions (2.5) constitue le support de la bande.
Pour le support (2.5) nous marquons la fonetion p = p(?). En profitant
de P’égalité (1.6), d’apres (1) # 0 et en vertu du fait que la fonction
x = z(t) satisfait & ’équation (2.3) dans tout I’entourage T'j; nous obtenons

(2.6) p =p() =t+¢'(x®)f(1)

(2.5)
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De (2.5) et (2.6) on déduit que la bande des éléments linéaires de 1’équation
(1) est déterminée par le systéme de fonctions

z = x(1), y=y(t) = -"”(t)t‘f"P(x(t))f(t)‘i_g(t)’

2.7 .
=0 p =p(t) =t+¢'(x®)f().

Nous démontrons maintenant que ’élément (x,, ¥,, po) n'est pas un
élément intégral. Pour une valeur {, de I’entourage T; nous créons 1°é1¢-
ment linéaire de la bande (2.7). Nous avons
@y = 2(to)y Yo =Y(bt) = w(to)t0+¢(w(to))f(to) +9(%),

Do = P(b) = to‘f"‘}’"(x(to))f(to)-

Substituant 1’élément (2.8) dans les expressions (2.2) nous obtenons

(2.8)

(2.9) L(Yo) = Yo = @oto+ (@) f (o) + 9 (),
(2.10) P(zyy po) = wo(to +‘Pl(wo)f(t0)) +‘P($o)f(to +‘Pl(wo)f(to)) +
+g(to +‘Pl(wo)f(to))-

D’aprés les hypothéses H 3° et H 4° le nombre ¢’ (2,)f(t,) est différent
de zéro. Nous désignons ce nombre par k. L’expression (2.10) obtient
donc la forme

(2.11) P(zgy po) = @o(to+ k) + (@) f(So+ k) + 94+ ).

Appliquant maintenant & ’expression ¢ (x,)f(,+ k) + g(t, + k) le théoréme
sur les accroissements finis dans l’intervalle (¢,,%,+ k) et profitant de
(2.9) nous obtenons de (2.11) la formule

(2.12) - P(®g; Po) = L(Yo) + k{mo+¢(wo)f' (to+ Ok) +g'(t, +6k)},

ol f¢(0,1). Nous remarquons que ’expression dans la cube parenthése
¢’est la valeur de la fonction (2.1) dans le point (¢,+ 6%, x,) et plus, en
vertu de I’hypothése 5° et par suite du fait que le point (¢,, x,) satisfait
a I’équation (2.3) c¢’est-a-dire G(ty, x,) = @+ @ (z)f (3,) + 9’ (t,) = 0, cette
expression est différente de zéro. Comme aussi le nombre k % 0 nous
avons done de (2.12)

L(y,) — P (2o, po) # 0.

Cela désigne (en vertu des notations admis v. (2.2) et (I)) que I’élément
(oy Yo, Do) de la bande (2.7) n’est pas un élément intégral de I’équation (I).
Des corollaires du théoréme II.1 sont les deux théorémes suivants:
THEOREME I1.2. 8¢ les hypothéses suivantes sont remplies: H 1°Db,
H 2°-H 3°,
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4° la fonction ¢''(t) = 0 pour chaque te T,
alors aucun élément de la bande correspondante & la courbe discriminanie

y—xt—gp(x)—gt) =0,

(8) g — 0

n'est pas un élément intégral de I'équation différentielle

(1.1) y =ay +o@)+g(y).

La démonstration de ce théoréme est évidente, quand nous posons
dans le théoréme IT.1 f(¢) = 1 pour chaque fe 7. L’hypothése correspon-
dante & Phypothése 5° du théoréme II.1 est inutile car elle résulte de
I’hypothése 4° du théoréme I1I.2.

TarorEME T1.3. 8i les hypothéses swivantes sont remplies: H 1°b,
H 1°¢,

2° Vewpression h(t)—t # 0 pour chaque te T,

3° & chaque admissible xe X vépond au plus un seul te T tel que le
couple (t,x) satisfait & Véquation zh'(t)+g' (1) = 0,

4° pour chaque couple (t, x) pour lequel est remplie Uhypothése 3° sont
remplies les conditions:

(1) &' (1) # 0, (2) wh”" (1) +¢"(t) + O,
alors aucun élément de la bande correspondante & la courbe discriminante

(8,) y—ah(t)—g(t) = 0, al'(0)+g'(t) =0,

nest pas un élément intégral de Véquation de d’ Alembert

(1.2) y =ah(y)+9)-
Démonstration. Ce théoréme est un cas particulier du théoréme
II.1, si nous en posons les fonctions f(¢) et ¢(x) en forme: f(f) = h(t)—t

pour te T, ¢(x) =« pour ze X.

Nous avons considéré tous les cas intéressants de 1’équation (I) quand
la fonection f(#) # 0 dans Vintervalle T' {v. aussi le travail [6]). Le cas
quand la fonction f(f) % 0 nous considérerons dans le chapitre III. A présent
nous citons le théoréme quand f(f) = 0 pour te T. C’est le cas de Clairaut.

THEOREME I1.4. Si les hypotheses suivantes sont remplies: H 1° b, 2° la
fonction g"' (t) # 0 pour te T, alors Uéquation différentielle de Clairaut

(1.3) y =2y +g(y)

posséde une solution en forme de la courbe discriminante définie par les
équations paramétriques

(Bs) x— —g'(t), y=—9Ot+g(t),
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quand teT; & la solution (B;) correspond une solution unique y = y(x),
définie dans Uintervalle X, quand
z, = inf (—g'(t), @ = sup (—g'(2).
t<t<ity <<ty

Théoréme II.4 on peut démontrer en profitant des fragments de la
démonstration du théoréme II.1. Le théoreme II.4 avec les hypothéses
un peu faibles on peut ftrouver dans la monographie de E. Kamke [3],
p. 51 (avec les hypothéses citées plus haut v. [8], p. 156, ou [7], p. 131).
On sait que la solution (B,) est une solution singuliere.

ITl. L’existence et la singularité des solutions en forme des fonctions
linéaires de P’équation (I) et ses sous-types. Cas f(f) = 0. Soit donnée
une fonction f(t) == 0 (v. la désignation dans le chapitre I, p. 22). Considérons
maintenant le probléme de I’existence des solutions de P’équation (I)
dans ce cas. Nous avons: 1) la fonction f(¢) % 0 pour tous te¢ 7T, 2) la
fonction f(#) = 0 dans sous-intervalles de l’intervalle T et existent les
valeurs isolées t,¢ T' (au moins une) pour lesquelles f(f,) = 0. L’existence
des solutions réguliéres, dans le premier cas, nous avons déja considéré
dans Particle {6] (théorémes ITI.1-I111.3) et D’existence des solutions
en forme des courbes descriminantes ’aussi dans le chapitre IT (théorémes
I1.1-11.4) de ce travail. Dans le second cas, quand f(¢) # 0 dans sous-
intervalles de l'intervalle T nous en pouvons appliquer les mémes théore-
mes. Il reste done's considérer le probléme de D’existence des solutions
et leurs singularités dans le cas quand f(¢,) = 0 pour les valeurs isolées
t, de l’intervalle T. Nous introduisons une définition et les systémes
d’hypothéses suivantes:

DEriNiTION IT1.1. La fonction linéaire en forme

(v) Yy =tx+g(t),

définie pour chaque xe X, sera dit la fonction en forme (y).
HyporHisES U.

1° Les fonctions: a) f(t), b) g(), ¢) h(t) sont de la classe C pour te T.
2° La fonction ¢(x) est de la classe C pour xe X.

HYPOTHESES V. v

1° La fonction ¢ (x) est de la classe C* pour e X.

2° La dérivée ¢" () #+ O pour chaque xe X.

HYPOTHESES Z,.

1° Les fonctions a) f(t), b) g(t) — sont de la classe C* pour te T.

2° Pour une certaine valeur isolée tye T la valeur f(t,) = 0.
HyPOTHESES Z,.

1° Les fonctions: a) g(t), b) h(t) — sont de la classe C* pour te T.
2° Pour ume certaine valeur isolée toe T Vewpression h(t,)—t, = 0.
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Nous avons les théorémes suivantes:

THEOREME TIL.1. 87 les hypothéses suivantes sont remplies: U 1° a,
U1°hb, U 2° Z, 2° alors Véquation différentielle

(1) y =y +o@)f(y)+g¥)

possede dans Uintervalle X la solution en forme ().

COROLLAIRE III.1. 8¢ les hypothéses suivantes sont remplies: U 1° b,
U 1° ¢, Z, 2°, alors Déquation différentielle de d’ Alembert

(L.2) y =xh{y)+9)

posséde dans Uintervalle X la solution en forme (y).

CoROLLAIRE II1.2. 8% la fonetion g(t) remplie Uhypothése U 1° b, alors
Déquation de Clairaut

(1.3) y =y +9@")

possede une famille de solutions en forme (v), o ty c’est un paramétre qui
peut prendre toutes les valeurs de Vintervalle T

Corollaire 111.2 ¢’est bien eonnu théoréeme sur les solutions de I’équa-
tion de Clairaut (v. [3], p. 51, ou [8], p. 156).

TutoriME JI1.2. S¢ les hypothéses suivantes sont remplies: U 1° a,
U 1°b, T 29 H 3°,

4° pour wune certaine valeur tye T la valewr f(t,) # 0, alors Uéguation
(I) ne possede pas la solution en forme (vy).

CoroLLAIRE IIL.3. 8i les conditions suivanies sont remplies: U 1°Db
H 2° H 3° alors Déquation différentielle de Clairaut généralisée

(L.1) y =y +o@)+gy)
ne possede pas la solution en forme (v).

COROLLAIRE III.4. 8¢ les conditions suivantes sont remplies: U 1° b,
U 1°¢,

2° pour wume certaine valeur tye T Uexpression h(ty)—1t, 5= 0, alors
DPéquation différenticlle de d’Alembert (1.2) ne posséde pas la solution en
forme (). ) _

Nous omettons les démonstrations des théorémes ITI.1 et IT1.2 car
elles sont faciles. Les corollaires cités ci-dessus résultent des théorémes I1I11.1
et IT1.2, quand nous en posons: 1) pour 'équation (1.1) f(¢) = 1; 2) pour
Péquation (1.2) f(¢) = k(t)—1, ¢(x) = «; 3) pour I’équation (L3) f(¢) = 0.
Nous remarguons encore que les théorémes II1.1 et IT1.2 et évidemment
les corollaires 1IT.1 —IIL.4 restent véritables quand nous en remplagons
les hypothéses U 1° par les hpothéses plus fortes Z, 1° et Z, 1° et U 2°
par H 2°.
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Maintenant nous allons considérer les problémes de la singularité
des solutions de ’équation (I) et ses sous-types en forme (v), si ces solutions
existent. Comme le premier nous considérons le cas de ’équation (I) qui
ne se réduit pas & ses sous-types. Pour cela il suffit que les fonetions
@(x) et f(t) satisfassent aux conditions ¢''(x) # 0 pour chaque we X et
f{t) # const pour teT.

LeMME II1.1. Si les hypotheses V sont remplies, alors la fonction

(3.1) G(2) = —{z+c19(®)+eo}y

ol ¢, et ¢, désignent les nombres réels arbitraires, posséde aw plus deuw lieus
de zéro.

Démonstration. Il est évident que la fonction (3.1) est définit
dans lintervalle X. Nous avons les deux cas: 1) ¢; = 0. La fonction
(3.1) admet la forme d’une fonction linéaire, qui d’aprés la valeur de son
coefficient angulaire, posséde au plus un lieu de zéro dans l'intervalle X.
2) ¢, # 0. Différenciant (3.1) nous avons: :

(3.2) G'(2) = —{l+09' (@)},
(3.3) G (1) = —0,9" (@).

D’aprés V 20 et du fait que ¢, # 0, nous obtenons que la dérivée (3.3)
est différente de zéro dans 'intervalle X. En vertu de cela la dérivée (3.2)
est une fonction strictement monotone dans l'intervalle X. De cela résulte
que la fonetion (3.1) n’est pas la constante dans aucun sous-intervalle
d’intervalle X. D’apres le fait cité plus haut et en conséquence que G'' (x)
# 0 dans Pintervalle X nous obtenons que la fonction (3.1) est une fonction
convexe ou concave — donc elle posséde au plus-deux lieux de zéro dans
Pintervalle X. Des raisonements faits aux points 1) et 2) on déduit la
thése du lemme IIT.1.

THEOREME 111.3. 87 les hypothéses V et Z, sont remplies, alors Uéquation
(I) posséde une solution en forme (y) & laquelle pewvent appartenir au plus
deux éléments irréguliers, tous les autres éléments de la solution (y) sont
régiliers.

Démonstration. L’existence de la solution (y) résulte du théoréme
II1.1. Des définitions 1.3 et I.4 résulte que la régularité et 'irrégularité
des éléments intégraux dépendent de la valeur quelle anra la dérivée
F,, du c6té gauche de ’équation (1.1) pour ces éléments. Cette dérivée
pour ’équation (I) a la forme

(3.4) Fy (m,9,y) = —{e+e@f () +9' )}
et Jes éléments intégraux appartenant a la solution (v) ont la forme

(3.5) (97} to® +g(to)s to)y
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quand ze X. Pour ces éléments nous avons

(3.4.1) F;/(x’ tox + g (to), to) = —{@+o@)f (t) +9 ()}

Nous remarquons que le membre droit de la formule (3.4.1) c’est une
fonetion définie dans Vintervalle X et plus, e¢’est un cas particulier de la
fonction (3.1). En vertu des hypothéses V nous en pouvons appliquer
le lemme 111.1. 11 en résulte que la fonction (3.4.1) posséde au plus deux
lienx de zéro. Cela désigne, d’aprés la définition 1.4 que la solution (y)
possede au plus deux éléments irréguliers. Tous les autres éléments de
cette solution sont évidemment réguliers.

De la définition 1.5 et du théoréme II11.3 on déduit le corollaire suivant:

CoroLLAIRE IIL.5. 8¢ les hypothéses V et Z, sont remplies, alors les
éléments irréguliers appartenant & la solution (vy), s’ils ewistent, sont sin-
guliers et plus, la solution (y) posséde au plus dewx éléments singuliers.

De la définition I.11 du théoréme ITI.3 et du corollaire IIL.5 résulte
le théoréme

THEOREME II1.4. 8¢ les hypothéses V et Z, sont remplies, alors la solution
de Véguation (1) en forme (y) n’est pas une solution singuliére (au sens de
la définition I1.11).

11 est évident que d’apres du corollaire 111.3 ’équation (I.1) ne possede
pas la solution singuliére en forme (y). De cela et du théoréme II1.2 nous
obtenons le théoréme

THEOREME IT1.5. 8¢ les hypotheses H 1° b, H 2°, H 3° et 4° du théoréme
I1.2 sont remplies, alors Uéquation (1.1) ne posséde pas des solutions singuliéres
ni en forme (v) ni en forme (B,).

Maintenant nous considérons les problemes de la régularité et de la
singularité de la solution en forme (y) de D’équation (I.2). Nous avons

THEOREME T11.6. Si les hypothéses Z, sont remplies et si Uhypothése
30 h'(t,) # 0 est remplie, alors Uéquation de d’Alembert (1.2) posséde une
solution en forme (y) & laquelle peut appartenir aw plus un élément irré-
gulier, tous les aulres éléments de la solution (y) sont réguliers.

Démonstration. Du corollaire IT1.1 et des Z, résulte qu’il existe
Ia solution en forme (y) de I’équation (1.2). Pour les éléments linéaires
(3.5) de la solution (y) définies pour ze X la dérivée F,, pour ’équation
(I.2) prend la forme

(3.4.2) Fo(@, tom +g(t), to) = — {1 (L)@ + ¢ (4}

On voit que le ¢6té droit de D’expression (3.4.2) est une fonetion linéaire.
De eela, de Phypothése 3° et des définitions 1.3 et 1.4 résulte la theése du
théoréeme.

Du théoréme I1I1.6 et de la définition 1.5 résulte le corollaire suivant:
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CoroLLAIRE I11.6. 8¢ les hypothéses Z, et 3° du théoréme IIL.6 sont
remplies, alors Vélément irrégulier apparienant & la solution (vy), s'il existe
est singulier et plus la solution (v) posséde au plus un élément singulier.

En vertu de la définition 1.11, du corollaire I1I1.6 et du théoréme
ITI.6 on peut formuler le théoréme suivant:

TurorEME II1.7. 8¢ les hypothéses 7, et 3° du théoréme IIL.6 sont
remplies, alors la solution en forme (y) de Uéquation de d’Alembert (1.2)
n’est pas une solution singuliére (au sens de la définition I.11).

Lrmma 1.2, La condition nécessaire et suffisante pour que Uéquation
différentielle (1.2) pour laquelle sont remplies les hypothéses Z, posséde la
solution en forme (v) & laquelle appartiennent seulement les éléments intégraus
irréguliers, définie dans Uintervalle X, est que les fonctions h(t) et g(t) satisfas-
sent aux conditions h'(t,) = 0 et ¢'(t,) = 0.
~ Démonstration. Nous remarquons que pour les éléments linéaires
de la solution (y) nous avons la formule (3.4.2). C’est une fonction linéaire
définie pour z¢ X. De la définition 1.4 résulte que tous les éléments-inté-
graux de la solution (y) sont irréguliers si la fonetion (3.4.2) est identi-
quement égale a zéro dans lintervalle X. On sait que pour cela il faut
et il suffit que 2’ () = 0 et g'(¢,) = 0.

T TisorkNE 118, Si les hypothéses suivantes sont remplies: H 1° b,
H 1°¢, Z, 2°

3% h'(t) =0 et g'(4) = 0,

4° Vexpression h(t)—t # 0 hors du point t,,

5% Dexpression xh'(t) g’ (1) # 0 pour xe X, te (1, 1,) et pour te (t,, t,),
alors Uéquation différentielle de d’ Alembert (1.2) posséde la solution singuliere
en forme (y) définie pour xe X.

Démonstration. Il est évident que D’équation (I.2) en vertu des
hypothéses admises posséde la solution en forme (y) (v. corollaire 1II.1
qui & présent est aussi véritable). D’aprés H 1° b, H 1° ¢, Z, 2° et 3° nous
y pouvons appliquer le lemme II1.2 duquel résulte que tous les éléments
intégraux appartenant a la solution (v) sont irréguliers. Nous démontrerons
donc que tous les éléments de la solution (y) sont singuliers (v. définitions
1.5 et 1.11).

Soit (w4, Yo, 1g) un élément irrégulier arbitrairement choisi apparte-
nant & la solution (y) — c¢’est-a-dire ’élément

(3.6) (5’707 too+9(to), to)

(pour la solution (v) p, = t,). En vertu de la définition 1.5 il suffit de
démontrer que dans un entourage arbitrairement petit du support de
Pélément (3.6) se trouvent les éléments intégraux réguliers ayant les
supports différents de 1’élément (3.6). D’aprés les hypothéses H 1°b,
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H 1°¢, 4° 5° de ce théoréme nous pouvons appliquer & 1’équation (1.2)
dans le domaine (%,, t,; #,, ¥;) le théoréme IT1.3 du travail [6] (v. aussi
{4}, p. 32, ou [3], p. 57). De ce théoréme résulte que la solution réguliére
(xy) de Péquation (I.2) d’aprés équation (3.1.2) du travail [6] posséde

la forme
¢
A(p) )
1) = e3 ———dp] >
7 e“%gnp—mpﬂp)‘

(3.7) g Yo (p)
ot | T —expl— | ————ap|dp},
| d!p‘mmew( [ =ity ) )
y(t) = eh(t)+9(1),

quand te (t,, ). Ses éléments intégraux réguliers sont en forme (x(1), y (1), 1)
(v. définition 1.9). Les fonetions sous-intégrales

R () g'(t)
. hE - h

possedent en point ¢, les singulartés qui ne sont pas essentielles, car d’aprés

des hypotheéses H 1° b, H 1° ¢, Z, 2° et 3° existent les limites
b (1)

(t
(3.9) im D gy, gim 99
tsty+ t—h(t) g+ t—h(t)

= g""(t)-

Admettant les limites (3.9) comme les valeurs des fonctions (3.8) en point
t, nous obtenons la continuité 4 droite de ces fonctions. De cela résulte
que les intégrales dans la premieére des formules (3.7) sont des intégrales
définies. La fonetion 2 (f) est continue a droité en point ¢,. Nous avons
done

(3.10) lim #(t) = ,.

t—>tg+

Cela signifie que, & tout nombre positif ¢, donné, il existe un nombre 9,
tel que, pour tous ¢ satisfaisant & 'inégalité t, <<t < t,+ 8, est remplie
Pinégalité

(3.11) l2(t) — 24| < &4.

D’aprés la continuité & droite de la fonetion #(t) en ¢, il suffit de démontrer
que, & tout nombre positif ¢, donné, il existe un nombre J, tel que pour
tous ¢ satisfaisant a I’inégalité ¢, << { < ;4 &, est remplie I'inégalité

(3.12) [y (t) — Yol < €.
En effet, d’aprés (3.7) et en vertu de y, == #,2, + ¢(,) nous avons

(3.13) [y (1) — Yol < @ (8) —@o| M +|h(t) —tof 2] + 19 (1) — g (%),

3 — Roczniki PTM — Prace Matematyczne XVIII.
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ou M satisfait & la condition |A(t)| << M pour chaque te (4, t,+ J;). D’apreés
de Vexistence des limites (3.10) et

(3.14) Iim A(t) =1, lim g(t) = g(t,),

tty t-stq

nous obtenons qu’il existe la limite du c6té droit de Pinégalité (3.13)
quand t — t,+, égale & zéro. De cela résulte, en vertu de Pinégalité (3.1)
qu’il existe la limite du c6té gauche aussi égale & zéro. Nous avons donc
démontré que l'inégalité (3.12) est remplie pour chaque te (f,, {,+ Js).

Des faits (3.11) et (3.12) et aussi parce que les nombres ¢, et ¢, sont
arbitrairemient choisis, on déduit que dans un entourage arbitraire du
support (x4, ¥,) de 1’élément irrégulier (3.6) se trouvent les supports des
éléments réguliers (x(t), Y (1), t) et en eonséquance que 1’élément (3.6) est
singulier. Comme 1’élément (3.6) était arbitrairement choisi, alors chaque
élément (w, tox + g (ty), to) appartenant & la solution (vy) est singulier. D’apres
la définition I.11 la solution (y) est singuliére.

THEOREME II1.9. 8¢ sont remplies les hypothéses Z, et Uhypothése

3° h'(te) = 0 et g'(t) # 0,
alors Véquation de d’Alembert (1.2) posséde la solution réguliére en forme
(v) définie pour xe X (au sens de la définition 1.10).

Démonstration. L’existence de la solution (y) résulte du corollaire
ITL.1 (on peut Pappliquer car les hypothéses Z, sont plus fortes des hypo-
théses de ce corollaire). Pour les éléments intégraux (3.5) de la solution
(v) la dérivée (3.4.2) en vertu de 3° est différente de zéro pour chaque
xe X. Alors tous les éléments de cette solution sont réguliers (v. définition
I.4). En profitant de la définition I.10 nous obtenons que la solution (y)
est réguliere.

THEOREME II1. 10. Si la fonction g(t) satisfait & Uhypotheése Z, 1° a,
alors sur chaque solution de Uégquation différentielle de Clairaut (1.3) apparte-
nant & la famille de fonctions

(12) y =cx+g(c),
ot ce T existe au plus un élément singulier.
Démonstration. L’existence des solutions en forme (vy) est évidente.

La dérivée F,, pour Péquation (I.3) a la forme

(3.15) Fy(@y,y) = —{o+g )},

et pour les éléments intégraux de la solution (y) — avee ¢ fixé prend la
forme

(3.16) Fyla, cx+ge), o) = —{z+g (o)},

ol ceT et xe X. On voit que la fonction (3.16) est linéaire, non identi-
quement égale a4 constante et c¢’est pourquoi elle peut prendre dans l’inter-
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valle X au plus une fois la valeur zéro. Comme ¢ était arbitrairement
choisi alors sur chaque solution appartenant & la famille (y,) peut se
trouver au plus un élément irrégulier. En vertu de susdit, d’aprés les
définitions 1.3, 1.4 et 1.5 nous avons que sur chaque solution appartenant
a la famille (v,) il peut exister au plus un élément singulier.

Des théorémes bien connus concernant & ’équation de Clairaut (1.3)
on sait que l'ensemble des points singuliers correspondants aux supports
des éléments singuliers (s’ils existent) constitue ’enveloppe de la famille
de solutions (v;). (v. [7], p. 31, ou [3], p. 51) Du théoréeme IIT.10 résulte
le théoréme suivant:

THEOREME ITL.11. 8¢ {’Aypothése du théoréme IT1.10 est remplie, alors
aucune des solutions appartenant & la famille (v,) quand ce T w’est pas une
solution singuliére de Uéquation de Clairaut (1.3).

A la fin nous remarquons que dans les théorémes I11.3 et II1.6 ont
été donnés les cas des solutions qui ne sont ni réguliére ni singuliére et
aussi que cetite note avec les travaux [5] et [6] constituent la révue com-
parée des plus importants théorémes et résultats obtenus pour I’équation
(I) et ses sous-types.

Travaux cités

[1] G. M. Fichtenholz, Rachunek rééniczkowy i calkowy, Tom I, Warszawa 1964.

[2] G. Julia, Ewercices d’analyse, Tome 111, Fasc. I, Equations différentielles, Paris
1958, Nouveau tirage.

[38]1 E. Kamke, Differentialgleichungen 1, Le1pz1g 1962.

[4] — Differentialgleichungen, Losungsmethoden und Lésungen I, Gewdnliche Differen-
tialgleichungen, Leipzig 1959.

[5]1 A. Kapcia, Compléments aux traités de Kamke et de Murphy. I. Une généralisation
des équations différentielles de Clairaul el de d’Alembert transformée aus équations
des types connus, Publ. Inst. Math. Belgrade, Nouvelle série 12 (26) (1971), p. 51-61.

[6] — Sur une généralisation des équations différentielles de Clairaut et de d’Alembert
et sur ses solutions paramétriques, Comm. Math, 17 (1974), p. 399-410.

[71 N. M. Matwiejew, Metody calkowania réwnai résnicekowych zwyczajnych, War-
szawa 1970.

[8] W. Niklibore, Réwnania rééniczkowe, Czedé 1, Warszawa—~Wroclaw 1951.

[9] W. W. Stiepanow, Réwnania réiniczkowe, Warszawa 1956,

INSTITUT MATHEMATIQUE
I’ECOLE POLYTECHNIQUE, CZESTOCHOWA



