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Sur une généralisation des équations différentielles de Clairaut
et de d’Alembert et sur ses solutions paramétriques

\

Intreduction. Ce travail est consacré & Déquation différenticlle
implicite par rapport & la dérivée en forme

(I) y =y +oe@)f(y)+gy).

L’équation (I) est une généralisation des équations différentielles
de Clairaut et de d’Alembert, intéressantes & cause de propriétés de
ses solutions. Dans le premier chapitre on formule un probléme dont
les solutions conduisent aux équations différentielles implicites par rapport
2 la dérivée. Le point de départ constitue la famille u(p, C) des solutions
de I'équation linéaire perturbée en forme

(I1) u = a(p)yp(w)-+b(p)u+tc(p),

contenant beaucoup de classes d’équations différentielles des types cennus.
Dans ce probléme on introduit les familles de fonctions z(p, 0), y(p, C)
définies paramétriquement dont la premiére est en forme z(p, 0)
= p(u(p, 0)) et la deuxidme satisfait 3 la condition y,(p, €) = x,(p, C)p.
On démontre (Théoréme I.1) qu’on peut trouver la famille: z(p, €}, ¥(p, 0)
dont I’équation différentielle est en forme (I). Chapitre IT est consacré aux
définitions fondamentales et aux conditions pour que 1’équation (I) soit
du type donné (Théorémes II.1-IL.3). Dans le chapitre III on formule
des théorémes sur existence et sur la construction des solutions paramé-
triques de I’équation (I) et des ses sous-types (Théorémes IIT.1-I1L.3).

Jlexprime mes sincéres remerciements au Professeur J. Szarski qui
a bien voulu m’aider dans la rédaction de ce travail.

L. Certain probléme conduisant aux équations différentielles implicites
par rapport & la dérivée. Introduisons les notations suivantes: on désigne
Vintervalle ouvert (;,,) par X; domaine reectangulaire ouvert (w;, rs;
D1, P5) par X x P; fonetion inverse par rapport & la fonetion f(x) par
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F-1(); f(x) %= 0 signifiera que la fonction f(x) n’est pas identiquement
égale & zéro dans aucun intervalle de son domaine de définition.

Considérons & présent une équation différentielle linéaire avee une
perturbation en forme (IT) dans laquelle les fonetions a(p), b(p), ¢(p)
et p(u) sont données et continues dans des intervalles convenables. L’équa-
tion (1I) comprend comme cas particuliers beaucoup d’équations diffé-
rentielles qu’on trouve dang la monographie de Kamke [2] p.e.: les
équations linéaires, les équations & variables séparées, les équations de
Riceati, V’équation généralisée de Bernoulli, une certaine sous-classe
d’équations non-linéaires.

Considérons maintenant le probléme suivant:

ProBLEME I.1. Soit donnée une famille de fonctions u(p, C) satisfaisant
& Déquation différentielle (I1) et & la condition

1.1) Uy (p, C) # 0

pour chaque pe P et O fixé. Soient les fonctions a(p), b(p), c¢(p) de la classe
C dans Vintervalle P et la fonction y(u) de la classe C* et telle que y, (u) # 0
le long de chaque solution w(p, O) de Véquation (II). Considérons la famille
de fonctions

(1.2) z(p, 0) = 1/’(“(]’7 O))7

de variable p avec paraméire C. Soient les fonctions de la famille y(p, O)
définies & Uaide de Uidentité

(L.3) Yp(p, C) = @,(p, O)p,

remplie pour chaque peP et C fixé. Nous avons donc définie une famille
en forme paramétrique

(1.4) z=x(p,C), y=y(p 0).

Le probléme consiste & trouver la forme de la famille (1.4) et son équation
différentielle.

Nous formulons le théoréme qui donne une solution partielle du
probléme I.1. Une certaine restriction résulte du fait que nous imposons
& la fonction a(p) une certaine condition qui rétrécit la classe d’équations
(IT) & certaines sous-classes y compris celle des équations linéaires.

T TmiorBME L.1. 8i les hypothéses suivantes sont remplies:

1° les fonctions b(p) et ¢(p) sont de la classe C pour pe P, la fonction

a(p) est de la forme

(1.5) a(p) = —exp [ b(p)dp,

2° u(p, C) est la famille de solutions de Véquation différemtielle (1I),
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3° la fonction y(u) est de la classe C* et telle que w,(u) # 0 le long
de chaque solution définie pour pe P,

4° les fonctions de la famille w(p, C) satisfont & la condition (1.1) pour
peP et C fixé,

5° les fonctions de la famille y(p, C) sont définies & DPaide de Videntité
(1.3) remplie pour pe P et C fixé,
alors la famille de fonctions (1.4) est définie paramétriquement par les
formules

(1.6) @ =y, 0), y=ryplup, 0)+u O)f(p)+9(p),
ol pe P et les fonctions f(p) et g(p) sont de la forme

(L7 f(p) =exp [(—b(p))dp, ¢(p) = [(—c(®)f(p)dp+EK,
ol K — const arbitraire. L'équation différentielle de la famille (1.6) a la
forme (I) ot la fonction (x) = p_(x).

Démonstration. Nous posons

(1.8) z = a(p, 0) = p(u(p, 0)).
Différenciant (1.8) et profitant de ’identité (1.3) nous obtenons
(1.9) Yy (0y ©) = i (u(p, O)uy (p, O)p

Ajoutant et sous-trayant dans lidentité (1.9) I'expression zp(u(p, 0))
et puis profitant du fait que la famille #(p, O) satisfait a Péquation (II),
nous obtenons l'identité

A b(p)u e(p)
a(p)  a(p) a(p)’

Selon la condition (1.5) nous avons done
(111)  yy(p, €) = y(u(p, O)+vilulp, O)u,(p, O)p+
+ 4 (p, O)[exp [ (—b(p)dp)—u(p, C)b(p) (exp [ (—b(p))dp) -
—a(p) (exp [ (—b(p))dp)-
En intégrant nous cn obtenons
(1.12)  y(p, 0) =y(u(p, O)p+u(p, O (exp [(—b(p)dp)+
| + [ (e {exp [ (- b)) ap))ap+ &,

ol K est une constante arbitraire. Remarquons que les deux derniéres
fonctions dans Pexpression (1.12) sont en forme (1.7). Nous avons done

(110)  ,(p, O) = vy (u)uyp +w(u)—
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obtenu la deuxiéme équation (1.6). Pour déterminer I’équation différentielle
de la famille (1.6) remarquons que d’aprés la premiére équation (1.6)
et 3° nous avons

(1.13) u(p, ) = y_s((p, C)) = ¢(z(p, 0)).
D’aprés 30 et 4° nous avons #,(p, C) # 0, et selon 5° il résulte que
(1.14) Yp(®, O)[2p(p, O) =p = yo() =y

D’aprés (1.13) et (1.14) on déduit de la deuxiéme équation (1.6) ’équation
différentielle (I).

I1. Conditions nécessaires et suffisantes pour que I'équation (I) soit
du type donné et certaines définitions. Considérons ’équation différen-
tielle implicite par rapport & la dérivée (I) ot (=), f(p), g(p) sont des
fonctions données de la elasse C'. L’équation (I) est une généralisation
des équations différentielles suivantes: de I’équation généralisée de Clairaut
en forme

(L1) y =ay' +o@)+g9(¥),
de P'équation différentielle de d’Alembert

(1.2) y = ah(y)+9(y")

et de ’équation différentielle de Clairaut
(L.3) y =y +g(y).

Pour obtenir des équations (I. 1), (I. 2) et (1. 3) il suffit de mettre dans
Péquation (I): 1) f(y') =1; 2) e(x) =a, f(¥') =h(y)—y'; 3) plx) = 0.
En connexion avee ’équation (I) nous donnons les conditions nécessaires
et suffisantes pour que ’équation (I) soit du type déterminé.

THEOREME I1.1. La condition nécessairve et suffisante pour que Uéquation
(1) soit celle de Clairaut (1.3) est que la fonction ¢(x) = const ou que f(y') = 0.

THEOREME 11.2. La condition nécessaire et suffisante pour que Uéquation
(I) soit celle de @ Alembert (1. 2), qui ne se réduit pas & Uéquation (1.3),
est que les fonctions ¢ (x) et f(y') satisfassent aux conditions: ¢(x) = mx -+ n,
m et n — constantes, ¢ (x) = const et f(y') # 0.

TaEOREME I1.3. Supposons que la fonction ¢(x) est de la classe (1
pour ve X. La condition nécessaire et suffisante pour que Péguation (1) soit
une généralisation de Véquation de Clairaut (I.1), qui ne se réduit pas
& Déquation de d’ Alembert (1. 2), est que les fonctions ¢(x) et f(y') satisfassent
aux conditions: ¢'(x) = 0 et f(y') = const # 0.

Nous omettons les démonstrations des théoréemes IL1-I1.3, car
elles sont faciles. Nous donnons maintenant les définitions introduites
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par W. Niklibore en sa monographie [6], p. 147-150. Soit donnée I’équation
différentielle implicite
(2.1) F(a,y,y') =0,

définie dans le domaine V des variables z, ¥, p, de la classe C', ot p = y':
DEFINITION II.1. Nous appelons le point (z, ¥, p) du domaine V des
arguments de la fonetion F Uélément linéaire et le point correspondant (z, )
du plan XY le support de cet élément.
DeriniTioN II1.2. Si pour 1’élément (x4, ¥y, po) du domaine V est
remplie I’'égalité
(2.2) F (@) Yoy Do) = 0,
nous appelons alors cet élément, I’élément intégral de 1’équation (2.1).
DEFINiTioN 11.3. Si pour I’élément intégral (x4, vy, po) de ’équation
(2.1) est remplie 1'inégalité
(2.3) Fy(®os Yoy Do) # 0,

nous appelons alors cet élément, I'élément intégral régulier.
DEriNiTION IT1.4. Si les fonctions

(2.4) v =uwt), y=y{),

définies et de la classe ' dans Dintervalle T satisfont & 1'inégalité «;® 4
+9;2 > 0, et si de plus dans Pintervalle T est définie une fonction continue
p(t) telle que

(2.5) Y (t) = a;(8)p (1),
alors les systéme de trois fonctions
(2.6) v =wx@), y=y), p=pd),

sera dit la bande des éléments linéaires et le systéeme (2.4) le support de
la bande.

De la condition de régularité x;>-y,> >0 et de la condition (2.5)
il résulte que w;(t) # 0 pour teT.

DiFmniTrOoN I1.5. Si la bande (2.6) se compose des éléments intégraux
de P’équation (2.1) c’est-a-dire, si dans lintervalle 7 est remplie I’égalité
(2.7) F(w(t)a y (1), p(t)) =0,
alors cette bande sera appelée la solution paraméirique de équation
(2.1).

On formule la définition de la solution de I’équation aussi de fagon
Suivante:

DeEriNITION IL.6. Si la fonection
(2.8) Y = yp(®)

7 — Roezniki PTM — Prace Matematyczne XVII,
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est de la classe C' dans un intervalle X et satisfait & 1’équation (2.1) ¢’est-
-a-dire

(2.9) Flz, p(a), ' () =0,

alors nous appelons cette fonetion la solution de Péquation (2.1) (voir
(6], p. 19).

DEFINITION I1.7 (Identité des solutiong). Nous appelons la solution
de la forme (2.8) v = y(x) identique avec solution paramétrique (2.6),
si I’équation ¥ = p(x) est équivalante an systéme d’équations o = x(t),
y =y

De la définition IL.7. il résulte que si les solutions (2.6) et (2.8) sont
identiques alors v'(x (1) = p(2).

TutorREME I1.4. A chaque solution (2.8) correspond (d'une maniére
triviale il suffit de mettre x =%,y = p(t), p(t) = v’ (t)) une solution para-
métrique (2.6) identique avec elle. Inversement & chaque solution paramétrique
en forme (2.6) correspond une solution en forme (2.8), & savoir y = y(@_;).

Dans la suite par la solution de "équation (2.1) nous comprendrons
souvent le systéme de deux premiéres fonctions (2.6) ou bien la fonetion
(2.8) en négligeant la fonction p(?) respectivement les fonetions x(f) et
p(t) gui se laissent exprimer & l'aide des fonctions nommeées ci-dessus.

DErFINITION IL.8. Une solution & laquelle appartiennent seulement
les éléments réguliers sera appelée solution réguliére.

DErFINITION IL9 (Ensemble complet des solutions). L’ensemble Z
des solutions d'une forme quelcongue de P’équation (2.1), sera dit ensemble
complet des soluiions, si chaque solution de ’équation (2.1) est identique
avec un élément de I’ensemble Z.

IIT. Existence et régulariié des solutions de I'équation (I) en forme
paramétrique. Nous nous occupons actuellement du probléeme de ’existence
des solutions paramétriques de Véquation différentielle (I), qui ne se
réduit pas a P’équation de Clairaut (1.3). Il suffit pour cela que les fone-
tions ¢ et f satisfassent aux eonditions: ¢’ (2) £ 0 dans Pintervalle X et
f(p) # 0 dans lintervalle P. Nous introduisons le systéme de conditions
suivantes:

HyproTHESES Z.

1° Les fonctions f(p) et g(p) sont de la classe C* pour pe P.

2° La fonction ¢(x) est de la classe C* pour ze X.

3% La fonction ¢'(x) # 0 pour ve X.

4° La fonction f(p) # 0 pour pe P.

5° Llexpression x4 ¢@(x)f (p)+g' (p) # 0 pour chaque couple {(x, p)e
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LevmME IIL.1. 8¢ les fonctions f(p), g(p) et p(x) de Véguation (I) satisfont
aux hypothéses Z, alors chaque solution de Uéquation

(I) y =y’ +o@)f(y)+9y),
de la forme y = p(x) est identique au sens de la définition IL.T avec la
fonction définie paramétriquement par le systéme d’équations

(a) o =g (w(d), ¥ =e_(w®)p+u@)f®)+9(p),
ot u(p) est une solution convenable de Uéquation

pa(w)  f(p) g9'(p)

f(p) f(p) flp)~

Démonstration. Soit y = y(2) une solution de P'équation (I) au
sens de la définition II.6, définie dans lintervalle X. Substituant cette
solution en équation (I) nous avons 1’identité

(3.2) p(@) = oy’ (@) + (@) f (v (@) +g(y (@)
pour ze X. Pour deux valeurs quelconques &, et &, appartenant & ’inter-
valle X ot telles que &, # %, nous formons la différence

(3.3) "/’('7}2)“‘1/)(501) (@3 — @)y’ (@) +w1{7/’ (@) — v (5;7 )+
+ {@(@2) — (@)} (¥ (@2)) + 9 (@1) {f(w o)) —flw' (@)} +
‘f‘{g(’/)'@z)) - g(‘/" (5’&1))} .

Appliquant aux trois derniéres expressions dans les par enthéses le théoréme

sur les aceroissements finis dans lintervalle (&,,Z,>, et divisant par
%—wl, nous obtenons

(3.1) W o= —

Py— T,y

¥ () + 9 (&) (v (8,)) +

~

)}w(x) Y@

Ty —&,

H@ @) (v (&) + 9" (v (&)
Selon Z 5° nous en obtenons

W_('%g)_w('%l) P N ! 7
“22—571 Y (%) — ¢ (El)f('l) (wz)) _ V' (i) — (wl)
w1+¢(5;71)f’(1/’1(52)) +9g ('/”('53)) T, — &,

Soib &, — &, alors &,, &,, & tendent vers &, et d’aprés Z 1°, Z 2°, Z 5°
et la définition II.6 — la limite du membre gauche de lidentité (3.5)
existe et par conséquent celle du membre droit existe aussi. De (3.5)
et selon Z 3°, Z 4° nous obtenons done

(3.5)

(3.6)  lim fpl_(&f_)w _-— — ¢ (@) (#,)
Ty By— &y @, + (@) f’ (‘I” ({%1)) +9g (‘/’I (531))

#0.
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On en conclut que la solution w(x) de ’équation (I) posséde en chaque
point de lintervalle X la seconde dérivée o'’ (x) # 0. Différenciant (3.2)
nous obtenons

d !
B0 —fy @)@ = {a+e@f (¥ @)+ (v @) o

Comme o' (x) # 0 dans Vintervalle X, la dérivée de la solution — o'(»)
posséde une fonction inverse. En posant

(3.8) y'(2) =p,
nous obtenons la fonction inverse par rapport & la dérivée y’(x) en forme
(3.9) @ = y_,(p) = (),

définie dans V’ensemble P des valeurs de la fonction %' (z). De (3.9) il
résulte que

1
~ap TP =y

Divisant Videntité (3.7) par ' (z) et profitant de (3.8), (3.9) et (3.10)
nous avons

(3.11) —f ()¢ (@(p) o (p) = @(p) +ole@)f (9)+9' (D).

Les fonctions ¢’ (2(p)), p(x(p)) sont définies parce que la fonction z(p)
prend les valeurs appartenantes & l'intervalle X dans lequel les fonctions
¢’ (z) et ¢(x) sont définies. Posons -

(3.12) p(z(p) = u(p).

D’aprés Z 39, la fonetion ¢(z) posséde la fonetion inverse
(3.13) 2(p) = ps(u(p)).

Différenciant 1’égalité (3.12) par rapport & p nous obtenons
(3.14) ¢ (e(@) o (p) =« (p).

La fonetion u'(p) est différente de zéro, parce que ¢’ (w(p)) # 0 et 2’ (p)
# 0. Substituant (3.12), (3.13) et (3.14) dans V'identité (3.11) et divisant
cette identité par — f(p) nous obtenons 1’équation (3.1).

Remarquons encore gu’on a l'identité suivante

(3.15) p(@(p)) = p=i(u(@))p +u(D)f(p)+9(P)-

En effet, posant dans Pidentité (3.2) # = 2(p) nous avons
p(@@) = @0y (@@)+ele@)f(v {=@)+ (v (@),

d’ot1, selon (3.9), (3.12) et (3.13), résulte l'identité (3.15).

(3.10) @' (p)
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Démontrons maintenant que la solution y = y(2) est identique au
sens de la définition 11.7 avec la fonction définie paramétriquement par
le systéme d’équations (o), oll #(p) est la fonction définie par les relations
(3.9) et (3.12). Soit donné un point arbitraire (x,, ¥,) qui remplit I’équation
¥ = yw(x). En posant alors p, = ' (%,) pous obtenons, en vertu de (3.9),
(3.13) et de Pidentité (3.15)

o = &(Py) :9’—1(“ )7
Yo = y(&,) ‘—99—1(“ )po‘f‘u}’o (Do) +9(po)-
Nous avons done démontré qu’une solution arbitraire (x4, ¥,) de 'équation

y = p{x) satisfait au systéme (a). Inversement, si pour un pye P le point
(25, Yo) Templit le systéme

(316) @y =g_,(u(Do))y Yo = @_1{u(Po)) Do+ 1 (Do) (Do) + (Do),

alors de (3.13) et de la premiére relation (3.16) nous avons z, = #(p,),
d’otr en vertu de l’identité (3.15) et de la deuxieme relation (3.16) nous
obtenons ¥, = w(x,). Nous avons démontré qu'une solution arbitraire
(®g, o) du systéme (o) satisfait & ’équation y = w(x).

Levue ITL.2. 8% les fonctions f(p), g(p) et ¢(x) satisfont aux hypothéses
Z, alors le systeme @équations (o), ot u(p) est wne solution arbitraire de
Végquation (3.1), définit une solution de Uébquation différentielle (I). Les
solutions en forme (a) sont réguliéres.

Démonstration. Supposons que u(p) soit une solution de I’équation
(3.1) et considérons le systéme de fonctions («). Démontrons d’abord
que la formule

(3.17) Yp(p) = ()P

a lieu. Nous avons
Yo (P) = oLy (w(D))up(P)P + oy (w(P)) + 1, (P)f(P) +u(p)f (P) + 9 (P),
2, (p) = gL, (u(p)) ui(p)

Profitant du fait que wu(p) est une solution de I’équation (3.1), nous en
obtenons la relation (3.17). De (3.1) il résulte que

alhl®) ot i) L2 4 @)

WP == =) -

fio)y — fp)’

d’olt en vertu de Z 4°, 7 5° (aprés la substitution de # = ¢_ 1[ (p ))\ nous

obtenons que wu,(p) # 0. Comme selon Z 3° — ¢ (u(p)) 50, on en
déduit

(3.18) @p(p) # 0.

Il résulte de (3.17) et (3.18) que le systéme («) constitue une; “bande
(définition II.4). Nous démontrerons que cette bande est une solumon
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de Péquation (I). En effet, de 1a deuxiéme équation du systéme () nous
avons

Y(p) = o_, (u(p))p+u(p)f(p)+9(p),

d’ol, en vertu de la premiére équation du systéme («) ainsi que de 'identité
@(x(p)] = u(p) nous obtenons

y(p) = 2(P)p+ole®)f(p)+9(p).

Nous avons démontré alors que la bande z(p), ¥{(p), p est une solution
de P’équation (I). Pour la démonstration de la régularité des solutions
de la forme («) montrons que chaque élément de cette solution, ¢’est-a-dire
z(p), ¥(p), p est un élément régulier. La dérivée F,. pour Péquation (I)
a la forme

Tz, y,y) = —{w+e@f ) +9 ¥}

En substituant ¢ = x(p), ¥’ = p nous obtenons l’expression qui selon
7 5° est différente de zéro. Cela signifie d’aprés les définitions IL.3 ef
I1.8 que la solution (o) est réguliére. Profitant maintenant de la définition
I1.9, appliquée aux solutions de 1’équation (I), ainsi que des lemmes I1L.1
et T11.2 on peut formmuler le théoreme suivant:

TmiorBME 1TL.1. Si les fonctions f(p), g(p) et (x) satisfont aux hypo-
théses Z, alors Vensemble complet des solutions de Uégquation différenticlle

(1) y =y +o@)f(y)+9)
est donné par les formules
(a) =g @) ¥ =0e.(w®@)p+u®)f(p)+9(p),

ot u(p) est une solution arbitraire de Iéguation

(3.1) R 2 CO ¢ I A O
f(@) J(p) f(p)
Toutes les solutions de Uéquation différentielle (I) sont réguliéres.

11 n’est pas difficile & conclure que pour la solution donnée y = w(x)
lidentité de cette solution avee une solution correspondante en forme
(«), est déja garantie si 'on remplace I’hypothése Z 5° par une hypothése
plus faible, & savoir

x+g(@)f (y' @)+ (v (@) #0
dans Pintervalle dans lequel la fonetion ¥ = p(2) est définie. Des corollaires
du théoréme IIL.1 sont les deux théoréemes suivants:

TuBorEME TI1.2. 8¢ les fonctions g(p) et @(x) satisfont aux hypothéses
Z 1°-Z 3° et si Pon a en plus:
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4° Dexpression x-+g' (p) # 0 pour chaque couple (z, p)e X X P, alors
Vensemble complet des solutions d’une généralisation de Véquation différen-
tielle de Clairaut

(L.1) y =ay +o@)+g(y)

est donné par des formules

(oty) v =q_(u(p)), ¥ =op_(u(p)p+u®)+g(p),

ol u(p) est une solution arbitraive de Uéquation

(3.1.1) w = —g_i(u(®)—g (P).

Toutes les solutions de Uéquation différentielle (1.1) sont réguliéres.
Démonstration du théoréme I1I.2 est évidente.

TuEorREME IIT.3. Supposons que les conditions suivantes sont satis-
faites:

1° g(p) et h(p) sont de la classe C* dans Vintervalle P,

2° Pexpression h(p)—p + 0 pouwr pe P,

3° Dexpression zh'(p)+4g'(p) #~ 0 pour chaque couple (z,p)e X X P,
alors Vensemble complet des solutions de Uéquation différentielle de ' Alembert

(L2) y = ah(y)+9(y)
est donné par les formules

{ocg) z =uw(p), Y =uw(p)hip)t+g(p),

ol x(p) est une solution arbitraive de Véquation différentielle

W (p) g (p)
3.1.2 pr =
(3.1.2) Y= T T r—h)

Toutes les solutions de Véquation différentielle (1.2) sont réguliéres.

Démonstration. Ce théoréme est un cas particulier du théoréme
ITI.1, lorsque les fonctions f et ¢ sont de la forme: f(p) = h(p)—p, pour
PeP; ¢(x) = x pour e X. La fonction u(p) est alors identique avec la
fonetion (p). Comme on le sait la solution («,) peut étre toujours effective-
ment déterminée, parce que I’équation (3.1.2) est linéaire. Nous avons ob-
tenu le théoréme II1.3 comme la conclusion du théoréme III.1. On peut
le trouver dans les monographies de Kamke [3] et de Niklibore [6].

L’équation différentielle (I) a 6té aussi I’objet des considérations
dans les travaux [1], [4] et [53] dans lesquels on peut trouver beaucoup
de systémes de fonetions f(p), g(p) et @(x) pour lesquels la généralisation
(I) se réduit aux équations différentielles bien connues en forme normale.
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