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Le principe dynamique d’E. Cartan

On doit & B. Cartan un principe dynamique équivalent au principe
de Hamilton et appelé par lui principe de la conservation de la quantité
de mouvement-énergie ([1], p. 7-14).

Le principe de Cartan est plus abstrait que le principe de Hamilton,
mais il a certains avantages sur le dernier. Il est basé sur une forme diffé-
rentielle linéaire o dont tous les coefficients ont une simple signification
mécanique, tandis que le principe de Hamilton est basé sur l’intégrale
de la moindre action, on figure une fonction n’ayant pas une signification
mécanique directe. I1 y a encore une autre différence importante entre
les deux principes. Dans la théorie de Hamilton le temps joue un role
privilégié, tandis que le principe de Cartan donne aux lois de Mécanique
une forme indépendante du repérage de ’espace-temps.

Le principe de Cartan est, & ce que je sais, peu connu par les savants
qui g’intéressent de la Mécanique. En vue de cette sitnation nous nous
proposons de présenter le principe de Cartan par une méthode différente
de celle de son livre. Nous nous servirons pour ce but de la notion de
dérivée de Lie, qui, n’étant pas connue aunx temps ou Cartan écrivait
son livre, est le mieux appropriée & exposer son principe.

Nous reprenons d’abord 1'étude de deux applications du principe
de Cartan, qui étaient traités par lui, & savoir le cas d’un point matériel
libre soumis & une force dérivant d’une fonction des coordonnées de ce
point et du temps (n° 1) et le cas général d’un systéme des points matériels
goumis aux liaisons holonomes dépendantes du temps (n° 2). Le numéro
suivant est comsacré au mouvement dun point matériel libre dans le
champ gravitationel de la relativité généralisée. Dans le n° 4 nous montre-
rons Papplication du principe de Cartan & un systéme des points matériels
soumis aux liaisons nonholonomes.

La connaissance des formules qui se rapportent & la derivée de Lie
n’étant pas rependue, nous ajouterons a la fin un Appendice contenant
les formules nécessaires pour justifier les calculs employés dans cet article.
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1. Cas d’un point matériel libre. Supposons que dans I’espace euclidien
E;, rapporté & un systéme orthogonal, se trouve un point matériel libre
de masse m soumis & ufle force dérivant d’une fonction U des coordonnées
¥ (x =1,2,3) du point de ’espace et du temps ¢ Les equatlons du
mouvement de ce point ont alors la forme suivante

oU d2x*
(1.1) i = 2O (m: w)

ox* dat?
et son énergie cinétique 7 est donnée par la formule
(1.2) T =ima?, == (2% 2%).

Les équations (1.1) forment un systéme des équations différentielles
du second ordre; pour le transformer en un systéme équivalent des
équations du premier ordre nous poserons

(1.3) P = mi*

et nous nous placerons dans lespace affine K, (espace des états) aux
coordonnées z*, p~, t. Le point (x,p,?) de K, sera appelé état du point
matériel et & l’ensemble des états correspondant # un mouvement du
point considéré nous donnerons le nom de sa trajectoire. Ces trajectoires,
dont on fera un usage fréquent dans la suite, sont dépourvues d’une
exigtance concréte, néanmoms leur notion a apparu comme un artifice
trés utile.

1l est facile de voir que les équations d’une trajectoire peuvent étre
présentées sous la forme suivante
14 de” dp* dit
(1.4) R

Q”, P* étant des fonctions analytiques(!) du point (2, p, t) de I'espace F,.
11 est aussi facile de voir qu’a tout mouvement du point libre correspond
une trajectoire et qu’inversement & chacune trajectoire correspond un
mouvement du point libre. Aux équations (1.4) correspond dans ’espace
E, le champ des vecteurs

(1.5) V — (@Y, Q% @2, P, P, P3, 1).
Posons maintenant

(1.6) o = pidst+ pidrt-+ pdde’—H dt,

H étant défini par la formule

(1) Nous supposons dans cet article que tountes les fonctions dont nous aurons
a faire sont des fonetions analytiques.
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H=T-U.

Remarquons que tous les coefficients de la forme « ont une signi-
fication mécanique simple: les trois premiers sont les composantes de la
quantité de mouvement et le dernier représente 1’énergie totale du point
mobile. La forme o était appelée par Cartan tenseur de mouvement-
énergie; nous lui donnerons un plus convenable nom d’élément de la mesure
de mouvemeni-énergie; la forme w joue le réle fondamental dans le principe
de Cartan.

Pour énoncer le principe de Cartan imaginons dans l'espace E, une
ligne fermée quelconque C et la suite de trajectoires issues de ses points
et formant ainsi un tube. Le principe dynamique de Cartan peut main-
tenant étre exprimé de la maniére suivante:

Pour que les équations (1.4) déterminent le mouvement du point
libre, il faut et il suffit que l'intégrale curvilighe

fcu,

étendue 2 une ligne fermée quelconque faisant un tour de ce tube, soit
invariante pour les équations (1.4).

Or la condition énoncée dans le principe ci-dessus peut étre exprimée
par les relations suivantes ([2], p. 401)

(1.7) Lyo =0, V]e=0.

Explicitons ces équations en nous servant des formules de 1I’Appendice.
La seconde d’elles conduit & la relation

(1.8) = Zp“ Q"

et la premiere donne les relations suivantes

00"

A %* _

(1.9) Py ;p =0,
« 09"

(1.10) g P =0,

3

oH oH 0 oH
p* _ % YV i
0" +Z op” 27 o =

*®

(1.11) Z Q*

oll les sommations sont étendues aux valeurs » = 1, 2, 3.
En rapprochant 1’équation (1.8) on déduit de (1.11) l'équation

suivante
oH 4 ZPx 0H 0
ox” ap*

(1.12) 2 0"
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De méme en différentiant ’équation (1.8) par rapport & «* on trouve

oH L 0Q”
o G

si Ion y porte P'expression qui figure & droite dans 1’équation (1.9), on
obtient

0H
1.13 P = — .
(1.13) e
Si I’on différentie ensuite 1’équation (1.8) par rapport & p*, on aura

1.14 LR

Remarquons aussi que la relation (1.12) est une conséquence des
équations (1.13) et (1.14).

En revenant aux equations (1.4), et en y tenant compte des for-
mules (1.13) et (1.14), on leur donne la forme suivante

de dp*  dt
0H 0H ~ 1°
op” oq”

Ces équations se confondant avec les équations de Hamilton on voit
que le principe de Cartan résout complétement le probleme de déterminer
les équations du mouvement du point libre considéré. Ajoutons encore
que des équations (1.13) et (1.14) résulte la relation

0H
dH = —di
ot

qui exprime le théoreme des forces vives.

2. Systéme matériel a liaisons holonomes. En conservant les notations
du n°1 supposons que dans l’espace FH; se trouve un systéme S formé
de N points matériels s, = m,x, (h =1,2,...,N), m, étant la masse
de s, et a4, = («}) un point de H,.

Supposons en second lieu que les points «;, soient soumis & des liaisons
qui conduisent aux équations

(2.1) @y, = @3(q, 1),

ou g = (¢% g% ...,q¢") désigne un point d’une variété analytique M,,
connexe et finie, de dimension 7, et (¢,?) un point de l’espace M, Xt{.



Le principe dynamique d'E. Cartan 5

Nous admettons que la matrice

5 ”

est de rang r ce qui permet d’exprimer les variables ¢° en fonctions des
variables z; et ¢

(2.2) ¢ = v (@3, V).
Nous supposons de plus que sur chacun des points s, agit une force

extérieure X, = (X}) dérivant d’une fonction analytique U(xj,?) des
coordonnées x; et du temps ¢. Ces forces mettent le systéme S en mouve-
ment défini par les équations

oU

2.3 By = ——
(2.3) My, Ty, o

et ils le pourvoient de ’énergie cinétique

(2.4) T = ZN b > (@57
h=1 2

Notons maintenant que des équations (2.1) provient la relation

oy ., = 0
=9 ¥

(2.5) a

Nous allons considérer les grandeurs ¢° comme des quantités in-
dépendantes en leur donnant le nom de composantes de vélocités d’un
point de la variété M,. Il résulte de (2.4) et (2.5) que 1’énergie cinétique
peut étre présentée par une fonction de variables (¢°, ¢° #):

(2.6) T =1T(q,4,1).

11 résulte de (2.4) et (2.5) que les termes du second ordre en ¢° en T
donnent origine & une forme du second degré définie positive.
Posons

oT
(2.7) P, =

aq°

) oT . .
les dérivées Fra sont des expressions linéaires indépendantes par rapport
aux variables ¢°. En suivant la méthode du raisonnement employé au

numéro précédant nous nous placerons dans Pespace affine FE,. ; des
états (¢, p,t) du systéme S. A un mouvement du systéme 8, c’est-a-dire

(®) Les indices grees p, o, T parcourent dans ce numéro les valeurs 1,2, ...,
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& une solution x; = f}(f) du systéme des équations (2.3), correspond un
ensemble des états formant une trajectoire du systéme S et les équations
de la trajectoire peuvent étre présentées sous la forme

dq dp, dt

(2.8) P T (0 =1,2,...,7)

e

o @ et P, désignent des fonctions analytiques du point (¢, p,t) de
I’espace H,, ,. Au systéme des équations (2.8) correspond dans 1’espace
affine B,,., le champ des vecteurs '
(2-9) V:(QlaQ27'--7Qr7P17P27---7Pr71)-

Posons maintenant
(2.10) w = p,dg®—Hdi(3),
ot H, déterminé par
(2.11) H=T-0U,

représente ’énergie totale du systéme matériel S.

En appliquant un raisonnement analogue & celui du n®1 considé-
rons dans F,, ; une ligne fermée quelconque et la suite des trajectoires
issues de ses points et constltuant un tube. Pour que les équations (2.8)
déterminent un mouvement du systeme S il faut et il suffit, d’aprés le
théoréme dynamique de Cartan, que lintégrale curviligne

(&)
C

étendue a une ligne fermée quelconque C faisant un tour du tube soit
invariante pour les équations (2.8). Cette condition s’exprime par les
relations

(2.12) jp— ﬂw —0

(v. n° 1). En explicitant ces relations on obtient les équations de Hamilton

dq® dp, dt
- - —1,2,...
(2.13) FYZi om — 1 e=bZon
0p, a¢°

ce qui montre I’équivalence des principes de Cartan et de Hamilton.
Ajoutons encore que le principe de Cartan permet aussi d’obtenir

(®) On a supprimé ici, comme d’habitude, le gigne de sommation dans le premier
terme.
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les équations du mouvement des corps solides; pour les obtenir il faut
remplacer dans les caleuls précédants les sommations sur les points du
systéme S par les intégrations sur les domaines remplis par les corps
solides.

Les équations (2.13) déduites de la forme (2.10) donnent aux lois
de la Mécanique une forme indépendante du repérage de espace K.
Maintenant nous allons montrer qu’on peut les transformer de maniere
qu’elles soient indépendantes du repérage de lespace-temps K;xt, le
temps ne jouant plus un role privilegié (v. [1], p. 14).

Rappelons que nous avons exprimé V’énergie cinétique 7' et I’énergie
potentielle U du systéme S au moyen de 2r-+ 1 variables ¢% ¢, ¢°. Mainte-
nant, pour atteindre notre but, nous allons remplacer les r variables
q¢ par r+1 variables g%  liées aux précédentes par les relations

(2.14) 3 =1g°.

Pour présenter les grandeurs qui se rapportent au systéme S au
moyen des variables ¢ %, g% ¢ nous introduisons nouvelles notations
en posant

P, =1ip,, H=1tH, o =io.
On aura alors
(2.15) w = fagdqgmﬁdi.

Pour simplifier les raisonnements nous nous bornons au ecas, ol
le systeme S8 est naturel, c’est-a-dire ol son énergie cinétique donnée
par (2.6) contient seulement des termes du second degré et des termes
du degré zéro en ¢° On peut alors se convainere facilement que H, homo-
géne et du premier degré en g% {, s’exprime au moyen des ¢4 t, 7, i.

En remplacant dans les équations (2.12) le symbole o par w, on
obtient en vertu du principe de Cartan les équations

dg¢ dp, di

= )

1

@ P,
ou @° et P, désignent des fonctions des variables ¢°, ¢, g°, &.
Ces équations sont covarientemant lides & la forme (2.15) pour les

transformations des variables ¢°, i de l’espace-temps.

3. Point matériel libre dans PPespace d’Einstein. Soient ¢° (o — 1, 2, 3, 4)
les coordonnées d’un point dans Pespace-temps K, dont la métrique est
définie par la forme

(3.1) ds? = g,,dq°dq’
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de signature (3.1), s désignant le temps propre d’un point mouvant
(Eigenzeit).

I’énergie cinétique d’un point matériel de masse propre m (Eigenmap),
soumis aux forces de gravitation est égale & 1’expression

. o dg
(3.2) T = 3mg,, ¢ (qg = -d-qs-)

Nous définissons les composantes p, du mouvement de la méme
maniére qu’au n®2 (v. (2.7)) en posant

or
= agg’

(3.3) P,

ce qui, d’aprés (3.2), conduit & I’équation

(3'4) P, = mggoqg°

En multipliant cette équation par ¢°° et en sommant par rapport
2 ¢ on obtient '

(3.4') P° =9"p,.

Si Pon tient compte de cette formule, 1’équation (3.2) devient

1
; T=-—¢° )
(3.5) om I Pels

En suivant un raisonnement analogue a celui du n° 2 et en remar-
quant que ’énergie totale H du point matériel m se réduit a ’énergie
cinétique 7' et que ¢t doit étre remplacé par s, nous introduisons la forme
w en se servant de expression (2.10). On aura alors

(3.6) 0 = p,dg*—Tds.

Nous nous placerons maintenant dans l’espace affine E, composé
des points d’état (g, p, s) et nous emploierons la notion de trajectoires
de V’élément matériel m (v. n°2). Les équations différentielles de ces
trajectoires peuvent donc étre présentées sous la forme

dq® - dp, _ ds

Q° P, =7 (¢ =1,2,3,4),

ou ¢, P, désignent fonctions des variables ¢°, p,, s.
Introduisons maintenant dans I’espace affine F, le chamyp des vecteurs

V.= (Qly Q27 Q3; Q4’P17P27P3’P4’1)-

Le principe de Cartan se traduit par les relations



Le principe dynamique d’E. Carton 9

(3.7) Lyow =0, Vlw =0

auxquelles doivent obéir les trajectoires du systéme 8. Si Pon explicite
les relations (3.7) (v. Appendice), on obtient les équations suivantes

dq° d d
7 - Pe =,_8 (¢ =1,2,3,4).
(3.8) or oT 1
op, 0q°
Nous écrirons ces équations de la maniére suivante
dg®° oT ap, orT
ds  op,’ ds  d¢°

ou, si ’on tient compte des formules (3.5) et (3.2),

Jor o5 oy

o LT

) 1, X
q° =%g9 Doy o= —%m

Si I'on différentie la premiére de ces relations, un calcul un peu long
mais trés facile nous permettra d’obtenir d’elles les équations

(3.9) é9+2{";}if¢ —o,

les {(Z} désigriant les bien connus symboles de Christoffel.

Les (3.9) étant les équations des géodésiques dans P’espace-temps.
E, on voit bien que le principe dynamique de Cartan embrasse le cas.
d’un point matériel libre dans la théorie relativiste généralisée.

Remarquons encore que dans le cas considéré ici les trajectoires
des états ont une existance réelle.

4. Systéme matériel a liaisons nonholonomes ([3], § 29). En conservant
les notations et conventions adoptées au commencement du n° 2 supposons.
que les coordonnées «;,t (h =1,2,...,N;% =1,2,3) d'un point de
Tespace-temps E,xt sont assujetties a satisfaire aux équations d’un
systéme de Pfaff composé de s << 3N-+1 équations suivantes

N 3

(4.1) A"=2(2a{’1dmi+aﬁdt)=0 (p=1,2,...,5)

h=1 A=1

dont les coefficients sont fonctions des variables zj, ¢.

Nous supposons que le systéme des équations (4.1), linéaires et.
indépendantes par rapport aux différentielles dxj, dt n’est pas comple-
tement intégrable. Dans le cas contraire I'intégrale générale des équations
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(4.1) conduirait & des liaisons holonomes et l’on reviendrait au cas du .
ne 2. En raison de cela nous allons faire une hypothese plus générale en
supposant que le systéme des équations (4.1) soit en involution par rapport
4 un nombre n < 3N 41 des variables choisies parmi les variables «, t (*).

Nous changerons maintenant les notations en ecrivant les formes
(4.1) de la maniére suivante

AP = @ —a¥ dot,

ol les coefficients a désignent des fonctions des variables a, ¢, 2"
(t=1,2,...,m5p =1,2,...,8;t=1,2,...,¢q), le nombre total de ces
variables étant égal & s+¢+n =3N+1.

Le systéme des équations (4.1) prend alors la forme

A = dzt —alda’ = 0,

(4.2) A? = de?—ada’ =0,

A = d’ —alda’ = 0.

Dans ces équations nous allons considérer les variables 2’ comme
indépendantes et les variables 27, ' comme des inconnues.

Le systeme (4.2), étant supposé en involution par rapport aux varia-
bles a°, son intégrale générale peut étre présentée par les formules de la
forme suivante

{4.3) & =2 2% ..., 7). Y =yl 2% .., o)

les fonctions 2%, y' étant indépendantes par rapport aux variables «'.
En éliminant de ces équations les variables #‘ on obtient des relations
entre les variables 27, ¥° ou, en revenant aux notations primitives, entre
les variables «, 1. Nous disons que le degré de liberté du systéme i relations
nonholonome (4.2) est égal & n.

Le raisonnement ci-dessus aboutit ainsi a réduire les liaisons non-
holonomes & un systéme de liaisons holonomes analogue a celui considéré
au n° 2. Nous pouvons donc appliquer la méthode développée plus haut
pour obtenir les équations de mouvement d’un systéme dynamique & liai-
sons nonholonomes, si I'on suppose que sur les points matériels m,a}
agissent des forces dérivant d’une fonction Ul(aj, t).

Maintenant nous allons illustrer la méthode générale developpée
précédemment au moyen d’un simple exemple. ‘

Considérons pour ce but dans ’espace euclidien F,; un simple point
matériel s = mx (v = (m")eE3) assujettit aux liaisons définies par une
bquation de Pfaff

(*) Pour tout ce qui concerne le systéme de Pfaff en involution v. [2], Part two
Ch. V.
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(4.4) A =a,dx"+adt =0,

dont les coefficients sont fonctions des variables %, ¢. La classe ¢ de I’équa-
tion (4.4) peut étre égale & 1 ou 3 (v. [2], § 79). Nous laissons de coté
I’hypothése ¢ = 1, car dans ce cas ’équation (4.4) conduit & une liaison
holonome. Si ¢ = 3 'équation (4.4) peut étre transformée en la suivante

(4.5) dgt—q*dg =0

(forme canonique d’une équation de Pfaff, [2], § 81) au moyen d’une
transformation analytique

(4.6) > =9(q, ¢ q¢%), t=vp(q ),

ou q, ¢%, ¢ désignent des variables indépendantes. Il résulte de I’équation
(4.5) qu’il doit étre

(4.7) ¢ =ol), ¢ =¢@,

ou ¢(gq) désigne une fonetion arbitraire de la variable ¢. On voit ainsi
que le degré de liberté du point matériel s est égal 4 un et que la liaison
nonholonome (4.4) conduit aux liaisons holonomes definies par les relations
(4.7).

Supposons maintenant que sur le point matériel s agit une force
dérivant d’une fonetion U (z* ¢); sous l'action de cette force le point s
prend le mouvement défini par I’équation

. oU
o

(4.8) ma

et son énergie cinétique est donnée par la formule
(4.9) T = Ima?.

Considérons le vecteur & = (&*, &%, @*); si Pon calcule les différentielles
da” et df en partant des équations (4.6) et (4.7), on se convaincra facilement

1

dx TN .
que les grandeurs @ = 7 et ’énergie cinétique T’ s’exprimerons comme

fonctions des variables g, ¢; il en sera de méme de la fonction U(z?, )
et du vecteur

{4.10) P = ma.

Il résulte des formules (4.9) et (4.10) que l'enérgie cinétique 7' s’expri-
mera comme fonction des variables g, p, .
Posons maintenant

(4.11) . w = pdqg—Hdt,

ou Pénergie totale H = T— U du point materiel s est, d’apres ce que
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nous avons vi, une fonction des variables ¢, p, t. En suivant la méthode
developpée dans les n° précédents introduisons P'espace affine E; des
états (q, p,t) du point matériel s et ses trajectoires. Les équations d’une
trajectoire peuvent étre présentées sous la forme
dq dp dt

412 = = = =

(412) 0 =P~

() et P étant des fonetions des variables ¢, p,!. Aux équations (4.12)
correspond dans ’espace des états le champ des vecteurs V (@, P, 1).

D’aprés le principe de Cartan il doit étre
I/V(O = 0, Vie =0.

En développant ces équations on obtient

: d  dp  adt
(4.13) oH  oH 1’
op dq

nous avons ainsi montré que le mouvement du point matériel s satisfaisant
& la condition nonholonome (4.4) est déterminé par les équations hamil-
toniennes (4.13).

Le résultat obtenu résout un intéressant probleme mécanique.

Supposons que sur une plaque horizontale rugueuse se trouve une
petite roue de masse m, douée d’un bord aigu et perpendiculaire a la
plaque. Rapportons le plan de la plaque & un repére orthogonal xOy et
désignons par « et y les coordonnées du. point de contact de la roue avee
la plague. Supposons que sous l'action d’une force extérieure paralléle
a la roue elle se meut dans son plan. Ce mouvement doit obéir & la relation
nonholonome

dy—1tg0dx = 0

(v. [3], p- 39 ou [4], p. 227), ou O désigne Pangle du plan de la roue avec
T’axe Oz. 11 est visible que, abstraction faite des notations, la derniére
relation se confond avec I’équation (4.5), par conséquent le mouvement
de la roue est décrit par les équations (4.13).

Appendice

Soit
(1) o =add (h,i,j=1,2,...,n)
une forme différentielle C* et
V = (X%, X% ..., X")
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un vecteur C®. Les opérateurs V! o et Ly o sont définis respectivement
par les formules

(2) Vie=aX" e Lyo= (Xiaia,,_ai%)dxh
(v. [2], p. 390 et p. 396).

1o Pour appliquer ces formules & la forme (1.6) et au vecteur (1.5)
il faut y posern = 7,2t =1t,a, = p*, a, = pa; =p% a, =a; =a; =0,
a, = —H; X*=¢!, X?=¢% X3 =@3; X+ =P X5 = P2, X = P3;
X7 =1, '

Cela posé les formules (2) conduiront respectivement aux équations
(1.8)-(1.11).

2° De méme pour assimiler les équations (1) et (2) & la forme (2.10)
et au vecteur (2.9) 1l faut poser n =2r44¢, 2* =¢° (0 =1,2,...,7);
a = P, a’t? = P2y ees z” =P ' = U a4, =DPoy Cpp1 =@ ,=... =
=y =0, @y, ,=—H; V' =¢°% V"' =P, V=P, .., V" =P,
V2r+1 =1.

Si l’on fait ces changements des notations, on obtient la forme (2.10)
et les équations (2.8).

30 Pour obtenir des formules (2) les équations du n° 3 il faut poser
n=9, #*=¢ (¢=1,2,3,4), #° =p,, 2° =p,;, &7 =ps, 3° =7py,
=85 @y =Dy, G5 =0 =07 =083 =0, a9y = —T; V* =¢°% V5 =Py,
Ve =Py, Vi =P, V8¢ <P, V°=1.

40 Sj enfin on veut obtenir les équations (4.11), il faut poser n = 3,
ot =¢q, a* =p, #* =1; @y =p, a;, =0, a3 =—H; V1 =¢, V2=P,
V3 =1,
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