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Systeme d’axiomes de la geometrie affine base 
sur la notion de demi-droite

Cette note est eonsacree a la presentation d’une axiomatique de la 
geometrie plane affine (sur le corps de nombres reels), dont les seules 
notions primitives sont: 1 ° 1’ensemble des points et 2° 1 ’ensemble des 
demi-droites.

Un tel systeme d’axiomes possede une certaine valeur pratique, 
n’etant base que sur une seule notion primitive ,,1’ensemble des demi- 
-droites” (et la notion de point). C’est une notion bien simple et employee 
plus frequemment que les autres notions reneontrees dans les axiomati- 
ques de cette geometrie comme par ex. la relation: „etre situe entre” . 
En plus, les definitions des notions de la geomńtrie affine formulaes a l ’aide 
de notion de la demi-droite sont tres simples et faciles a employer. 
Enfin, le systeme d’axiomes presentó dans ce travail est assez simple, 
pas plus complique que celui de Hilbert.

Pour definir la gśomótrie affine nous accepterons une axiomatique 
obtenue par certaines modifications de l’axiomatique classique de Hil­
bert (cf. [1], [2], [3]).

Soient deux ensembles: 1’enSemble П  des points (dont les ślóments 
seront designes toujours par les majuscules latines) et 1 ’ensemble des 
droites. Nous admettons ici que chaque droite est un ensemble des points, 
ce que nous permet d’identifier la relation d’incidence (employóe par 
Hilbert) avec celle d’appartenance au sens de la theorie des ensembles C1).

La deuxieme relation figurant dans l’axiomatique f i (A, В , G) designe 
que le point В est situe entre les points A  et 0.

Yoici les axiomes:
1.1. Chaque droite contient au moim deux points differents.
1.2. Par deux points differents passe au moins une droite.
1.3. Par deux points differents passe au plus une droite.
1.4. II existe au moins trois points differents n"1 appurtenant a une 

тёте droite.
(x) Dans Г axiomatique classique de Hilbert les droites sont considerees comme 

des individus impartageables. II existe copendant plusieurs systemes d’axiomes oil la 
droite est definie comme un ensemble des points (cf. l’axiomatique de Tarski [4])
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Grace aux axiom.es 1.2 et 1.3, nous pouvons etablir la notation sui- 
vante: AB  designe la droite unique passant par deux points differents A 
et B. (Dans le cas ou A =  B, le symbole AB  devient depourvu 
de sens.)

11.1. Si p(A, В, G), А Ф В  ФС ФА.
11.2 . Si /л{А, В, G), Ge AB.
11.3. Si p(A ,  В, G), alors p (B ,A ,G )  nA pas lieu.
11.4. Si A A B , il existe un point G verifiant la condition p(A, В , G).

11.5. Si G4AB, A 4DF, G4BF et p(A, В, B), alors il existe un tel 
point XeDF,  que soit p ( A , X ,  G), soit p(B, X , G).

D e f in it io n  I. Deux droites: AB  et GB sont dites paralleles (on 
dcrit: AB\\GB) si, et seulement si, il n’existe aucun point commun a ces 
deux droites.

111.1. Si G 4AB, il existe au moins une droite passant par C et parallele 
d AB.

111.2. Si G4AB, il existe au plus une droite passant par G et parallele 
d JlB.

111.3. (Axiome de Desargues.) Si A , B, G nAppartiennent pas d une 
тёте droite et si АВЦХВ^ BG\\WG7, CA\\G7A ,f PeAA',  FeBB' et A A 7 
ФВВ', alors PeCCf.

1У.1. (Axiome de continuite.) Soient A  et В deux points et soient № 
et W deux ensembles des points, tels que:

1 ° Z*l2£ \jty si, et seulement si, p (A ,Z ,  B),
2° si l e f  et Yety, alors p {X ,  Y , B).
Il existe toujours un point G tel que pour chaque point Z appartenant a 

SC w ty et different de G la condition Zety est equivalente d la condition 
p(G, Z, B).

Le systeme compose des axiomes I .l - IY .l  avec la Dófinition I incliise 
sera appeló tout court: axiomatique (*).

Dans le systeme de la geometrie affine dśfini par cette axiomatique 
on peut ótablir la definition suivante:

D e f in it io n  II. Pour deux points diffśrents A et В nous designons 
par AB  l ’ensemble de tous les points X  verifiant la condition: p{A, X ,  В) 
ou p ( A , B , X )  ou enfin X  =  B. L’ensemble AB  est appele demi-droite
AB. On dósigne par Л la classe de toutes les demi-droites, et les ólements 
de cette classe sont ddsignds par les minuscules latines.
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La notion AB peut etre consideree comine une application faisant 
correspondre a chaque conple de deux points differents A et В un ensemble
de points, a savoir la demi-droite AB.

Voici(2) certaines consóquences de la definition II:
A l. A 4AB.

A2. BG c  AB BA cz CB.

A 3. A B  =  A ' B ’ <r+ (A =  A' a  B'eAB).
A 4. [А ф В ф С л  (A =  C v  CeAB)]  <-> {СВ c  AB  v BC <= AB).

A5. А Ф В  -> \ J  BC a AB.
> > c __

A6. {CD с  ВС a B'eAB A B'iBD)

D l. AB  =  AB  w BA.
A 7. V { А ф В л С ^ А В ) .

A ,B ,C

m. AB  || CD AB CD =  0.

A8. С^АБ ->
D

V  (O 'e A O  л (УТ) cz J547').
O'

A9. (АБЦСБ л АБЦОБ) EeCD.
A10. (C4AB  л АВЦАЛВ7л БО̂ ЦБ7̂ 7л ОАЦ^А7 A P e i J ^ E B ' A i i 7 

#  Ш')-+РеС(У.
A ll. [0  ^  Г  c  zl л Д (a cz Ь)] -* V (с =  U  я).

aeU с ас/1

D3. ja {А, В, С ) ^ В С  с  аЗ .
II est bien evident qne toutes les proprietes des demi-droites enu- 

mórees ci-dessus resultent de l’axiomatiqne (*) et de la definition II. 
Nous allons maintenant dómontrer le contraire, c ’est-a-dire qne les axio­
mes (*) et les definitions I, II resultent des A l-A ll  et D1-D3.

Soit П un ensemble, dont les elements sont appeies points et dśsignes 
par les majuscules latines, et soit cp une fonction faisant correspondre 
a chaque couple ordonne de points distincts A , Б un sous-ensemble de П
dósigne par AB. L’ensemble des valeurs de la fonction ep sera designd 
par A, ses elements seront appeies demi-droites et designes par les minus­
cules latines.

(2) On emploie ici les symboles usuels pour designer les notions logiques 
( —>, v ,  A , <->, Д , V ) et celles de la theorie des ensembles (e, 4, C, = ,  u , n , 
U> П» 0)- En yertu de l’emploi des majuscules et minuscules accepte ci-desus 
on ecrit simplement V (resp. V  ) au lieu d’ecrire V (resp. V )• Au debut des

А а АеП aeA
dnonces on omet les quantificateurs Д. Si dans les suppositions d’un ёпопсё figurent 

les symboles A B  ou A B , on admet toujours que А  Ф B.
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Designons par (**) l’axiomatique composóe des axiomes A l-A ll, 
concernant deux notions primitives (77 et rp) et deux notions secondaires: 
droite et parallólisme, introduces a 1’aide des dófinitions D l et D2. Nous 
allons demontrer le

T h e o r e m e . Le systeme (Vaxiomes (**) est une aociomatique complete 
de la geometrie plane affine (sur le corps de nombres reels).

Pour demontrer ее tlióoreme il suffit d’ajouter aux axiomes (**) 
la dófinition D3 dóterminant la relation p et d’en dóduire tous les axio­
mes et dófinitions du systeme (*) avec la definition II incluse.

La dómonstration doit etre prócódee par plusieurs thóoremes auxi- 
liaires rósultant de l’axiomatique (**). Le cinq premiers ne rósultent que 
des axiomes A1-A4 et de la dófinition D l. En particulier, les axiomes 
A l et A3 entrainent immediatement

Tl. Si AB est une demi-droite, А Ф В et Be AB.

Le point В appartenant en yertu de T l a AB  et n’appartenant pas
(selon A l) a BC, on conclut que

—>■ —>
T2. Jamais AB n’est contenue dans BC.

T3. (А Ф В л ВС c  AC) <-► BĆ c  AB.

Demonstrat ion.  1. Si А ф В  et si BC a AC, alors selon A4 
et A3 on obtient successivement: Be AC, puis AC =  AB  et enfin ВС c  AB.

2. Si BC cz AB, alors d’apres T l et A3 on obtient: Ce AB, puis 
AB =  AC et enfin BC c: AC. L’inógalite А Ф В rósulte de Tl.

Le thóoreme suivant rósulte immódiatement de la dófinition D l:

T4. AB =  BA.

T5. AB =  AC -> BA c  AC.
Demonstrat ion.  Supposition (1) AB =  AC implique d’apres T l 

1’inógalitó А ф В .  Admettons que (2) XeBA, done X  Ф В. La supposi­
tion (2) entraine en yertu de A4 trois possibilitós: soit X  — A, soit 
XA  <= BA, soit enfin A X  c: BA.

1 . Dans le cas ой X  — А, ХеСА c  AC rósulte des T l et D l.

2. Dans le cas oil I  et X A  <=. BA on conclut (en se basant 
successivement sur T3, A2, T3 et A4), que ХА  <= ВХ, ХВ а АХ , ХВ  с: 
с  АВ  et ХеАВ,  done en yertu de (1) on obtient ХеАС а АС.
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3. Dans le cas ой A X  cz BA l ’axiome A2 entraine en vertu cle (1 ) 
Successivement: AB cz XA, АС cz X A , AX cz CA, d’ou. resulte d’apres 
T1  et D l: XeCA c  AC.

Si anx axiomes A1-A4 on ajonte l’axiome A ll, on peut demon- 
trer(3) les theoremes T6-T9.

T6. (AB, cz CD a  AB2 <= CD) -> АВг =  AB2.
Demonstrat ion .  Les supjio sit ions dn theoreme entrainent en vertu 

de A ll  l ’existence d’nn couple (A', B'), tel qne (1) АВг w AB2 =  A'B'. 
Selon T1 et АЗ: ВьеА'В' et (2) A' B' =  A'Bi (pour % — 1, 2). Le point A 
n’appartenant pas (selon A l et (1 )) a A'B\ on conclut en vertu de (2) 
que: (3) A iA  Bi. Les conditions (1 ) et (2) impliquent ABi cz A'Bi, d’oii, 
en vertu de (3) et A l, resulte (4) A ' =  A. Les egalites (2) et (4) entrainent
a1S1 =  AB' -  AB2.

T7. BC cz AB -> AB cz BC.

Demonstrat ion.  Supposition (1) BC cz AB entraine d’apres Tl, 
T2 et A2 les inegalites А Ф В Ф С Ф A et (2 ) BA cz CB. Supposons 
qu’en plus (3) XeAB, d’ou. resulte selon A l l’inegalite (4) X  Ф A. D’apres 
A4 on conclut des (3) et (4) que soit (5) X  =  B, soit (6) BX cz AB , soit 
enfin (7) XB cz AB. Considerons ces 3 possibilites separement:

1 . La condition (5) implique selon T l: XeCB cz BC.

2 . La condition (6) implique en vertu de (1 ) et T6 l ’egalite BX =  BC, 
d’oii selon T l resulte Xe.BC c  BC.

3. Enfin (7) entraine selon T l l’inegalite (8) X  Ф B, et en vertu 
de (4) et T3: XB cz AX. On en conclut successivement (en vertu des 
A2 , T3, A4 et (8)): XA cz BX, XA cz BA et XeBA, d’oii resulte d’apres 
(2): XeCB cz BC.

On a done demontre que dans les trois cas consideres la condition (3) 
implique XeBC.

T8. (А Ф C a  CeAB) -> AC =  AB.

(3) Au lieu cl’employer ici l’axiome non-elementaire A l l ,  il suffit d’accepter un 
cas particulier do cet axiome, qui peut etre enonce sous la forme elementaire: 

A l l ' .  (aL, a2, beJ А аг С b A a% C b) -> ax u  а2еЛ.
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Dómonstrat ion.  D ’apres D l les suppositions chi theoreme pren- 
nent la forme: (1) А Ф C et (2) Ge AB w BA.

1. Si on suppose que Ce AB, on peut conclure d’apres A3 et T5 que 
AB — AC, BA cz AC et CA c  AB. Ces trois conditions impliquent 
l ’egalite АС =  AB.

2. Supposons que (3) С4AB, done en vertu de (2 ) on a (4) CeBA. 
Les conditions (4) et (1) impliquent selon A l, T l et A 4: (б) А Ф В ФС

et (6) (CA cz BA v AC cz BA). IsTous allons demontrer que la premiere 
partie de l’alternative (6) n’ait jamais lieu. En effet, la supposition
CA c  BA et la condition (5) impliquent successivement, d’apres ТЗ, A2, 
T3 et A4, les inclusions: CA сz ВС, СВ с AC, CB <=. AB et CeAB con- 
trairement a la supposition (3). On en conclut que (7) AC cz BA et 
d’apres A 2 : (8) AB cz CA. Les inclusions (7) et (8) entrainent selon T7 
les inclusions BA a AC et CA cz AB, ce qui implique en yertu des (7) 
et (8) l ’egalite AC =  AB.

Appliquant deux fois T8 on obtient
T9. (С Ф D a  C, DeAB) CD — AB.
Maintenant on peut demontrer sans difficultós les axiomes I.1-I.4. 

En effet: 1.1 et 1.2 resultent immediatement des D l et Tl, 1.3 resulte 
de T9, et 1.4 resulte de A7 et T9.

Nous allons demontrer encore trois theoremes auxiliaires resultant 
de l’axiomatique (**).

T10. Si (1) DB cz AD, (2) C4AB, (3) А Ф E Ф C et (4) EeAC, 
alors il existe un tel point X  que (6) XeDB et soit (6r) XC cz AX, soit 
(6 ") XB  c  CX.

Dómonstrat ion.  La condition (4) implique deux possibilites: 
EeCA ou EeAC, que nous allons considerer separement.

1. La supposition EeCA entraine en yertu des (2), (3) et A4 l’alternative:
EA cz CA ou AE  cz CA. La premiere partie de cette alternative implique 
(selon (3), T3 et A2) apres la substitution: X  =  E, les conditions (5)
et (6'). La seconde partie: AE  cz CA et la supposition (3) entrainent
d’apres A2 , ТЗ, A4, A3 et T1  les relations: AC cz EA, AC cz EC, AeEC,
EC =  EA et enfin CeEA, d’ou en yertu des (1), (2 ) et A6 resulte l’exi- 
stence d’un point X  verifiant les conditions (6) et (6").
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2 . Analogiquement, la supposition Ее AG entraine en vertu des (2), (3)
et A4 Г alternative: EC <=. AG ou СЕ c  AG. La premiere partie de cette 
alternative implique (selon (3) et T3) apres la substitution: X  ~  E, les
conditions (5) et (6/). La seconde possibilite: GE c  AC entraine d’apres (3),
A2 , T3 et A4 les inclusions: GA c  EC, GA <= EA et GeEA, d’ou. en vertu 
des (1), (2 ) et A6 resulte l’existence d’un point X  verifiant les conditions 
(5) et (6"). _  ^  ^

T il. Si (1 ) А Ф G et (2 ) CeAB, alors soit (3) GeAB, soit (4) AC <=. BA. 
Demonstration.  La condition (2) implique selon D1 soit (3), 

soit (5) GeBA. La condition (5) entraine en vertu des A l, (1 ) et A4 l’ine- 
galite (6) G Ф В et soit (4) soit (7) GA a BA. Enfin, les conditions (7), 
(4) et (1) impliquent successivement (d’apres T3, A2 , T3 et A4): GA a BG, 
СВ с  AC, CB <= AB  et (3).

T12 . Si (1) DB c  AD, (2) AG\\DE, alors il existe un tel point X  
que X e D F  et XG с  BX.

Demonstration.  Les conditions (1) et (2) impliquent (3) G ф A 
Ф D Ф B. Done d’apres ТЗ, A4 et D l: (4) DeAB.  On en conclut selon 
T8 que (5) AD =  AB  =  BD.

La supposition G eAB entraine en vertu de (3) et T8 l’egalite AC — AB 
contradictoire aux conditions (4) et (2 ), done (6) G4AB. On demontre 
d’une maniere analogue que (7) В 4AG et (8) B 4DF.

La supposition DF\\BG implique en vertu de { 2 ) et A9: Be AG con- 
trairement a (7). On en conclut qu’il existe un point X  verifiant les con­
ditions: (9) X e D F  et (10) XeBG.

Les conditions (9), (8) et (2) impliquent (11) X  Ф В et (12) X  ФС;  
les conditions (10) et (11) impliquent (selon T8): XB =  BG, d’ou resulte 
(13) GeXB. Enfin (12 ) et (13) impliquent d’apres T il  que soit XG c  BX,
soit (14) CeXB.  La premiere possibilite forme avec (9) la these du 
theoreme, il suffit done demontrer que la deuxieme ne peut pas avoir 
lieu.

En effet, (1) entraine DA c  BD, d’ou en vertu des (14), (6) et A6 

resulte l’existence d’un point Y verifiant (15) Y eX D  et (16) YA c  GY. 
Or (15), Tl, (9) et T8 impliquent X  Ф D, XD  =  DF  et (17) YeDF,  et 
(16) entraine successivement (d’apres ТЗ, A4 et Dl):  YA c  GA et Y Ф C, 
puis YeCA et enfin Ye AC, contrairement aux (17) et (2).
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Introduisant dans le systeme (**) la notion p(A, В, G) a 1’aide de 
la definition D3, on pent deinontrer les axiomes classiques: II.1-II.5.

En effet, I I .l  resulte immediatement des D3, A1 et T1 ; l ’axiome 
II.2 resulte des D3, T l et D l; II.4 resulte des Ш  et A5. Yoici les demon­
strations des antres axiomes classiques:

II.3. p(A, B , C ) -> - i  p{B, A, G).
Demonstrat ion.  Les suppositions: /a(A,B,G) et p ( B , A , G )  

entrainent selon D3 les inclusions: (1) BG «= AB  et (2)40 с M .
La condition (1 ) implique d’apres A2 l’inelusion BA a GB, d’oti resulte 
en vertu de (2 ) l’inclusion AG c  GB, eontrairement a T2 .

II.5. Si (1) G4AB, (2 ) A 4DF, (3) G4DF et (4) p {A ,D ,B ) ,  alors il 
existe un point X e D F  tel que soit p(A, X , G), soit p (B , X , G).

Demonstrat ion .  La condition (4) implique (5) DB <= AD. Si l’on 
suppose que AG\\DF, le theoreme T12 entraine l’existence d’un point
X e D F  et verifiant la condition XG c  BX,  d’oii resulte en Vertu de D3 
la relation p (B ,X ,G ) .

Supposons maintenant que les droites AG et DF  ne soient pas jiaral- 
leles, done un tel point F  existe, que (6) Ее AG et (7) EeDF.  Les condi­
tions (7), (2 ), (3) entrainent les inegalites (8) G ф Е  ф A. Lo theoreme 
T10 implique en vertu des (5), (1), (8) et (6) l’existence d’un point X  
verifiant d’apres A2 , D3 et T8 la these de II.6.

La definition I est identique a D2 et les axiomes III.1-III.3 resul- 
tent respectivement des axiomes A8, A9 et A 10 .

Yoici la demonstration de l’axiome de continuite:
IY .l. Si (1 ) W p {A ,Z ,  B) et si (2) [ l e f  Д

->р (Х ,  Y,B)~], alors il existe un tel point G que Д {Z Ф G -> [Ze°J/

<-+ p(G, Z,  -B)]}.
Demonstrat ion .  Dans le cas oil <2/  =  0  il suffit de mettre G =  B. 

Supposons done que (3) Ф 0. La condition (1) implique selon II .l 
que pour chaque Y  on a l’inegalite Y Ф B, done il existe la demi-
-droite YB. Designons par Г  l ’ensemble de toutes ces demi-droites: 
(4) YBeF<-> YeW. La supposition (3) entraine (6) F Ф 0  et la supposition (1) 
entraine selon D3- et T3 l’implication: YBeF -» YB с: AB. On en conclut 
d’apres A l l  qu’il existe une demi-droite c — GE verifiant la condition
(6) GE -  (J «. Les conditions (4), (5) et (6) impliquent selon T l et A3 que

аеГ 7

(7) GB =  GE,
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Supposons maintenant que (8) Z ФС et (9) Z еЖ w Nous allons 
demontrer l’equi valence: Z е<2/ <-+ p(G, Z , B).

1. Si Z e<&, les conditions (4), (6) et (7) impliquent ZB с: CB, d’ou 
resulte d’apres (8), T3 et D3 la relation f i{G,Z,B).

* 2. Supposons maintenant que ju(G, Z, B), done d’apres D3, T3 et A4
le point Z appartient a CB. On en conclut que les conditions: (6) et (7) 
entrainent l’existence d’une demi-droite a appartenant а Г  et contenant 
le point Z, ce qui entraine en vertu de (4) l’existence d’un point Y  veri-
fiant les conditions: (10) Y e f  et (11) ZeYB.  Pour completer la demon­
stration il suffit (en vertu de (9)) de demontrer que Z 4SC. En effet, la
supposition Ze3f implique selon (2) et (10) l’inclusion YB a ZY, con- 
trairement a (11) et A l.

II faut encore remarquer que АЗ, A4, Tl, T3 et D3 impliquent presque 
immediatement

D e f in it io n  I I .  А Ф В {XaAB  <->■ [р(А, X ,  B) v  /а(А, В, X) 
v  X  =  Б ]} .

On connait plusieurs axiomatiques de la geometric euclidienne. 
Dans chaeune d’elles on peut definir la notion de coincidence des angles 
orientes. Mais la dófinition de cette notion est presque toujours tres compli- 
quóe (par ex. dans les systemes de Hilbert [3] on de Tarski [4]. Cette 
notion est pourtant tres importante et possede maintes applica­
tions meme au niveau de l’enseignement secondaire (par ex. dans la 
trigonometrie). En consequence, la cróation d’une axiomatique basee 
sur cette notion devient un probleme important.

Yu que l ’angle oriente peut etre considere comme un couple ordonne 
des demi-droites, l’axiomatique (**) peut servir comme la base pour 
une solution de ce probleme. La solution complete sera presentóe dans 
un travail de A. Lewandowski qui a obtenu une axiomatique de la geo- 
metrie euclidienne, en ajoutant aux axiomes (**) certains axiomes con- 
cernant coincidence de deux couples ordonnes des demi-droites.

Nous espórons aussi appliquer les resultats de ces deux travaux 
pour obtenir une axiomatique de la geometrie plane sur le corps des 
nombres complexes.
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