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Sur la construction des solutions relativement extremales 
de l ’equation aux derivees partielles du type parabolique

Dans la presente note nous allons construire les solutions qui sont 
determinees dans tout l’espace-temps E nĄ.x des variables t , x x, x 2, . . . , x n, 
de l ’equation parabolique de la forme

n n

( 0 .1 ) Lu =  £  dij{t, x)ux.x.+  bi(t, x)ux. — ut = f { t ,  x, u).
i,j=l i= 1

Des problemes analogues ont ete resolus par Kusano et Akó dans 
le cas des equations elliptiques (voir [2 ] et [ 6 ]). Kous ntiliserons la methode 
appliquee par Akó et Hirai au probleme de Dirichlet (voir [1 ]).

§ 1. D ’abord nous demontrerons le theoreme snr les inegalites dif- 
ferentielles anx derivees partielles du type parabolique.

T h e o r e m e  1 . Nous supposons que
1° Les coefficients a#(f, a?), bi{t,x), i , j  =  l , 2 , . . . , n  de Vequation 

(0.1) sont determines et homes dans Vespace-temps E n+X.
2 ° Pom  (t , x )eEn+1 et pour tout vecteur (|1} £2, ..., !„ )

П
£  x ) i i i j  >  o.
i,j= i

3° La fonction f ( t , x , u )  determines dans Е пл1 х ( — сю, +оо) est 
non decroissante par rapport a la variable u.

4° Les fonctions ux{t ,x) ,  u2( t ,x)  determinees et bornees dans E n+X 
appartiennent d la classe C2(En+x) et verifient les inegalites

U-l) Lu 1 ^ f ( t ,  x , u x) - d x, Lu2 ^ f ( t , x , u 2) — d2

Pour ( t , x ) eEn+1. Les constantes dx, S2 satisfont a Vinegalite дх— д2 > 0 .  
Dans toutes ces hypotheses Vinegalite

U2(t, X) <  ux{t, x)
a lieu dans E n+X.
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Demonstrat ion.  Nous introduisons les fonctions anxiliaires

ой
ux(t, x) — wx(t, x )H( t ,  x), u2(t, x) — w2(t, x )H( t ,  x ),

П
11 (t, x) =  cosh cosh Tcxi.

г-1

Le parametre к est choisi de faęon que l ’on ait l ’inegalite
П

(1.2) | [ ^ ( t ,  x) — u2(t, a ? ) ] |V  Uij(t, x)tghkXi-tghJcXj-\-
i,j = 1

+  к ^  bi(t, x) tghkxi— fetgh^j j <  ■jjr(<51— d2) .
i = 1

II snffit de demontrer que les fonctions wx(t ,x) ,  w2( t ,x )  verifient 
Pinegalitó

w2(t, x) <  wx(t , x)

dans E n+1. Soit e >  0 arbitraire. On pent faire correspondre au nombre e 
un nombre positif assez grand B0 de maniere qne

(1.3) w2(t, x) — w1 (t, x) <  s
pour r >  M0, oii

Nous montrerons que l ’mdgalite (1.3) est salable dans tout l ’espace- 
-temps E n+1. Dans le cas contraire il existe un point (/0, x0) tel que

s <  w2(t0, x0) — wx(t0, x0) — max [w2(t, x) — w1 (t, x )].
r<R0

D’aprds Pinegalite (1.3) ce point appartient a l’ interieur de l ’ensemble 
{(t, x)-, ) ^  done nous BiVOns

(1.4) Wx,j {to j Xq) ^  (to ? ®o) J  ̂J j  ~  1 J 2 J ...  J % 7

wl{t0, Xo) =  w2t(t0, x0),
n

^  [WxjXj (to j 0Co) 'Wx̂ Cj (to i X0) ] A{Aj ^  0 
i,1= 1

pour tout systeme (A1? Л2, ..., Лп).
Les inegalitós (1.1) peuvent etre ecrites sous la forme

L ( u x- u 2) =  L (wxH - w 2H)
П

=  H L ( w x —  w 2)  +  ( w x—  w 2) L H  f  JTa y ( t , x ) [ ( w x —  w 2) xiB xff  B x.(w 1 — w 2)x .1
i,j= 1

< f ( t ,  %, w1H ) —f ( t , x, w2I I )  — (d1— <52).
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En vertu de l ’hypothese 3° le second membre de la derniere inó- 
galite dans le point {t0, x0) est plus petit que — (<5Х— <52); d’autres part, 
d’apres (1.2) et (1.4) le premier membre dans ce meme point est plus 
grand qne — i (6 1— ó2), ce qui est impossible.

Eemarqne  1. Le theoreme ci-dessns, est valable dans le cas, ой L  
est l ’operateur elliptique. La dómonstration est tont a fait analogue.

§ 2. Avant de passer an notre resultat nous introdnisons encore 
des definitions et des notations. Nous dósignons les distances entre les 
points P  — (t, x) et P '  =  ( f , x') par

q{ P , P ' )  =  {\ t - t ' \ *+\x -x ’ \2)112 et d(P,  P ' )  =  ( \t - t ' \+\x-x '\2)112, 

on
П

\x—x '\2 =  ^  (Xi—x'i)2. 
i=  1

On appele d ( P , P ' )  la distance parabolique.
ISTous dófinissons les snivantes normes pour les fonctions dótermi- 

nóes dans l’ensemble В <= Bn+i

N ?  =  sup \u(P) \,
PeB

, i В | |P | N (P ) U(B')\»L  =  \u\a + s u p ----------------- ,
p/p> d(P,  P ' )  ’

P,P'eB
n n

Ml+a =  N ?  +  У  \Ux.\a, \U\2 + a =  NlbbaH- ^  l^ lf+a +  \Щ\а
г=1 г= 1

(0 <  a <  1)

On denote par Cq{B) la classe des fonctions u(t, x) definies dans un 
domaine В et satisfaisant a la condition \u\q <  oo, ой q =  0, a, 1 +  a, 2 -(-'a.

Soit un domaine D  borne, ouvert, non cylindrique et contenu entre 
les plans t =  T 1, t =  T 2 et la surface latćrale 8  ( —o o < T 1< T 2<  +oo). 
Soit D  =  В w 8 , В =  (t =  T x) D, 8 r =  8  гл (t <  r).

Pour un point arbitraire Q =  (r, £) posons

dQ =  inf d(P,Q) ,  dpQ =  min (dp, dQ).
PeB̂ St

Nous utiliserons encore les suivantes normes pour les fonctions 
determinates dans D

if =  Ha (u) =  sup dp>Q
ia \u{P)-u{Q)\

P,QeD
P*Q

d(P,Q)°

\u\2 + a a 1̂  'M'XjXj! a “f" 1̂  t̂\a >
г= l г,/=1

5 — Prace matematyczne XII
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Oli

|<Г«|? =  sup](Гр »(Р )| , П а(<Гп) =  sup
P,QeD
P^Q

d (P ,Q )a

\d?nv\a =  \dmv\0 +  H a(dmv).

N oils dirons que la fonction u ( t , x ) appartient a la elasse C2+a(D), 
lor s que |w|2+a <  °°*

Supposons que la surface 8  yerifie la condition (s) suivante: on peut 
couvrir 8  par un nombre fini des spheres {!'„} de cette maniere que la 
portion de la surface 8 decoupee par 27,. admetteda representation (pour 
certain i ) de la forme

et possedant les proprietes suivantes:
(i) la fonction h appartient a la elasse C2+a(Tv),

(ii) les derivees dh/dxk verifient la condition de Holder par rapport 
a la distance g (P ,P ' ) .

On dit que la fonction <p(t, x) determinee sur la frontiere dP> yórifie 
la condition (F), s’il existe une fonction <P(t, x)eC2+a{I>) telle que l ’on ait

(infimum etant pris par rapport a tous les prolongement Ф e[C2+a(D))).

§ 3. Nous passons a la construction des solutions determines dans 
E n+1 de Г equation (0.1).

T heokeme 2. Nous supposons que
1° Les coefficients a^it, x) sont homes et verifient localement la con­

dition de Lipschitz dans E n+1 et de plus

pour {t, x)eEn+1 et tout vecteur (£1? £2> • £»)•
2° Les coefficients bi ( t ,x)  sont homes et localement holderiens avec 

Vexposant a (0 <  a <  1) dans E n+1.
3° La fonction f ( t ,  x, и ) determinee dans E n+1 x ( — oo, -f со) satisfait 

localement a la condition de Holder par rapport aux variables (t , x) et a eelle 
de Lipschitz par rapport а и ; die est non decroissantepar rapport d la variable u.

X$ — Jl ( f  у X± j X 2  ̂ . . .   ̂ X {_  i  ̂ Х{_j_ i } . • • j x f )  pOUr (f 7 X s) e27,,

0 ( t ,x)  =<p( t ,x)  pour ( t ,x)edD.  

Dans ce cas nous pouvons ddfinir la norme

П
aij(t, x) i i^j  >  A (£|2, A >  0
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4° I I  existe des fonctions m(t,x) ,  o) ( t ,x) bornees dans En+U apparte- 
nant d la classe C2+a(B) pour chaque domains borne В <= En+1 et verifiant 
les inegalites

Ем x,a>)— 1, L oj ^ f { t ,  x, a>) +  l ,

a)(t, x) ^  co(t, x ),
pour (t, x )eEn+1.

Bans ees conditions il existe au moins une solution bornee u( t , x )  de 
Vequation (0.1) et satisfaisant a Vinegalite

(3.1) co(t, x) <  u(t, x) <  co(t, x) dans En+1.

Demonstrat ion.  Soit Bm une suite d’ensembles bornós et dbcrits 
dans § 2 tels que

Dm <= Bm+l pour chaque m et limDm =  En+1.
m->oo

Admettons que les surfaces laterales Sm des domaines B m satisfassent 
a la condition (s). Nous considerons le probleme de Fourier

(3.2) L u = f ( t , x , u )  pour (t, x)eDm—dDm,

(3.3) u(t, x) =  <p(t, x) pour {t, x)edBm

ou cp{t,x) est une fonction arbitraire qui YÓrifie la condition (F) et 

Pinógalite a)(t, x) <<p(tf, x) <  a)(t, x) dans En+1 (par example 9o(t,x) 
=  x) +  a>(t, x)]).

En yertu du thóoreme 2.1 dans [5] il existe l ’unique solution um{t, x) 
du probleme (3.2)-(3.3). D ’apres les thóoremes 6 dans [4] et 5 dans [3] 
(chap. 3, sec. 2) nous avons

l^mll+d ^  - ^ l ( l  ^ J ^m)lo “f  |^m!o)>

\um\fka <  M 2(\d2f{t,  x, um)\akJr Nmlo)^ pour m >  1c,

oil les constantes M x et M 2 ne dependent pas des surfaces laterales 8m 
et de m. A est un domaine arbitraire, ferme contenu dans B k. I l est facile 
de verifier a l ’aide de principe de Pextremum que

0) (t, x) <  um{t, x) <  0) { t , x) pour (t , x )eEn+1.

En appliquant le theoreme d’Arzela et la methode diagonale du 
choix nous en deduisons l ’existence de la suite partielle {uVm(t, x)} presque 
imiformement convergeante dans En+1 avec les derivees djdxi, d2/dxidxh 
djdt, i , j  =  l , 2 , . . . , n .  Evidemment la limite u(t, x) =  lim uVm(t, x) 
satisfait a liquation (0.1) et a l ’inegalite (3.1). w_>0°

Remarque 2. I l est clair que la solution obtenue dans le thb- 
oreme 2 appartient a la classe С2л.а {В) pour chaque domaine Ьогпё В с  En+ x.
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T h e o r e m e  3. Dans les memes hypotheses gu’au theoreme 2 Vequation 
(0.1) admet la plus grande et la plus petite solutions dans E n+1 verifiant 
Vinegalite (3.1).

Demonstration.  Dans ce but considbrons equation

(3.4) Lu =  f ( t ,  x, u )— d, ou. d e ( —  1 , + 1 ).

D ’apres le theoreme 2 l ’equation (3.4) admet au moins une solution 
u{t, x, 6) satisfaisant a l ’inegalite

co(i, x) <  w(i, x, d) <  co(i, x) dans En+1.

II resulte du theoreme 1 que pour les solutions arbitraires

u(t, x , dj), u{t, x , 0) =  u{t, x), u{t, x, d2), oil — 1 <  дг <  0 <  д2 <  1

est valable l ’inegalite

(3.5) m(t, x) <  u(t, x , <5X) <  u(t, x) ^ u ( t ,  x, <52) <  co(t, x ) .

Par la methode utilisee dans la demonstration du theoreme pre­
cedent et d’apres (3.5) on peut conclure l ’existence des suites <5mj0  et 
S'm f 0 telles que

V x  =  Hmu(t, x , dm)j umin(t, x) =  l imu(t,  x, d'm)
ni—>oo m—>co

sont la plus grande et la plus petite solutions respectivement de l ’equation 
(0.1) dans E n+1 et satisfaisant a l ’inegalite (3.1).
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