ROCZNIKI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MATEMATYCZNEGO
Seria I: PRACE MATEMATYCZNE XII (1969)
ANNALES SOCIETATIS MATHEMATICAE POLONAE
Series I: COMMENTATIONES MATHEMATICAE XII (1969)

w
fcm ptm
1955

J. CHABrowsKI (Katowice)

Sur la construction des solutions relativement extrémales
de I'équation aux dérivées partielles du type parabolique

Dans la présente note nous allons construire les solutions qui sont
déterminées dans tout 1’espace-temps H,,, des variables ¢, x,, #,, ..., 2y,
de I’équation parabolique de la forme

n

(0.1) L = 2 a; (1, w)ua:ixj‘f‘ Z bi(2, &) U, — Uy = f(t, @, u).
i=1

i,7=1
Des problémes analogues ont été resolus par Kusano et Akd dans
le cas des équations elliptiques (voir [2] et [6]). Nous utiliserons la méthode
appliquée par Ako et Hirai au probléeme de Dirichlet (voir [1]).

§ 1. D’abord nous démontrerons le théoreme sur les inégalités dif-
férentielles aux dérivées partielles du type parabolique.

THEOREME 1. Nous supposons que

1° Les coefficients ay(t, x), bi(t,x), i,j =1,2,...,n de Véquation
(0.1) sont déterminés et bornés dans Uespace-temps E, ;.

2° Pour (t,®)eB,,, et pour tout vecteur (&, &,y ..., &n)

n

2 ai(t, @) &€ > 0.

=1
3° La fonction f(t,x,u) déterminée dans E,, X (—oo, 4o0) est
non décroissante par rapport a la variable wu.
4° Les fonctions u(t, x), u®(t,x) déterminées et bornées dans Ey,
appartiennent & la classe C*(B,.,) et vérifient les inégalités
(L1) It < f(t, myut)— 8y,  Lu > f(t, @, u2)— 0,
pour (t, x)eH, .. Les constantes 0y O, satisfont & Dinégalité 6,— 6, > 0,
Dans toutes ces hypothéses Vinégalité
w(t, x) < w(t, )
@ liew dans Fy,,,.
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Démonstration. Nous introduisons les fonctions auxiliaires
ul(t, vy = wi(t, x) H(t, ), w2(t,x) = w(t,x)H(t, ),
ol %
H (t, @) = coshke| [coshka;.
T=1
Le paramétre & est choisi de facon que ’on ait 1’inégalité

n
(1.2) [u'(t, @) —u’(t, )] [kz Z ai; (1, x)tgh kw; - tgh ka; -
Py i)

+k2b (t, tghkx,—ughkt” 1(8,— 8,).

Il suffit de démontrer que les fonections w'(¢, ), w?(t, ) vérifient
Pinégalité
w2(t, x) < w'(t, x)
dans E,,,. Soit ¢ > 0 arbitraire. On peut faire correspondre au nombre &
un nombre positif assez grand K, de maniere que

(1.3) w(t, x)—w(t,x) <e
pour # = R,, ou

(v%+”m

i=1

Nous montrerons que I’inégalité (1.3) est valable dans tout 1’espace-
-temps FE, ,. Dans le cas contraire il existe un point (¢, 2,) tel que

£ < WP (ty, @) — W (ty, @) = max[wi(t, &) —wi(t, x)].
r<Ry

D’apres 'inégalité (1.3) ce point appartient & Uintérieur de ’ensemble
{(t, 2); r < R,}, done nous avons
(1.4) walxi(toywo) :wii(toawo)y i;j =1,2,...,mn,

1('J’oy .’1'0) = w?(toa m0)7
Z (1032, (fy @) — Wiz, (fa, @)1 Aidy < 0

pour tout systéme (Ayy Aoy ooy M)
Les inégalitéds (1.1) peuvent étre éerites sous la forme
L(u'—u?) = L(w'H—w2H)

n

= HL(w'—w?) + (w'—w) LH + Y a55(t, @)[(101 — )5 H - Hy (107 — 0]

i7=1

<f(t, », w H)—f(t, ®, w?H)—(6,— 65).
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En vertu de I’hypothese 3° le second membre de la derniére iné-
galité dans le point (%), 4,) est plus petit que —(8,— J,); d’autres part,
d’aprés (1.2) et (1.4) le premier membre dans ce méme point est plus
grand que — }(0;— 6,), ce qui est impossible.

Remarque 1. Le théoréme ci-dessus, est valable dans le cas, o L
est Popérateur elliptique. La démonstration est tout & fait analogue.

§2. Avant de passer au notre résultat nous introduisons encore
des définitions et des notations. Nous désignons les distances entre les
points P = (f,x) et P' = (¢',2’) par

o(P, P) = (t—t' P+ le—a')'" et d(P,P) = (t—t|+lz—a' ),

ou
n

w—a'f = Y (w— 7).
i=1
On appele d(P, P’) la distance parabolique.
Nous définissons les suivantes normes pour les fonctions détermi-
nées dans 1’ensemble B < E,

[u(P)— u(P")|
B — sup|u(P wB = |u|Z+su ——
|2 P‘:—gi (P, [u] %o PP;% d(P, P) ’

n n
ulf e = lZ+ D lul?, e = et ) e Trat luld
i=1 i=1
(0<a<l).

On dénote par O,(B) la classe des fonctions u(t, x) définies dans un
domaine B et satisfaisant & la condition |u|f < oo, ott g = 0, a, 1+ a, 2+ a.

Soit un domaine D borné, ouvert, non cylindrique et contenu entre
les plans ¢t = T,, t = T, et la surface latérale S (—oco < T, < T, < 4o0).
Soit D=BuS, B=@(=T)n~nD, 8;,=8n~ (<)

Pour un point arbitraire ¢ = (7, §) posons

dg = inf d(P,Q), dpe = min(dp,dy).
PeBou ST

Nous utiliserons encore les suivantes normes pour les fonctions

déterminées dans D'

) D — sup s [P = %(@)]
A = i HE 0, ) = 5 e g gy

filae = (Bt D) ldtt]d 4 D) 18 U lot 10 0l2,
7=1 i,7=1

5 — Prace matematyczne XII
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ol

" oly = sup|dpo(P), Hu(d"v) = sup dp,

" vly = 10" vly+ Ho(d™v).

Nous dirons que la fonetion u(t, #) appartient & la classe C, +alD),
lorsque Iﬁ)£+a < oo,

Supposons que la surface § vérifie la condition (s) suivante: on peut
couvrir S par un nombre fini des spheres {2} de cette maniére que la
portion de la surface S decoupée par X, admette-la représentation (pour
certain ¢) de la forme

By = h(by By Boy oovy Bi_1y Big1y oeey Bp)  DouUr (f, x)eX,

et possédant les propriétés suivantes:

(i) 1la fonection h appartient & la classe C, ,(T.),

(ii) les dérivées Oh/0x; vérifient la condition de Hoélder par rapport
a la distanee (P, P’).

On dit que la fonction ¢ (¢, ) déterminée sur la frontiére 9D vérifie
Ia condition (F), §’il existe une fonction @ (¢, x)<C; (D) telle que Pon ait

D(t, ) = @(t,x) pour ({,x)edD.
Dans ce cas nous pouvons définir la norme
pl3%a = int| @ q,
(infimum étant pris par rapport a tous les prolongement (De( O2+a(D))).

§ 3. Nous passons & la construction des solutions déterminées dans
E,., de Déquation (0.1).

THEOREME 2. Nous supposons que

1° Les coefficients ay;(t, ) sont bornés et vérifient localement la con-
dition de Lipschitz dans K, , et de plus

Ta(t, ) E & > AER, A >0

1

n
1,)=
pour (t, x)el, | el tout vecteur (&, &y, ..., &y).

2° Les coefficients b;(t, x) sont bornés et localement hilderiens avee
Pexposant a (0 < a <1) dans E,,,.

3° La fonction f(t, @, u) déterminée dans By ,X (—oco, 4-oo) satisfait
localement a la condition de Holder par rapport aux variables (t, x) et & celle
de Lipschitz par rapport a u; elle est non décroissante par rapport & la variable w.
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4° 11 ewxiste des fonctions w(t, x), w(t,x) bornées dans B, ., apparie-
nant a la classe Oy, o(B) pour chaque domaine borné B < E, ., et vérifiant
les inégalités

Lo <f(t, %, 0)—1, Lo >f(t,z,0)+1,
o(t, r) < 5(ty z),

pour (t, x)el,. . :

Dans ces conditions ¢l existe au moins une solution bornée wu(t,x) de
Véquation (0.1) et satisfaisant & Dinégalité
(3.1) o, ) <u(t,r) <ow(t,r) dans H,,.

Démonstration. Soit D,, une suite d’ensembles bornés et décrits
dans § 2 tels que
D,, € Dy, pour chaque m et imD,, = H,,,.
m—o0

Admettons que les surfaces latérales 8, des domaines D, satisfassent
a la condition (s). Nous considérons le probléme de Fourier

(3.2) Lu = f(t,z,u) pour (t,2)eDy— 0Dy,
(3.3) w(t, ) = @(t,x) pour (¢, x)edD,

ou ¢(t, x) est une fonection arbitraire qui vérifie la condition (F) et
Pinégalité w(t,z) < g¢(t,») <ow(t,x) dans HE, , (par example ¢(t, x)
= $o(t, )+ o(t, 2)]).

En vertu du théoréme 2.1 dans [5] il existe unique solution wu,, (¢, x)
du probléme (3.2)-(3.3). D’apres les théorémes 6 dans [4] et 5 dans [3]
(chap. 3, sec. 2) nous avons

[Umlis < ML(IF(E, @, wa)lg + Uml3),
| Pk, < My (y @, )| P54 unl)?F  pour m > F,

ol les constantes M, et M, ne dépendent pas des surfaces latérales S,
et de m. A est un domaine arbitraire, fermé contenu dans Dy. Il est facile
de vérifier & 1’aide de principe de Pextremum que

o (t, @) < Un(t, ©) <o(t,r) pour (t,)e 41

En appliquant le théoreme d’Arzeld et la méthode diagonale du
choix nous en déduisons existence de la suite partielle {u, (¢, x)} presque
uniformément convergeante dans E, ., aveec les dérivées 0/0x;, 0°|0w;0;,
d/ot, i,j=1,2,...,n. BEvidemment la limite wu(¢,x)= limuym(t, x)
satisfait & 1’équation (0.1) et & Dlinégalité (3.1). =00

Remarque 2. 11 est clair que la solution obtenue dans le thé-
oréme 2 appartient 4 la classe €y, (B) pour chaque domaineborné B < K, .
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THEOREME 3. Dans les mémes hypotheses qu’au théoréme 2 Uéquation
(0.1) admet la plus grande et la plus petite solutions dans E, ., vérifiant
Dinégalité (3.1).

Démonstration. Dans ce but considérons équation

(3.4) Lu = f(t, w,u)—0, ol de(—1, +1).

D’apres le théoréme 2 Véquation (3.4) admet au moins une solution

\

u(t, x, 8) satisfaisant a I’inégalité
w(t, ) <u(t,z,d) <o(t,r) dans H,,,.
I1 résulte du théoréme 1 que pour les solutions arbitraires
w(ty @, ), u(t, x, 0) = u(t, ), w(t, , 65), oh —1 <6 <0< <1
est. valable Vinégalité .
(3.5) oty o) <u(t,z, 6;) <u(t,r) <u(t,,d,) <ot ).

Par la méthode utilisée dans la démonstration du théoréme pré-
cédent et d’aprés (3.3) on peut conelure Vexistence des suites 6,0 et
o, 10 telles que

Umax = M U(E, Ty Om)y  Umin(t, @) = limu(t, 2, Op)

N—00 M—>00

sont la plus grande et la plus petite solutions respectivement de Pequation
(0.1) dans £, ., et satisfaisant & Dinégalité (3.1).
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