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Le premier probléme de Fourier
relatif au systéme parabolique d’équations quasi linéaires
dans les domaines non cylindriques

Kusano [2] a démontré le théoréme sur Dexistence et Vunicité de
la solution du probléeme aux limites pour le systéme de la forme

n n
(0.1) L] = Y aj, ﬁ)uﬁixj+2 i (8, @, 0 gy — g

i,7=1

= fult, @,y ..., uY), k=1,...,N.

Dans ce théoréme on peut généraliser les hypotheéses concernant
la régularité de la surface latérale du domaine et de la fonection donnée
sur la frontiére.

§ 1. D’abord nous introduisons des définitions et des notations.
Soit »(2,, ..., #,) un point de Pespace euclidien F, et (f, x) un point de
Pespace-temps E,,,. Nous désignons les distances entre les points P(t, »)
et P'(t', &) par

e(P, Py = [(t—t )Y+ |o—a' T et d(P,P)=[li—t|+|z—a "

olt
n
lo—a'F = D (@i—ai).
i=1
On appele d(P,P’) la distance parabolique. Nous définissons les
Suivantes normes pour les fonctions déterminées dans Pensemble B < E, ,;:

B __ B Iu(P)‘_u(P,)‘
[l = suplu(P)l,  lule = ww%s%% APy
P

e = B+ 3 g, e = lfyat D) e Prat e (0< @< ).
i=1

=1
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On désigne par O,(B) la classe des fonctions wu(t, x) définies dans
un domaine B et satisfaisant & la condition |u|Z < oo, ot ¢ = 0, a, 14«
2+ a.

Soit un domaine D borné, ouvert, non cylindrique et contenu entre
les plans ¢t = 0, t = T << oo et la surface latérale S. Soit 0D = 8 u £,
ot @ = (D~ (t=1t)

Nous disons que le domaine D satisfait & la condition (d), lorsque
pour chaque t, 0 <t, < T, et pour tout point z,ef on peut faire cor-
respondre & toute suite %,, telle que 0 <¢, < T et f, > 1, une suite de
points =, de fagon que mye'.Qtv et @, — @,

La surface S vérifie la condition (8), lorsqu’on peut la couvrir par
un nombre fini des sphéres {2,} de maniére que la portion de la surface §
decoupée par 2, admet la représentation (pour certain ¢) de la forme

@y = h(Ey Byyeeny Bi_ty Bip1yeeey Bu)(by By ouny i1y Bip1y oeey Zn) el

et possédant des propriétés suivantes:

(i) la fonction A appartient & la classe O, (1)),

(ii) les dérivées 0h[0x; vérifient la condition de Holder par rapport
a la distance o(P,P’).

On dit que la fonction ¢(f, #) déterminée sur la frontiére 0.D vérifie
la condition (F), §’il existe une fonction @ (¢, )eC, (D) telle que I'on
ait

D(t, x) = ¢(t,x) pour (t,x)edD.

Dans ee cas nous pouvons définir la norme |<p|gf3u = inf l(b{ﬂa (infimum
étant pris par rapport & tous les prolongements @ e, ,(D)).

Nous disons que la suite de fonetions fx(¢, z, ', ..., u") détermi-
nées pour (¢, x)eD et (ul,...,u") arbitraire, satisfait & la condition W,
lorsque lindice k, étant fixé arbitrairement les relations o = =4
(j # k,) impliquent Iinégalité ([3])

Feolty @y 2) < fioy (b, @, Z).

On dit que la fonetion wg (¢, ) est la barriere de régularité du point
Qe0D pour Véquation quasi linéaire du type parabolique

)

Liv(¢, w)Ju(t, ®) = 2 ai; (t, “f')uzix:,-—{“ E bi(ty 2, V) Uy, +c(t, x)u—u, =0,
t,j=1 =1

si elle satisfait aux conditions suivantes: ‘

1° wq(t, z) est continue dans la fermeture de D, de classe (' dans D
et posséde les dérivées partielles du seecond ordre par rapport aux varia-
bles (#q,...,®,) continues dans D.
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2° Pour chaque point P % @ on a we(P) >0 et wQ(Q) = 0.

3° Pour chaque fonetion »(¢, #) telle que |v] < K (K est une cer-
taine constante) est vérifiée 1’inégalité

Liv(t, x)]wg(t, ) < —1  pour (¢,x)eD.

§ 2. Dans nos considér atwns nous allons utiliser le théoréme suivant:
THEOREME 1. Nous admettons les hypothéses
1° Le domaine D et la surface latérale S vérifient les conditions (d) et
{s) respectivement.
2° Pour (t,x)eD et pour tout vecteur (&, ..., &)
N _
2 abi(t, 1) 88 > ag|E12, a,>0, k=1,...,N.
ig=1
3° Les coefficients aki(t, ©) appartiennent & la classe C,(D) et de plus
vérifient la condition de Lipschitz par rapport & la distance o(P,P') sur
lo surface S (i,j=1,...,n, k=1,...,N).
4° Les coefficients by(t, «, u®) déterminés pour (t,x)eD et —oo < u*
< +oo vérifient la condition de Holder par rapport & la distance d(P, P')
avec Vexposant o et la condition de Lipschitz par rapport & la variable u”.
5° Les fonctions fi(t, z, ul, ..., u®™) vérifient la condition W la con-
dition de Lipschitz par rapport aux variables (u, ..., u®™) et appartiennent
& la classe O, (D) pour chagque swite de variables (ul, ..., w").

6° Les fonctions ¢ (t, x) définies pour (t, x) e 0D vérifient la condition (F).

7° Il ewiste deux swites de fonctions O(t, ») = {O"(t, x)}, O, )
= {0, 2)}, k =1,..., N qui appartiennent aux dasses C,(D), C et
possedent les dérivées partielles du second ordre par rapport aux variables
(@qy ..y @) continues dans D et de plus vérifient les inégalités

fult, @, O, @) — LF[OF(t, ©)] = 0 = fi(t, w, O, 2)) — L*[0%(t, @)
pour (t, w)eD— 0D
0" t, @) = ¢"(t, w) = O (t,®) powr (t,@)eD, k=1,...,N.

Dans toutes ces hypothéses il ewiste Punique solution du systéme (0.1)
satisfaisant aux conditions limites

(2.1) W (t, x) = ¢ (t,®) powr (t,w)edD, k=1,..,N

€t de plus cetie solution vérifie les inégalités

(22) L, <0 (FJFZlfzt Ty uty .., )|0+Vlu 9+ sup p"(t, w)l)

(t,2)edD
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pour chaque ensemble A fermé, contenu dans D et pour chaque a,¢(0, a).
La constante C ne dépend pas de la surface latérale S et de la solution (F dé-
signe la constante de Holder pour fonctions fi(t, ®, , ..., u™) par rapport
aux variables (1, x)).

Démonstration. En vertu du théoreme 2.2 dans [2] il existe la
solution du probléme (0.1)-(2.1). L’hypothése 5° et la condition (d)
garantissent 1’unicité de la solution. Nous montrerons les inégalités
(2.2). On sait que la solution du probléme (0.1)-(2.1) est la limite de la
suite wuk,(t, z) telle que ([21)

L (t, @)1+ M (t, @) = fiu(ly @ Uy ey Uin_1) + Mtim_y (2, )

pour (t, @)eD—0aD,
uk(t, ) = ¢"(t, x) pour (1,x)edD, uf;’(t, ) = é"(t, x) pour (t, x)eD,
ot M désigune la constante de Lipschitz pour les fonetions fi. (¢, z, !, ..., u®)

par rapport aux variables (u!, ..., «"). Kusano [2] a démontré que les

fonetions % (¢, #) et u®(t, ) = limuk (¢, #) vérifient les inégalités
H ’ I 7

(2.3)  OF(t, @) < uh(t, ) < O%(t, @), O, @) <ui(t, @) < < 6"(t, m)

(k=1,...,N).
En vertu du théoréme 6 dans [1] nous avons

(2.4) (utfly s o <Dy (IfilEy @, Wh_ryerey Um_1)13+ sUp 19" (¢, @)+ M {um_slZ),

(¢,x)ed D
k4 1 N 40 k 4 k 4
Um_1l14e < M2(|fk(t7 Ty Um—gy -y Um—o)[o + M [Um_sl5 + Ium~1[0)

ou les constantes M, et M, ne dépendent pas de la surface § et de m.
D’autre part nous avons

AP, P)~° fi(ty @y Um_y(t, @), ..., Um—1(t, @) —
—futs &y w1 (F, ), oo yum_y (B, B))
S AP, PYyIfu(t, 2, um_1(t, @), ..., Um_(t, ®)) —
—fully By U1 (By @), ey Um_1 (E, @)+
+ AP, PYfu(t, @y tm_y(F, 8),y ooy Ui (¢, ) —
~fiult, Ty uma (B, B), -, qﬁ_l(i, z))

N
S F+ Y Ma(P, PY by (t, 2)— w1 (F, B)].
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Il résulte I'inégalité dérniére et de (2.4) en prenant 6 = a que

Ml < Myifi (B @,y Uy oeey U )l +

N
+M1 [F+Z JI/I(Mzift(t, €, u/}n_z, seey %%—2”61‘}‘

b MMy ko184 My b1 ]+Ml sup " (¢, @)+

.’c)s

—I—MIIIIZIVI([fk t, v, um-..z, ceey ’”/m_z)lo +M[um_2|0 + Wfrz-1|§)~
D’ici, en choissisant des constantes convenablement, nous obtenons

(25) Il < (F+|fk<t @y U1y ooy U )l

-+ E [fi (¢, 2, u1ln—2a cevy uﬁ{_z)té’Jr

i=1

= 5’ (Ui d +21um i+ sup " (t,)))
= 1 (t,x)edD

ol ¢ ne dépend pas de m et de la surface S. Il résulte des inégalités (2.5)
et (2.3) qu’il existe une constante ¢; non dependant de m et telle que
|um]2+,,< Cl Donc on peut supposer que ]um|2+a1 - |u" |2+a17 parce que
la suite um est compacte au sens de la norme | |2+a1, a; < a. D’autre
part nous avons |uk|2 +a < const- |um|2 oy Ol la costante ne dépend que
du diamétre du domaine 4, done le passage & la limite dans 1’inégalité
(2.5) nous donne l’estimation (2.2).

§ 3. Avant de passer & la démonstration du notre théoréme nous
introduisons encore la suivante désignation.

Par 8, nous désignons l’ensemble des points du domaine D, pour
lesquels 1a distance de la surface latérale S est inférieur & 7.

THEOREME 2. Nous supposons que les hypothéses 2°, 4°, 5° du théoréme 1
sont wvérifiées et que

1° Dans chaque point de la frontiére parabolique 0D il existe Za barriére
de régularité wq(t, x) commune pour tous les opérateurs "),

3° Il existe une suite d’ensembles non cylindriques (cf. définition du § 1)
Dy, telle, que D, = D, im Dy = D, Dy < Dy pour m =1,2,... et

M—»00

chaque ensemble D, vérifie les conditions (d) et (s). Le domaine D vérifie
la condition (d).

6° ai—“,-(t, x) appartiennent o la classe O, (D) et satisfont & la condition
de Lipschitz par rapport aux variables (t, x) pour (t, x) e, (pour un certain
N>0), 4,j=1,...,m, k=1,...,N.
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7° Les fonctions ¢"(t, ®) sont continues pour (t,x)edD.

8° Il existe deux suites de fonctions {@k(t, 2)}, {@k(t, o, k=1,...,N
qui appartiennent aux classes C,(D) et C* et possédent les dérivées partielles
du second ordre par rapport aux variables (%y, ..., x,) continues dans D
et de plus vérifient les imégalités

fults @y O(t, ) — L [6"(1, )] 2 0 > fult, @, O, @) — L°[O"(t, )]

pour (t,x)eD—0D et
6" (t, @) >¢"(t, w) > 6" (1, )

pour (t,x)edD, k=1,...,N.

Dans toutes ces hypotheses il existe Vunique solution du systéme (0.1)
satisfaisant aux conditions aux limites

w'(t, ®) = ¢"(t,2) pour (t,x)edD, k=1,..., N.

Démonstration. D’abord mnous démontrerons notre théoréme
sous I’hypothése additionnelle que les fonctions données sur la frontiere
satisfont 4 la condition (F) et ensuite nous nous débarrasserons de cette
hypothése. Supposons donc que les fonetions ¢°(t, #) satisfassent & la

condition (F). Soit {D,} une suite d’ensembles vérifiant 'hypotheses 3° et
considérons le probléeme de Fourier

(3.1) (e, )1 = fiult, @, wi(t, 2), ..., & (t, @),
(3.17) : w¥(t, @) = Ph(t, ) pour (¢,2)edD,
ol

D (t, @) = D*(t, )lo

n

et OF(t, w) désigne un prolongement appa,rtenant ém 1& classe O,(D) de la
fonetion ¢"(t, ) et telle que O°(t, x) < ¢*(t, @) < 6°(¢, x) pour (¢, x)eD.
On peut supposer que les ensembles S,, sont contenus dans S,, alors en
vertu du théoréme 2.2 dans [2] il existe I'unique solution du probléme
(3.1)-(3.1™). 11 résulte du théoréme 1 que pour a; < @ NOus avons

N
ity < O (F+ X1 (030, . 1) 7 S’Iumu?wr S ot 2))
i=1 Z)E l
pour m >1, ol la constante C ne dépend pas des surfaces latérales S,
des domaines D,, et de m. D’aprés inégalité (2.3) nous obtenons qu’il
existe une constante ¢, non dépendant des surfaces 8, et de m et telle que

% D
],M’MIZlal < 02'

En appliquant le théoréme d’Arzeld et la méthode diagonale nous
en concluons l’existence d’une suite partielle {ufm} presque uniformément
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convergeante dans D avec les dérivées d/0x;, 020w, 0z, 0[0t, 4, =1, ...,n.
Evidemment les limites uk(t, z) = limufm(t, x) satisfont au systéme
M—>00

(0.1). Maintenant nous montrerons que les limites uk(t, ) coincident
avec les fonetions données sur la frontiére dD. Soit ¢ >0 un nombre
arbitraire. D’aprés la continuité de la fonction @(¢, #) nous choisissons
Ia boule V, de centre ¢ de facon que l'on ait

(3.2) P (Q)—e < D°(t,2) <¢"(Q+¢ pour (t,2)eVon D.
Pour (t,x)eVy ~ D,y = Gy, nous définissons les fonetions auxiliaires
Th(ty @) = ¢ (Q)+ ¢+ Cwq(t, @) — uh(t, ),
Oh(t, @) = ¢"(Q)—e— Cwg(t, @) —un(t,2) (k=1,...,N).

Désignons par 0D,, la partie de Pensemble dD,, située dans @, et
par F’'(Vy) la partie de la surface de la boule Vy contenue dans D. En
vertu de (3.2) et (3.1™) nous avons

(3.3) Ta(t,®) =0 et  wvn(t,x) <O pour (¢, x)edD;,.

Ces inégalités sont valables aussi pour (f, x)eF'(Vgy) pour C assez
grand, parce que la fonetion wg(t, #) atteint un minimum positif sur la
frontiére F”(V,) et les fonctions wy, sont bornées indépendamment de m.
Done, les inégalités (3.3) sont valables sur la frontiére de 1’ensemble G,,.
D’auntre part en vertu de la définition de la barricre et de (2.3) nous avong

(3.4) LF[ub 10t = OLF[uk, Yoo (t, @) —fi(t, @, Up, ..., tm) < O
pour (f, x) eG,, et pour C assez grand. D’une fagon analogue on obtient
(3.5) LFluploh >0 pour (t,z)eGy.
11 résulte des inégalités (3.3), (3.4) et (3.5) que
(3.6) >0 et 9y, <0 pour (f, )Gy,

parce que 7., ne peut pas atteindre un minimum negatif dans G, et v,
ne peut pas atteindre un maximum positif dans G,,. D’aprés les derniéres
inégalités nous avons

(3.7) 7 (Q) — e— Corg(t, 1) <t (t, @) < ¢ (Q)-+ e4Caglt, x)
@’olt il résulte que

7" (Q)—e < limintu*(t, z) < limsup®(t, #) < ¢*(Q)+¢
t,2)—~0 (t,2)—->0Q

Parce que my(Q) = 0, ce qui signifie que

Q) = lim uf(t, ®) = ¢"(Q) pour QedD.
t,7)—~Q
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Maintenant supposons que les fonctions (pk (t, ) soient seulement
continues. Par @"(t,x) nous désignons le prolongement continu de la
fonction (pk (t, ®) sur Pensemble D. En vertu de I’hypothése 8° on peut
choisir ce prolongement de facon que l'on ait

O (t, w) < O*(t,0) < O*(t, @) pour (t,x)eD, k=1,...,N.

Soit wfn une suite de fonctions de classe C,,,(D) uniformément con-
vergente vers la fonetion " (t, #). D’aprés linégalité derniére on peut
la choisir de sorte que

O (1, 2) < yi(t, o) <Ot @), k=1,..,N
pour chaque m et pour (t, x)eD. Considérons le probléme de Fourier
(3.8) L [ (¢, )] = fult, @, wnn(t, @), ..., um(t, @),
(3.9) ub(t, 2) = «))’,;,(t,x) pour (t,®)edD, k=1,...,N.

11 résulte de la premiére partie de la démonstration qu’il existe
Punique solution da probléme (3.8), (3.9). Il est facile de montrer & I'aide
du théoréme 1 que

N
Wiy < C(F+ X 1filt, @ why ooy R REAU 2)))
i=1 »T)€

ou A est un domaine arbitraire, fermé, contenu dans D, et la constante C

ne dépend pas de m. C’est pourquoi nous pouvons supposer que la suite
%

um(f, ) est presque uniformément convergeante dans D avec les dérivées
00z, 0%*|0x;0x%;, 0)0t, ¢,j =1,...,n En appliquant la barriére nous
démontrons que la fonection w*(t, ) = lim u’,;(t, x) vérifie la condition
Mm—s00

w*(Q) = ¢"(Q) pour Q<dD, et de plus il est facile de montrer que la suite
de fonctions wl(t, z), ..., u" (t, x) satisfait au systéme (0.1).
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