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Le premier probleme de Fourier 
relatif au systeme parabolique d’equations quasi lineaires 

dans les domaines non cylindriques

Kusano [2] a demontre le theoreme sur l ’existenee et 1’unicite de 
la solution du probleme aux limites pour le systeme de la forme

П П
(0.1) L k[uk] =  JT akj(t, x)uk.x. p ^ b ki{t, x, ик)и\— щ

i, j = l г=1

=  fjc{t i № i W U )j Ti =  1 j ... 1 N .

Dans ее theoreme on peut generaliser les hypotheses coneernant 
la regularite de la surface latórale du domaine et de la fonction donnee 
sur la frontiere.

§ 1. D ’abord nous introduisons des definitions et des notations. 
Soit x(xx, ..., xn) un point de 1’espace euchdien En et (t, x) un point de 
1’espace-temps E n+1. Kous dósignons les distances entre les points P{t ,  x) 
et P ' ( f , x' ) par

q( P , P ' )  =  \x -x ' \* f 2 et d{P ,P ' )  *= [\t-t'\ +  \ x - x \ * f 2

ou
П

\x—x \2 == ^  (Xi—x'i)2.
i=  l

On appele d ( P , P ’) la distance parabolique. Kous definissons les 
sui vantes normes pour les fonctions dóterminees dans Г ensemble В <= En+1:

и к \U(P) — U(P')\
Mo =  sup \u(P) \ ; №  =  \u\0+  SUp  л/р~р/ча~’

PeB P,P'eB d \ P , Jr )
Рф Р'

n n

N ?+„ =  i» if +  Y  |«4i f , m ?+„ =  |«lF+„+ У  !«*(1?+0+ М ?  (о <  а <  i ) .
iZ 1 г=1
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On designe par Ca(B)  la classe des fonctions u(t, x) definies dans 
un domaine В et satisfaisant a la condition \u\q <  oo, oil q =  0, a, 1-4-a, 
2 -f- a.

Soit nn domaine I )  borne, ouvert, non cylindriqne et contenn entre 
les plans t — 0, t =  T  <  oo et la surface latórale 8 . Soit dD — 8  w Q0, 
o u Qto =  (D ^  {t =  h))-

Nous disons que le domaine I )  satisfait a la condition (d), lorsque 
pour chaque t0, 0 <  t0 <  T, et pour tout point xQeQt0 on peut faire cor­
responds a toute suite tv, telle que 0 <  tv <  T  et tv -> t0, une suite de 
points xv de faęon que xv eQtv et xv —> x0.

La surface 8  verifie la condition (s), lorsqu’on peut la couvrir par 
un nombre fini des spheres [ Щ  de maniere que la portion de la surface 8  
decoupee par Ev admet la representation (pour certain i) de la forme

Xi = h ( t , X i, ..., Xi_ i , X{ą. i , • • •, Xn) ( t , X±, ..., X-i_ i , 1 j • • • ? ̂ n) eT v

et possedant des proprietśs suivantes:
(i) la fonction li appartient a la classe C2+a(Tv),

(ii) les derivees dhjdxk verifient la condition de Holder par rapport 
a la distance q( P , P ' ) .

On dit que la fonction <p(t, x) determinee sur la frontiere dD verifie 
la condition (F), s’il existe une fonction <P(t, x) eC2+a {D) telle que Fon 
ait

Ф( 1, х )  — (p{t} x) pour (t , x ) edD.

Dans ce cas nous pouvons definir la normę |(p\d2+a =  inf \Ф\2+а (infimum 
etant pris par rapport a tous les prolongements Фе02+а(-0)).

Nous disons que la suite de fonctions /*(/, x, u1, uN) determi- 
nees pour (t , x ) e D  et (u1, uN) arbitraire, satisfait a la condition W, 
lorsque l ’indice Jc0 etant fixe arbitrairement les relations ł 0 =  zk\  d  >  z1 
( j  Ф K)  impliquent l ’inegalite ([3])

f h (t, x, Z)  <  f kQ{t, x , Ź ) .
«L

On dit que la fonction o)Q(t, x) est la barriere de regularite du point 
QedD pour l ’equation quasi linbaire du type parabolique

П П

L\v{t , x) ]u( t ,  х) =  yj Oij(t, x)ux.x.~\~ bi(t, x, v)ux.pc{ t ,  x)u — ut =  0,
i,j= 1 i—1

si elle satisfait aux conditions suivantes: '
1° a)Q(t , x) est continue dans la fermeture de D, de classe C1 dans D i 

et possede les dórivees partielles du second ordre par rapport aux varia­
bles (хг , xn) continues dans D.
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2° Pour chaque point P  ф Q on a coQ(P ) >  0 et a>Q(Q) =  0.
3° Pour chaque function v(t, x) telle que |®| <  К  (К  est une cer- 

taine constante) est vórifióe l’inegalite

L[v ( t ,  x)]coQ(t, x) <  —1 pour (t , x ) e D .

§ 2. Dans nos considerations nous allons utiliser le theoreme suivant:
T h e o r e m e  1. Nous admettons les hypotheses
1° Le domaine D et la surface later ale 8  verifient les conditions (d) et 

(s) respectivement.
2° Pour (t , x )eD et pour tout vecteur

П
^  a%{t, x ) h l j  >  «ol£!% «o > 0 ,  fc =  l, ...,J V .

3° Les coefficients a%{t, x) appartiennent d la classe Ga(D) et de plus 
verifient la condition de Lipschitz par rapport a la distance q( P , P ' )  sur 
la surface 8  {i, j  — 1 , n, h —

4° Les coefficients bjd(t, x, uk) determines pour (t, x )eD et — oo <  
< -[-oo  verifient la condition de Holder par rapport a la distance d ( P , P ' )  
avec Vexposant a et la condition de Lipschitz par rapport a la variable uk.

5° Les fonctions f k(t, x, u1, uN) verifient la condition W la con­
dition de Lipschitz par rapport aux variables (u1, ..., uN) et appartiennent 
a la classe Ca(D)  pour chaque suite de variables (u1, ..., uN).

6° Les fonctions pk(t, x ) definies pour (t, x)edD verifient la condition (F).

7° I I  existe deux suites de fonctions 0( t ,  x) =  {&k(t, x)}, @(t, x) 
~ { 0 k(t,x)},  k =  l , . . . , N  qui appartiennent aux classes Ga{D),  C1 et 
possedent les derivees partielles du second ordre par rapport aux variables 
(x1} ..., xn) continues dans D  et de plus verifient les inegalites

f k(t, x, 0( t ,  x ) ) - L k[ e k(t, x) ]  >  0 x, 0( t ,  x ) ) - L k[ e k(t, ®)]

pour (t , x ) eD — dB

0 k{t, x) N <pIc(h x ) ^  ®k(h x) Pour ( t , x )eD,  к =  1 , ..., N.

Dans toutes ces hypotheses il existe Vunique solution du systeme (0.1) 
satisfaisant aux conditions limites

(2.1) uk(t, x) =  <pk(t, x) pour (t, x)edD, к =  1, ..., N  

ot de plus cette solution verifie les inegalites

N  Я
(2.2) \uk\f+ai^ c ( F + y \ f i ( t , x , u 1 , . . . , u N)\^N^\ul \^N sup \<pk(t,x)\\

' . 9 = 1 (tyX)edD
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pour chaque ensemble A ferme, eontenu dans D  et pour chaque a1e(0 , a). 
La constante C ne depend pas de la surface later ale 8  et de la solution (F  de- 
signe la constants de Holder pour fonctions f k(t, x, u1, ..., uN) par rapport 
aux variables (t, x)).

D em onstration . Bn vertu du theoreme 2.2 dans [2] il existe la 
solution du probleme (0.1)-(2.1). L ’hypothese 5° et la condition (d) 
garantissent l ’unieite de la solution. Nous montrerons les inegalites
(2.2). On sait que la solution du probleme (0.1)-(2.1) est la limite de la 
suite Um{t,x) telle que ([2])

L  ~\_um{t, x )] -J Mum(t , x) —  f k(t , x , um_ i j • • •, um_i) -f~ Alum_ i {t, x)

pour (t, x ) eD— dH,

Um(t, x) — pk ( t , x) pour (t , x ) edD, u\{t, x) =  0k Ц, X) pOUT (t , x)eD, 
ou M  designe la constante de Lipschitz pour les fonctions f k{t, x, u1, ..., uN) 
par rapport aux variables {u1, . . . , uN). Kusano [2] a demontre que les 
fonctions Um(t, x) et uk{ t , x ) =  lim Um{t,x) v&rifient les inógalites

та_» oo

(2.3) e k(t, x) x) a e k( t ,x) ,  e k(t, x) K u k(t,w)

En vertu du theoreme 6 dans [1] nous avons

(2.4) \Um\2+a^ M 1 (\fk(t,X, Ulm_i , . . . ,Um- i )\iP  sup \<pk{t, x) | + M \ i \ i ),
(t,X)edD

\Um_ a 11 4-<5 ^  00, Um_ 2, • • •) Um_f) |o -j~Ъ1 \Um_2\ą -f~ \um_ i|0 )

ou les constantes М г et M 2 ne dependent pas de la surface 8  et de m. 
D ’autre part nous avons

d ( P , P )  J f k (t, x , um_ i (t , x ), , um~i {t, x)j

fkify X, U<m—\ if у 00) у ... ,Um_ i(t, #))|

d(P , P )  Jjfk {t, x , um__i{t, x ) , . . .  у um_i ( t , x)j 

fk IfyOOy Um__i {t, x) , ..., Um__i {t, fl?)j| -\~

-)~ d{P , P )  jf k {tу x у um_i { i, x ) , ..., um_ l i t , ж)| 

fkify X, Um_i(t,  x) , •••, Um_iit,  Я?)||
N

<  F p  Md iP ,  P )~a\Um_iit, X)—Um_iit, x)\.
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II resulte Pinegalite derniere et de (2.4) en prenant ó =  a que 

t ó 2+« < ^ l \ f k  {t, OD, Um-l)\o +
N

+  m Ą f +  M ( M 2 x, ulm_2, ..., W L2)lo +
i=l

+  ЖЖ2 |#m_2lo +^2|Wm-ilo)l+^l SUp 19>*(<>®)| +
J (t,X)edD

H~~ \Ш2Ш (\fk{t) Ж) % - 2  j • • • > 2 ) lo* “Ь-If |'M'm-2 lo +  Nm-i 1(f) •

D ’ici, en choissisant des constantes convenablement, nous obtenons

(2.5) Nm|2+a ^  @ (-P+  1/*(Ь um-n • • • > i)lo +

+ У, I fi (t, 30 i Um-2, w£-2)lo +
i=  1
2V iV

+  У  Nm_2lo +  У  Nm-llo +  SUp <pk(t,x)  |)
i=  1 г=1 (t,X)edD

ой C ne depend pas de m et de la surface 8 . II resulte des inegalites (2.5) 
et (2.3) qu’il existe une constante Gx non dependant de m et telle que 
t ó 2+e<  Done on peut supposer que \ukm\i+ai |и*|2+в1» parce que 
la suite u1̂ est compacte au sens de la normę | |2+ai, oq <  a. D ’autre 
part nous avons \u!̂ \i+ <  const-|̂ ш|2+0> °й la costante ne depend que
du diametre du domaine A, done le passage a la limite dans Pinegalitó
(2.5) nous donnę 1’estimation (2.2).

§ 3. Avant de passer a la demonstration du 1 1 0 tre theoreme nous 
introduisons encore la suivante dósignation.

Par Sr, nous designons 1’ensemble des points du domaine D, pour 
lesquels la distance de la surface laterale 8  est inferieur a rj.

Theoreme 2. Nous supposons que les hypotheses 2°, 4°, 5° du theoreme 1 
sont verifiees et que

1° Bans chaque point de la frontiere parabolique dB U existe la barriere 
de regularite coQ( t ,x)  commune pour tous les operateurs L k[vk\uk.

3° I I  existe une suite d’ensembles non cylindriques (cf. definition du § 1) 
Bm telle, que Bm с  B, lim Bm — B, Bm <= Bm+ x pour m — 1 ,2 , . . .  et

m~+ 00

chaque ensemble B m verifie les conditions (d) et (s). Le domaine В  verifie 
la condition (d).

6° a%(t, x) appartiennent a la classe Ca(B) et satisfont d la condition 
de Lipschitz par rapport aux variables (t, x) pour (t , х )е 8 Г1 (pour un certain 
^ > 0 ), =  Л =  1
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7° Les fonctions <pk( t ,x)  sont continues pour (t , x )edD .
8 ° I I  existe deux suites de fonctions {0k{t, x)}, {0k(t, x)}, к =  1 , ..., N  

qui appartiennent mix classes Ca(D) et C1 et possedent les derivees partielles 
du second ordre par rapport aux variables (x1 1 . . . , x n) continues dans D  
et de plus verifient les inegalites

f k(t, x, 0{t,  x)) — L k[0k{t, x) ]  ^  0 > f k{t, x, 0{t,  x)) — L k[ 0 k{t, x)~] 

pour (t, x ) e D — dD et

0 k{t1 x) > 9  k(t, x) >  0 k{t, x) 

pour (t, x)edl ) ,  к =  1 , ..., N .
Dans toutes ces hypotheses il existe Vunique solution du systeme (0 .1 ) 

satisfaisant aux conditions aux limites

uk( t , x) — 9  k(t, x) pour (t , x)edD, к =  1 , ..., N.

D em onstration . D ’abord nous demontrerons notre theoreme 
sous l ’hypothese additionnelle que les fonctions donnees sur la frontiere 
satisfont a la condition (F) et ensuite nous nous debarrasserons de cette 
hypothese. Supposons done que les fonctions <pk{t, x) satisfassent a la 
condition (F). Soit { Dm]  une suite d’ensembles vórifiant l ’hypotheses 3° et 
considerons le probleme de Fourier

(3.1) L k[uk{t, x )] =  f k(t, x , x), ..., uN{t, x)),

(3.1m) Uk(t , X) =  0m{t, X) pOUr ( t ,x)edDm
ou

Фт(«,® ) =  4>k{t,x)\dVm

et 0 k( t ,x)  designe un prolongement appartenant a la classe Oa(D)  de la 
fonction 9 k( t ,x )  et telle que 0 k{t1 x) < 9 k( t ,x)  <  0 k{t ,x)  pour ( t ,x)aD.  
On pent supposer que les ensembles 8m sont contenus dans 8 Ф alors en 
vertu du theoreme 2 . 2  dans [2 ] il existe l ’unique solution du probleme
(3.1) -(3.1m). I l  rósulte du theoreme 1 que pour ax <  a nous avons

N N
\Um\?lai <  C (.F + JT)/* {t,X,ult, ..., U )̂\?4~- \Um\ol+  SUp \р ( t , Ж)])

pour m >  1 , ou la constants C ne depend pas des surfaces later ales 8 m, 
des domaines D m et de m. D ’apres Pinógalite (2.3) nous obtenons qu’il 
existe une constante C2 non dependant des surfaces Sm et de m et telle que

En appliquant le theoreme d’Arzela et la methode diagonale nous 
en concluons l ’existence d’une suite partielle {ukm} presque uniformement
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convergeante dans D  атес les deriyóes djdxi, d2jdxidxp djdt, i ,  j  =  1, 
Eyidemment les limites uk{t, x) =  limuk (t , x) satisfont au systeme

7fl~-b-0Q
(0.1). Maintenant nous montrerons que les limites uk(t ,x)  coincident 
avec les fonctions donnśes sur la frontiere dB. Soit e >  0 un nombre 
arbitraire. D ’apres la continuite de la fonction Фк{\t, x) nous cboisissons 
la boule V q de centre Q  de faęon que l ’on ait

(3.2) (pk{Q) — £ <  Фк^, x) <  (pk(Q )+  e pour ( t , x ) eVQr^D.

Pour (t, x ) eVQ Dm =  Gm nous definissons les fonctions auxiliaires

Vm{t, x) =  cpk{Q) +  e+C( 0Q(t, x) — Um(t, x),

Vm{t, x) =  (pk(Q) — s— C(i)Q{t, x )—ukn{t, x) (k =  4 , N) .

Designons par dD'm la partie de l ’ensemble dBm situee dans Gm et 
par F ' ( V q) la partie de la surface de la boule VQ contenue dans D. En 
yertu de (3.2) et (3.1m) nous ayons

(3.3) Vm( t , x )^  0 et vkn( i , x ) ^  0 pour ( t,x)edB'm.

Ces inegalites sont yalables aussi pour (t, x ) eF ' (VQ) pour C assez 
grand, parce que la fonction coQ(t ,x)  atteint un minimum positif sur la 
frontiere F ' ( V q) et les fonctions иkm sont bornees independamment de m. 
Done, les inegalites (3.3) sont yalables sur la frontiere de l ’ensemble Gm. 
D ’autre part en vertu de la definition de la barriere et de (2.3) nous ayons

(3.4) L k[u t ]v kn =  CLk[Um]a)Q{t, x )—f k(t, x, ulm, u%) <  0  

pour(£, x)eGm et pour C assez grand. D ’une faęon analogue on obtient

(3.5) L k[Um]Vjn> 0 pour (t, x)eGm.

II resulte des inegalites (3.3), (3.4) et (3.5) que

(3.6) et 0  pour {t ,x)eGm,

parce que vkm ne peut pas atteindre un minimum nęgatif dans Gm et y!cn 
ne peut pas atteindre un maximum positif dans Gm. D ’apres les dernieres 
inegalitds nous ayons

(3.7) <pk(Q )~ £—Co)Q(t, x) ^,Um{tjX) ^ <pk (Q)\- e-\-GcOg(t, X) 

d’oii il resulte que

(pk{Q) — s < lim in fuk{t, x) <limsupwfc(̂ , x) <  <pk(Q) +  e
(t,x)-^Q (t,x)->Q

parce que <oq{Q) =  0 , ее qui signifie que

uk(Q) =  lim uk( t ,x)  =<pk{Q) pour QedB.
(t,x)->Q
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Maintenant supposons que les fonctions <pk{t, x) soient settlement 
continues. Par Фк(1 , x) nous dósignons le prolongement continu de la 
fonction qpk(t, x) sur l ’ensemble D. En vertu de rłiypothese 8 ° on peut 
choisir ce prolongement de faęon que Г on ait

0k{t, x) <  0 k{t, x) <  &k{t, x) pour (t, X)eD, Ti — 1, N.

Soit ifm une suite de fonctions de classe C2+a(D)  uniformement con- 
yergente vers la fonction Фк {t, x). D ’apres l ’inegalite derniere on peut 
la choisir de sorte que

&k(t, x) <  y)m ( t , x) <  ©k ( t , x) , Tc =  1 , ..., N

pour chaque m et pour (t , x)eD.  Considerons le probleme de Fourier

(3.8) L  [um{t , ж)] := f]ę (t, Xy um(t , x) j ... 5 wm(i, x )} ,

(3.9) Umit, x) =  x) pOUr (t,x)edJD, T i = l , . . . , N .

II rósulte de la premiere partie de la demonstration qu’il existe 
l ’unique solution du probleme (3.8), (3.9). II est facile de montrer a l ’aide 
du theoreme 1  que

N

tó t-a , <  c (f +  У  OC, Um, ..., )\$ +  sup IS^^aOl)
1 t z 1 (t,X)edD 1

ou A est un domaine arbitraire, ferme, contenu dans I), et la constante C 
ne depend pas de m. C’est pourquoi nous pouvons supposer que la suite 
Um(t, x) est presque uniformement convergeante dans D  avec les derivóes 
djdxi, d2jdxidxj', d/dt, i , j  =  l , . . . , n .  En appliquant la barriere nous 
demontrons que la fonction uk( t , x ) =  lim Um{t, x) xerifie la condition

m_* oo
uk(Q) =  cpk(Q) pour QedJD, et de plus il est facile de montrer que la suite 
de fonctions u1̂ , x), uN (t, x) satisfait au systeme (0 .1 ).
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