
ROCZNIKI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MATEMATYCZNEGO 
Seria I: PRACE MATEMATYCZNE XI (1968) 

ANNALES SOCIETATIS MATHEMATICAE POLONAE 
Series I: COMMENTATIONES MATHEMATICAE XI (1968)

A. Grużewski et A. SciimzEL (Varsovie)

Sur les iterations d’une fonction arithmetique

Soit une fonction arithmetique /  et soit la suite

(1) n, f(n ) ,f f(n ) ,  ...

II est bien connu que pour certaines fonctions /  cette suite est pour 
ehaque n periodique (cf. [3], [4], [5]). Toutes ces fonctions ćtudióes sont 
definies a l’aide du developpement decimal de n, done a 1’aide de la struc­
ture additive de n.

Le cas des fonctions /  definies a 1’aide de la structure multiplicative 
de n est beaucoup moins ótudie. On n’a dómontró la póriodicite de (1) 
que pour des valeurs particulieres de n (cf. [1], [2]).

Let but de cette note est d’ótudier le comportement de la suite (1) 
dans un cas ой f(n) depend d’une faęon explicite de la structure multi­
plicative de n.

Soient p ly ...,P k  tous les facteurs premiers de n dans 1’ordre non- 
decroissant, e’est-a-dire que

n =  PiP2 • Pk et p x < p 2 <  ...
Posons

f(n) =  l - p k + Pi-Pk~i+---+Pk-l

_  j 2(Pk+Pk-iPi+---+P(k-i)iifP(k+i)iz) si Tc est impair1,
\2(pk +  Pk-iPi +  -^+Pki2 -iPk[2+i+Pki2 si Tc est pair,

e’est-a-dire que /  est une convolution de la suite 1, р Х1 p2, . . . ,  pk avec 
elle-meme.

Nous allons demontrer le
Theoeeme. Pour tout n natur el la suite (1) est periodique avec le periode 

pur ou mixte (16), (18), (35, 39) ou (22, 26, 30).
Lem m e  1 . Si n >  78 et

(2) / ( w ) > * w - 4

on a n =  p, pq ou 4q, ou p et q sont des nombres premiers.
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D em onstration . Soit n =  р гр 2 • • • Pki Pi ^  P2 <  • • • <  Pki & >  3 
et supposons d’abord que Tc est impair, Tc — 2Z +  1 >  3.

Alors
■kn—f{n) =  ••• г̂г+i- -2(p2Z+1+p2Z^i+ ••• +P1+1P1)

> 2p 2l+l(2l~3p ll+l- p ll - l )  >  4 +  ZpiPn+i(2Z“3p \—l—l)  
et (2) implique

2z"3p z - Z - l  <  0,
(рой Z == рг =  2 on Z <  1.

Si Z =  рг =  2 on a =  2 et
•In - f ( n )  > 2p5(p3p4- 5 ) ,

done (2) entraine p3p4 =  4. II en resulte p z = p^ — 2, \ n —f{n) =  8p5 — 
— 2 (ps +  8) et (2) impliqne p 5 <  3, w <  48. Si Z =  1 on a

\ n - f { n )  =  i(i>iP2- 4 ) ( p 3- 4 ) - 8 ,

done (2) entraine (PxP2 — 4)(p3 — 4) <  24 et on bien п = р лр 2р г ^ 1 3  
on bien P1P2 — 4.

Supposons maintenant que & est pair, Tc — 21 >  4. Alors 

\ n —f{n) =  -  (2j>2i +  2p2z_ii>1 +  - • ■ +  2^+iiJz-x +  rf)
>  P21 i\Pi- • ■ J>2I- 1 -  2  -  2px - . . .  -  2рг_ X -  р г)

> P 2i(2l~2p li — 2lpi) =  2р 1р2г(2г- гр 1Г 1- 1)

et (2) impliqne Z =  2 ,p 2 <  3. II en resnlte

1 1 / 4 \ „ 8
- n - f ( n )  =  —bxi>3------ (̂ 2l>4—4)—j>2--------2 2 \ p 2l p 2

et
/ 4 \ „ 1 6
bii>3------ ( ^ 4 -  4) <  2p2 H----------h 8.
\ P2! P 2

Si p 2 = 3 on obtient n =  PxP^PzPi <  54, si =  2 alors w <  60, 
ce qui acheve la demonstration.

Lemme 2. Soit n >  78 eZ f (n)  >  w. AZors ow 1) n =  p 014 2) тг =  2p 
ou 3) n — p 2 ou enfin 4) n = p(p-\-2). Bans les cas 1), 2), 3) p est un 
nombre premier, dans le cas 4) p et aussi p -f- 2 sont des nombres premiers.

D em onstration . Yu Lemme 1 il ne reste qu’examiner les cas 
n — pq et n — 4q, on q est nn nombre premier. Supposons d’abord que 
n = pq, p > 2 et q >  p-\- 2.

Si p = 3 on a q >  26 et n —f(n)  =  3q — 2q — 9 = q — 9 >  0.
Si p >  5 on a g > p  +  4 et w —/(w) =  q{p — 2)—p 2 >  { p 4) X 

X { p - 2 ) - p 2 =  2 (p -4 )  >  0.
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Supposons maintenant que w =  Alors q >  19 et n —f(n)  
=  2 (g -4 )  > 0 .

Lem m e  3. S i p  >  37, p est un nombre premier, on a

/ з {p) si p +  2 esZ un nombre compose,
f iip) si р + 2 esZ ww nombre premier,

ой f k est lc-ieme iteration de la fonetion /.
D em onstration . On a f 2(p) =  2(p +  2) et si p-f-2 est nn nombre 

compose on obtient de Lemme 1

h i p )  =  f ( h i p ) )  <  i / 2 ( i > )  —  4  =  p - 2 .

Si p +  2 est nn nombre premier on a fAp)  — 2(p +  4). D’autre part 
p et p + 2 etant premiers on a p ~  — 1 mod 3. Alors, p +  4 — 0mod3 
et comme 2 (p +  4) n’est pas de la forme 4q on obtient en vertn de Lemme 1

hip)  = f(h(P)) < i h i p ) ~ 4 = p .
L em m e  4. Si p >  7, p est un nombre premier, on a

h i P )

hi p)

si p -f 2 est un nombre compose, 
si p-\- 2 est un nombre premier.

D em onstration . On a f ( p 2) =p(p- \ -2)  et si p +  2 est un nombre 
composó on obtient de Lemma 1

h( P2) =f ( f i pj )  < i f ip)  — ± = i P ( P  + 2 ) -  4 < p 2.
Si p +  2 est nn nombre premier, on a

h iP 2) =  p2 +  2p +  4.

D’antre part p et p +  2 etant premiers on a p =  — lmod3 et p 2 +  2p +  
+  4 =  0mod3. Si (p2 +  2p +  4)/3 est compose on obtient de Lemme 1

h iP 2) = f ( h i P2)) < i h ( P 2) - ±  =  i p(p + 2) — 2 < p 2.

Si (p2 +  2p +  4)/3 est premier, p2 +  2p +  4 =  3q, alors

f A p 2) = - /( /2(f>2)) =  9 +  2g =  9 +  f(p2 +  2p +  4) <  p2.

L em m e  5. Supposons que 1) n =  2p ou 2) n =  p(p +  2), ou p est un 
nombre premier et soit n >  78. Si le nombre p +  2 est compose alors

n >  / 2(w) daws Ze cas 1), w > /(w ) daws Ze cas 2) 

eZ si Ze nombre p +  2 est premier alors

n > / 3(w) dans le cas 1), n > h i n) dans le cas 2).
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D em onstration . Comme 2p =  f (p)  et p(p- f2)  = f { p 2) le lemme 
rńsulte directement de Lemmes 3 et 4.

D ćm on stration  du th^oreme. Soit n nn nombre naturel quel- 
conque est soit m nn element minimal dans la suite (1). Comme m Mm)  
ponr i = 1 , 2, 3, 4, il rósulte de Lemmes 2-5 qne m <  78. La table sui- 
vante donne les valeurs de f (n)  ponr m <  80.

0 1 2 3 4

0 — 2 4 6 8
1 14 22 14 26 18
2 18 23 26 46 18
3 22 62 20 31 38
4 22 82 26 86 30
5 30 43 34 106 27
6 26 122 66 32 24
7 34 142 26 146 78

On a anssi 82 -> 86 -> 90 ->31, 94 -
->122 -> 126 -> 35, 134 -> 138 -> 58,
dósigne que В = f (A).  Ces donnńes 
le thśoreme.

Nous nous permettons ici de re: 
bien vonlu corriger notre franęais.

5 6 7 8 9

10 10 14 12 15
19 16 34 18 38
35 30 24 22 58
39 22 74 42 35
28 50 94 22 63
32 26 47 62 118
36 34 134 42 55
40 46 71 42 158

98 -> 42, 106 -> 110 ^  42, 118 -> 
142 -» 146 -> 150 -> 39, on Л В 
nnmeriques snffisent ponr verifier

aercier M. K. Tatarkiewicz d’avoir
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