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Sur les itérations d’une fonction arithmétique

Soit une fonction arithmétique f et soit la suite

@ n, f(n), ff(n), ...

11 est bien connu que pour certaines fonctions f cette suite est pour
chaque n périodique (cf. [3], [4], [B]). Toutes ces fonctions étudides sont
définies & I'aide du developpement decimal de n, done & l’aide de la strue-
ture additive de n.

Le cas des fonetions f définies & l'aide de la structure multiplicative
de n est beaucoup moins étudié. On n’a démontré la périodicité de (1)
que pour des valeurs particuliéres de = (cf. [1], [2]).

Let but de cette note est d’étudier le comportement de la suite (1)
dans un cas ol f(n) depend d’une facon explicite de la structure multi-
plicative de n.

Soient p,, ..., px tous les facteurs premiers de n dans Pordre non-
decroissant, c’est-a-dire que

= P1P2 .- Pr et P <p2<"'<pk-
Posons

fm) =1-px+pyPoat...+pe-l
2(Pe+Pr_1P1t-- -+ Pp—yp/Priye) stk est impair,
2(Pk+ﬁk—1p1+-~-+pkl2—1])k/2+1+pi/2 si k est pair,

c’est-a-dire que f est une convolution de la suite 1, p,, ps, ..., P avee
elle-méme.

Nous allons démontrer le

THEOREME. Pour tout n naturel la suite (1) est périodique avec le période
pur ou mixte (16), (18), (35, 39) ou (22, 26, 30).

LEMME 1. 8% n > 78 et
(2) OESTES

on an = p,pq ou 4q, o p et g sont des nombres premiers.
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Démonstration. Soit % = p1ps... Pry, P1 <P < ... <Pp, k=3
et supposons d’abord que % est impair, k£ = 2141 > 3.
Alors

tn—f(n) = P12 --- Porr1— 2(Pary1 +PaPi+ ... "I‘pl+1];l)

= 2pzl+1(2l : l+1 —pl—1) = 4+2pl?zl+1(2 ]’l—l 1)
t (2) implique
23l —1—-1 <0,
doutl=p,=2o0ul<1
Sil=p;=2o0onap, =2 et
In—f(n) > 2ps(psps—5),

done (2) entraine pyp, = 4. Il en résulte p; = p, = 2, In—f(n) = 8ps;—
—2 (ps;+8) et (2) implique P <3,n<48. 8il=1ona

In—f(n) = §(p1p—4)(ps—4)—38

donc (2) entraine (p,;p,—4){(p;—4) <24 et ou bien n = p,p,p; < 78
ou bien p,p, = 4.
Supposons maintenant que k est pair, k = 21 > 4. Alors

in—f(n) = $p1Pa- . Pu— 20u+ 2P0 191+ .+ 2P1 P11+ D)
= paldpr - Pa1—2—2p1—...—2p1_1— 1)
> pu (2 pi—2lp) = 2ppw (2P 1)
et (2) implique 1 = 2, p, < 3. Il en résulte
%%—f( L (plfpa_g——) (Paps—4)— D3 —%

et
4 , 16
P1Ps— —| (P2ps—4) < 2p; -+ — +8.
De D2

Si p, =3 on obtient n = p,P,psps < 54, si p, =2 alors n < 60,
ce qui achéve la démonstration.

LEMME 2. Soit » > 78 et f(n) =n. Alors ou 1) n = p ou 2) n = 2p
ou 3) n = p? ou enfin 4) n = p(p+2). Dans les cas 1), 2),3) p est un
nombre premier, dans le cas 4) p et aussi p-+2 sont des nombres premiers.

Démonstration. Vu Lemme 1 il ne reste qu’examiner les cas
n = pq et n = 4¢q, o ¢ est un nombre premier. Supposons d’abord que
n=mpq p>2et qg>pt2

Si p=3onaqg>26et n—f(n) =3¢g—2¢—9 =q¢q—9 > 0.

Sip>5 on a ¢=>p+4 et n—f(n) =q(p—2)—p*>(p|-4) X
X (p—2)—p*=2(p—4)>0.
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Supposons maintenant que n = 4¢q. Alors ¢ >19 et n—f(n)
= 2(¢g—14) >0.
LEMME 3. S¢ p > 37, p est un nombre premier, on a

fslp) st p+2 est un nombre composé,

fip) 88 p+2 est un nombre premier,

ol fi, est k-iéme itération de la fonction f.
Démonstration. On a f,(p) = 2(p--2) et si p-+2 est un nombre
composé on obtient de Lemme 1

fa(p) = f(fa(p) < 3folp)—4 =p—2.

Si p+ 2 est un nombre premier 'on a fi(p) = 2(p+4). D’autre part
p et p+2 étant premiers on a p = —1 mod 3. Alors, p-+4 = 0mod3
et comme 2 (p+4) n’est pas de 1a forme 4q on obtient en vertu de Lemme 1

fa(p) :f(fs(p)) < 3fs(p)—
LEMME 4. S¢ p > 7, p est un nombre premier, on a

falp) st p+2 est un nombre composé,

fs(p) st p+2 est un nombre premier.

Démonstration. On a f(p?) = p(p+2) et si p+2 est un nombre
composé on obtient de Lemma 1

L0 =flfp)) < 3f(p)—4 = ip(p+2)—4 < p2.

Si p+2 est un nombre premier, on a

f2(p?) = p*+-2p+4.

D’autre part p et p+2 étant premiers on & p = —1mod3 et p2-+2p-+
+4 =0mod3. Si (p2+2p-+4)/3 est composé on obtient de Lemme 1

£ = f(f(p%) < $fos(@?)—4 = Ip(p+2)—2 < p*.
Si (p*+42p+4)/3 est premier, p>+2p+4 = 3¢, alors
fa(@?) = f(fo(p?) = 9+2¢ = 9 +5(p*+2p+4) < p*

LeMME 5. Supposons que 1) n = 2p ou 2) n = p(p+2), o%s p est un
nombre premier et soit n > 78. Si le nombre p-+2 est composé alors

n > fa(n) dans le cas 1), n > f(n) dans le cas 2)
et st le nombre p-+2 est premier alors

n > fa(n) dans le cas 1), n > f,{(n) dans le cas 2).
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Démonstration. Comme 2p = f(p) et p(p+2) = f(p?) le lemme
résulte directement de Lemmes 3 et 4.

Démonstration du théoréme. Soit » un nombre naturel quel-
conque est soit m un élément minimal dans la suite (1). Comme m < f;(m)
pour ¢ = 1,2, 3, 4, il résulte de Lemmes 2-5 que m < 78. La table sui-
vante donne les valeurs de f(n) pour m < 80.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

— 2 4 6 8 10 10 14 12 15
14 22 14 26 18 19 16 34 18 38
18 23 26 46 18 35 30 24 22 58
22 62 20 31 38 39 22 74 42 35
22 82 26 86 30 28 50 94 22 63
30 43 34 106 27 32 26 47 62 118
26 122 66 32 24 36 34 134 42 55
34 142 26 146 78 40 46 71 42 158

Ao Gl WO

On a aussi 82 — 86 — 90 — 31, 94 — 98 — 42, 106 — 110 — 42, 118 —
—>122 126 — 35, 134 138 — 58, 142 146 — 150 -39, ot A — B
désigne que B = f(A). Ces données numériques suffisent pour vérifier
le théoréme.

Nous nous permettons ici de remercier M. K. Tatarkiewicz d’avoir
bien voulu corriger notre francais.
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