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Ogdlne twierdzenie Stokesa 1 jego zastosowania

1. Wstep. W teorii funkeji wielu zmiennych rzeezywistych i ze-
spolonych podstawowa role odgrywa twierdzenie, ktore nazywacé bedziemy
ogolnym twierdzeniem Stokesa, lub krocej: twierdzeniem Stokesa, a ktére
w literaturze nazywane jest takze twierdzeniem Greena-Stokesa, twier-
dzeniem Gaussa itp. Twierdzenie Stokesa wykazane w niniejszej pracy
stanowi uogélnienie trzech twierdzen udowodnionych w podreczniku [1],
mianowicie: twierdzenia Greena na plaszezyznie (str. 369), twierdzenia

- Stokesa (str. 385) i twierdzenia Gaussa- Ostrogradskiego (str. 382). W wy-
powiedzi i dowodzie ogdlnego twierdzenia Stokesa wystepuja pewne po-
jecia i twierdzenia z teorii form rézniczkowych zewnetrznych i z topologii,
o czym bedzie mowa w dwdch nastepnych paragrafach.

2. Formy rézniczkowe zewnetrzne. Niech FE, bedzie przestrzenig
euklidesowa » zmiennych rzeczywistych «,...,®, i niech a(x) bedzie
funkeja okredlongy w pewnym zbiorze punktéw @ = (xy,...,%,) danej prze-
strzeni; zbioér ten oznaczymy przez D.

Wyrazenie postaci

(1) a(®) Az, Adzg, A ..o A dwap 1 <p<n),

gdzie wskazniki a, ..., a; 83 dowolnym ukladem p spodréd liezb 1, ..., n,
nazywamy rdéniczkq zewnetrzng stopnia p o wspoOlezynniku a(z). Zakla-
damy przy tym, ze przestawienie ze soba dwoch sposrdd rézniczek dw,,
++vy di,, zmienia znak tego wyrazenia i wobec tego wyrazenie (1) réwna
sig zeru, gdy dwie spofréd rézniczek majg ten sam wskaznik.

Symbol A wprowadzili E. Cartan i L. Lichnerowicz [2] na oznaczenie mnoze-
nia zewnetrznego, w ktérym iloczyn nie jest przemienny; wyrazenie (1) pisze sig
tez w postaci a(x)[dwa, . .deup]#(pa)trz {31). Symbol [dw,, ... daq,] przypomina symbol
iloczynu wektorowego [u; ... up] wektoréw wuy, ..., up; iloczyn zewnetrzny i iloczyn
wektorowy maja pewne wlasno§ei wspélne. Patrz réwniez [10].

Sume a skonczonej ilo$ci rézniczek postaci (1) tego samego stopnia
P, tj.

(2) a= D 4 0@ ATy A ... A,
al_,,ap
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o wspoélezynnikach okre§lonych w tym samym zbiorze D nazywamy for-
maq résniczkowaq zewnglrzng stopnia p okreslong w zbiorze D.

Na przyktad wyrazenie P (z, y)dx+@Q (x, y)dy jest forma rézniczkowa zewnetrzng
stopnia pierwszego na plaszezyinie. Natomiast wyrazenia

(3) Pds+Qdy+Rdz,
(4) Pdy Adz+Qdz A do+Edx A dy,

gdzie wspotezynniki sa funkejami punktu (w, y, 2) przestrzeni Ej, sa formami odpo-
wiednio stopnia pierwszego i drugiego.

Formy rézniczkowe tego samego stopnia o wspélezynnikach okres-
lonych w tym samym zbiorze D mozna dodawaé oraz odejmowaé podo-
bnie jak wielomiany, w ktérych role zmiennych odgrywaja rozniczki.
Suma lub réznica dwoéch form jest nows formg tego samego stopnia.
Jezeli ¢(x) jest funkcja okreslong w zbiorze D, to przez ¢-a rozumiemy
forme (2), w ktérej kazdy wspolezynnik a, ., (x) zostal zastapiony przez
¢(0)0a,.. a, (7). Przez tloczyn zewnetrzny a A f formy (2) stopnia p przez forme

(5) B = Z bp,..s, (@) dag A ... Adag,
By.-Bg

dowolnege stopnia ¢, okreflong w tym samym zbiorze co forma (2), ro-
zumiemy forme stopnia p-+g¢ okreslong wzorem

(6) anf = 2 aalmap(x)bﬁlmﬂq(w)dxalA...Adwap/\dwﬂlA...Adwpq.
ay...05,81...8q

Z okreflen tych latwo wywnioskowaé, ze
(7 anf = (—=1)"BAa.

Tloczyn zewnetrzny nie zawsze jest przemienny.

Jezeli wszystkie wspolezynniki pewnej formy sg klasy O (tzn. maja
ciagle pochodne czgstkowe do rzedu % wlacznie) w pewnym zbiorze, to
dang forme nazywamy formq klasy C* w tym zbiorze.

Zmieniajac ewentualnie znaki wspélezynnikow V..., (2) formy (2) mo-
zemy doprowadzi¢ do tego, by wskazniki a, ..., a, byly uporzadkowane
rosngco; redukujac wyrazy zawierajace te same rézniczki otrzymamy

forme, ktorej ilo$é wyrazéw nie przekracza (;) i ktérej mozna nadaé
postaé

a = E a,
Iy <...<ap<n

1."'(11) (m) dxal Avit A d.’l?ap.

Gdy wszystkie wspélezynniki formy sg identyeznie réwne zeru, to dana
forma jest réwna zeru.



Ogédlne twierdzenie Stokesa ij'ego zastosowania 61

Formy rézniczkowe (odpowiedniej klasy) mozna rézniczkowaé i cal-
kowad. Rdiniczkeq da formy (2) stopnia p o wspoélezynnikach klagy C!
nazywamy forme rézniczkows stopnia p-+1 okreslong wzorem

) 0 a a, a a a,
®) da = Z(—%J’—d:vl—}—...+—aa—la;'—”dwn)/\dwalx\.../\dwap.
1 n .

alm“p
Na przyklad rézniczki form (3) i (4) sa odpowiednio formami:
(3%) (Ry—Q2)dy Adz+ (Pp— Ry)dz A daz-- (Q?—Py) dx A dy,
(4') (Pz+Qy+ Ry)dx A dy Adz.

Latwo stwierdzié, ze dla form a i B zachodza wzory
d(a+p) = da+dp, d(arB)=darp+(—1)"andp.

Forme o nazywamy (a) zupetnq, jezeli istnieje taka forma vy, ze dy =a,
(b) zamknietq, jezeli jej rézniczka réwna sie zeru, tj. da = 0. Nietrudno
dowiesé, ze rézniczka kazdej formy (odpowiedniej klasy) jest zamknigta,
tzn. druga rézniczka kazdej formy réwna sie zeru. Na przyklad rézniczki
rézniczek (3') i (4'), co tatwo stwierdzié, sg réwne zeru.

Niech forma (2) bedzie okres§lona na hiperpowierzehni p- wymiarowej
zorientowanej V danej w przestrzeni F, rdéwnaniami

(9) T = by ooy tp) =ax(t), k=1,...,m,

gdzie funkcje 24 (t) zmiennych rzeezywistych ¢y, ..., t, sa klasy C' w pewnym
obszarze A przestrzeni E, i niech przeksztalcenie (9) odwzorowuje wza-
jemnie jednoznacznie obszar A zorientowany zgodnie z ukladem osi wspol-
rzednych t,, ..., t, przestrzeni E, na obszar V z przyjeta orientacja. Forma
(2) po wprowadzeniu nowych zmiennych t,, ..., t, okreSlonych zwigzkami
(9) przyjmie postaé

O (Lgyy ony Bg)
10 Ay, o {x(1) 1———’L} dt, AdtyA ... Adiy.
o) {Zap vpl ) Oty ooy ty) | v

Forma (10) ma tylko jeden wspdtezynnik; oznaczmy go przez A(ty, ...,
tp) = A(1). ' .
Calke formy rdééniczkowej (2) po hiperpowierzehni V okreflamy wzorem

(11) fa = fA(t)dtl/\.../\dt,, = fA(t)dtl...dtp,
14 A a4

gdzie przez ostatnia calke rozumiemy zwykly p-krotng calke Riemanna .
po obszarze A. Mozna wykazaé, ze warto$é calki (11) nie zalezy od prze-
ksztalcenia (9) spelniajacego wymienione wyzej warunki.
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Przykrap. Uklad » réwnan (n > 2)

n—1
rn o8 pj dla k=1,
i=1
12 K = n—1
(12 I rsingg_; n cosp; dla k=2,...,n—1,
j=k
l r8ingy_) dla &k =mn,
gdzie 7> 0 jest ustalone, a parametry ¢, ..., pn_1 zmieniajy sie w przedzialach
(13) 0< ¢ < 27, —%TC<¢)7-<%TT.‘ dla  j=2,...,n—1,

przedstawia (n—1)-wymiarowa sfere S:a}+ ... +a2 =+ kuli n-wymiarowej:
x"l’+ —Hofb < r2. Liezby (r, @y, ..., pn-1) nazywamy wspolrzednymi biegunowymi
punktu (z,, ..., #p). Oznaczmy przez |8| catke po sferze S z nastepujacej formy réz-

niczkowej :
n
X -
(14) 18] = fz (—1)’0—17"@l Aeer A d@g—y A d@gpr A ... A dag.
8 k=1 .

Przy obliczaniu tej calki skorzystamy z nastepujacego znanego wzoru ([1], str. 262
i 281):

(2v)Ir
/2 W dla m = 2y,
(15) - f cos"xdr = ’
22v+1(,‘,!)2
-T2 —_———  dla m = 2v}+1,
(2v+-1)!
gdzie v = 0, 1,... Wzér ten mozna zapisaé krécej przy pomocy funkeji gamma

Eulera, uwzgledniajac, ze I'(k+1) = k!, I'(k+3) = (2k)!V;/(22k-k!):

T2 m, 2
(15 f cosMpdr — LAl Gm )
5 I'(m+1)

Réwnoezesnie skorzystamy z nastepujacyech wzordéw na jakobiany

aﬂ(f?lp ey h—15 TRF1y + 00 wn)
2{p1, @25 +++» Pu—1)

(16) Jp =

ukladu réwnan (12) przy ustalonym 7, nietrudnych do wykazania indukeyjnie:

n-1
=1 cosfzp?. dla k=1,
. 7=t E-1 n—1 ’
(17 Jg = (—DF= L= lsingr_y [] 0057_1¢j ” cos’qoj dia k=2,...,n—1,
i=1 =k .
n—1 .
(=)W= lsingy_g [] cos’ "1, dla % = n.

j=1
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Stosujac do calki (14) podstawienie (12) i oznaczajac przez A obszar okreslony nie-
réwnosciami (13) otrzymujemy na mocy wzoru (11):

18] = f[zn(—l)’”‘ngkldqn...d(pn_l.'
a4 k=1

Funkeja podealkowa na moey (12) i (17) wyraza sie wzorem

n
3 Tk
¥ (— k-1 Tk Jr = 1™ leospacosiesy ... cos™ g, _,
k=1 4 }
zatem
2n /2 /2 /2
(18) |S] = ¢! f do1 f cos s dps f cos?p3dps ... f cos" 2pn_1dpp_1.
0 —1/2 . —7/2 —/2
Stad na moey (15) otrzymujemy ([9], str. 578)
2nrp—1
R dla n = 2y,
S (v—1)!
(19) JASE=
ov+1lpypn—1

L a — %1
1-3-...-@r—1) aom=

co na mocy (15’) wyraza sie krécej wzorem

2Tcn/27.n-—1
(19%) 8] = ——— dla =2 =2,3,...
" Tan)
Wiadomo skadinad, ze caltka (14) wyraza pole sfery kuli n-wymiarowej o pro-
mieniu », a zatem pole to wyraza si¢ wzorem (19) lub (19%).

Teorie form zewnetrznych wprowadzil E. Cartan w pracy [4]. Teoria
ta jest rowniez wylozona w ksiazkach [5], [6] oraz w pracy [3].

3. Pojecia pomocnicze z topologii. W przestrzeni euklidesowe]
n-wymiarowej E, niech bedzie dany uklad p+1 punktéow A4, 4,,..., 4,,
p < n, nie lezgeych na jednej hiperplaszezyinie B, gdzie ¢ << p. Naj-
mniejszy zbiér wypukly domkniety, zawierajacy te punkty, nazywamy
sympleksem p-wymiarowym (prostoliniowym) o wierzcholkach A, A4,,
.ovy Ap 1 0znaezamy symbolem Ag4,;...4,. Kazdy sympleks s-wymiarowy
(0 < s < p) wyznaczony przez s-+1 wierzchotkéw sympleksu 4,4, ... 4,
nazywamy $eciang S-wymiarowq albo podsympleksem s-wymiarowym da-
nego sympleksu. Na przyklad w przestrzeni tréjwymiarowej czworo$cian
AgA,4,4,, gdzie punkty A, A, A,, A; nie leza na jednej plaszezyZnie,
jest sympleksem 3-wymiarowym, a tréjkat A, A, A; krawedz A, 4,,
wierzcholek A4, s3 $cianami (podsympleksami) odpowiednio 2,1, 0-wy-
miarowymi sympleksu 4, 4, 4, 4.

Kazdy obraz topologiczny S sympleksu prostoliniowego A.4;... 4,
nazywamy sympleksem topologicznym (lub krotko sympleksem). Obrazy Ay
wierzehotk6w A} sympleksu A A; ... A, nazywamy wierzcholkami sym-
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pleksu 8, a obrazy $cian — $cianami, przy ezym sympleks S oznaczamy
przez A, 4, ... 4,. Odwzorowanie topologiczne nie zmienia, jak wiadomo,
wymiaru. Méwimy, ze dany sympleks S jest klasy CF, jezeli istnieje od-
wzorowanie klasy C* (ewentualnie poza zbiorem o wymiarze nizszym niz
p—1) sympleksu prostoliniowego p-wymiarowego przestrzeni ¥, na dany
sympleks 8.

Méwimy, ze dwa sympleksy (prostoliniowe lub nie) sq polozone wegle-
dem siebie prawidlowo, jezeli albo nie maja punktéw wspdélnych, albo ich
cze$é wspdélna jest podsympleksem kazdego z nich. Zbiér punktow przestrze-
ni, bedacy suma skonczonej ilosei symplekséw p-wymiarowych klasy
C*, polozonych wzgledem siebie prawidlowo, nazywamy wielodcianem
p - wymiarowym klasy C%, jezeli kazdy z danych symplekséw (gdy jest ich
wiecej niz jeden) ma przynajmniej jedng (p —1)- wymiarows §ciane wspolng
z innym z tych symplekséw. Na przyklad brzeg sympleksu p - wymiarowego
Ay 4, ... 4, jest wieloScianem (p—1)-wymiarowym.

Sympleks Ay A, ... A, nazywamy sympleksem zorientowanym, gdy
ustalono dodatni i ujemny porzadek jego wierzchotkéw. Jezeli porzadek
Ay A4y ..., Ap uznamy za dodatni, to tak zorientowany sympleks A4y4,
....4, oznaczymy przez (4, 4, ... A,), a gdy za ujemny to przez —(4,
A, ... Ay). Zakladamy przy tym, ze przestawienie ze soba dwdch dowol-
nych wierzcholkéw zmienia orientacje na przeciwng, a wiec np.

(A Agdy ... Ay) = —(AgA A, ... Ay).

Ogélnie, parzysta ilo§é przestawien nie zmienia orientacji, a nieparzysta
zmienia ja na przeciwng.

Brzeg sympleksu Iub wielogcianu oznaczamy czesto przez S. Brze-
giem sympleksu zorientowanego S = (Ay4, ... A,) nazywamy nastepujaca
sume algebraiczng wszystkich jego (p—1)-wymiarowyech $cian zorien-
towanych

(20) S =

r

D
(—1) (AgAy ... Ap Ay g .. Ay)s

=0

méwimy przy tym, ze tak okreslony brzeg jest zorientowany zgodnie

z danym sympleksem, albo ze orientacja jego $cian jest indukowana przez

orientacje sympleksu § = (4,4, ... 4,), [7]. Na przyklad brzegami sym-

plekséw 1- wymiarowego s, = (4,4,) oraz 2-wymiarowego s, = (4,4, 4,)

83

(21) 8y = A, —4,,

(22) 83 = (A1 4,)— (Ao 4,)+(4,4,).
Wielo§cian p-wymiarowy zlozony ze skoniczonej ilo§ci symplekséw

p-wymiarowych, polozonych prawidlowo wzgledem siebie, nazywamy
orientowalnym, jezeli wszystkie jego sympleksy p-wymiarowe mozna tak
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zorientowaé, by orientacje indukowane przez sympleksy sasiednie na kazdej
(p—1)-wymiarowej wspélnej $cianie byly przeciwne. Wielodcian orien-
towalny po odpowiednim zorientowaniu wszystkich jego symplekséw staje
sig zortentowany. Brzegiem wieloscianu p-wymiarowego zorientowanego
nazywamy sume algebraiczng wszystkich jego (p —1)-wymiarowych §cian
zgodnie z nim zorientowanych (do sumy nie wliczamy wspélnych Secian
dwoch symplekséw sasiednich jako przeciwnie zorientowanych). Jezeli
kazda (p —1)-wymiarowa §ciana jest wspolna dla dwéch sgsiednich sym-
plekséw, to brzeg tego wielo§cianu réwna sie zeru. Na przyklad brzeg
(22) sympleksu s, = (4,4, 4,) jest zorientowanym wielo§cianem (jedno-
wymiarowym), przy czym brzeg tego wieloScianu réwna sie zeru, bo na
podstawie wzoru (21) mamy (s;) = (d,—4,)—(4,—A4,)+(4;—4,) = 0.

Wielo§cian zorientowany, ktérego brzeg réwna sie zeru, nazywamy
cyklem. Na przyklad wieloscian (jednowymiarowy) okre§lony wzorem
(22) jest cyklem. Y.atwo stwierdzié, ze zorientowana powierzchnia kuli
lub torusa jest cyklem; natomiast sympleks zorientowany nie jest.cyklem
(bo jego brzeg zorientowany nie réwna sie zeru).

4. Twierdzenie Stokesa. W przestrzeni F, niech § bedzie dowolnym
(niekoniecznie prostoliniowym) sympleksem zorientowanym p-wymia-
rowym (1<<p < n) klasy C' o brzegu S  zorientowanym zgodnie z 8.
Wykazemy nastepujace twierdzenie:

Jezeli wspdolezynniki formy stopm'a p—1

(23) 2 Qo). o dmal/\ Adx
a1-+-9p—1

sq klasy C* na 8, to calka danej formy po 8° réwna sig calce z rééniczki tej

formy po 8, ten.

(24) [a=[da
S S

Dowdéd. W przestrzeni euklidesowej F, zmiennych ¢, ..., 7, niech
A, bedzie poczatkiem ukladu wspoélrzednych i niech punkt 4, dla r =
=1, ..., p lezy na dodatniej pélosi t, w odleglosei 1 od poczatku wspél-
rzednych. Niech D bedzie sympleksem prostoliniowym zorientowanym
(4,4,... 4;) o brzegu D’ zorientowanym zgodnie z D i niech uklad
funkeji

(25) ' Tp =2ty ..y tp)y, k=1,...,n

ﬂp_l

N

klasy C!' w sympleksie D, odwzorowuje topologicznie D na dany sym-
pleks 8 z zachowaniem orientacji. Po przeksztatceniu (25) forma a przejdzie
w forme p tego samego stopnia i postaci

(26) B = ka try veey o)Aty A v Al Adtyy A.. Adiy,

Prace Matematyczne X.1 5
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zawierajacg co najwyzej p wyrazdw; lewa strona (24) przejdzie na f B,
a prawa na f dp, zatem nalezy dowie§é, ze zachodzi réwnogé

(27) [8=[ap.
. D D

Wiystarczy te réwno§é wykazaé dla dowolnégo wyrazu formy f, np. dla
wyrazu f; = fi(ty, ..., tp)dtyA... Adt,. WprowadZzmy oznaczenia
(28) ol =di,A. Ady, o =dbAdE AL AdE;

wystarczy zatem wykazaé, ze

(29) [filty ..y t)or = [dp,.
D D

Rozwazmy najpierw catke po lewej stronie. Sciany brzegn D°, tzn.
sympleksy zorientowane d, = (—1)(4,... 4, ,4,,...4,) dla r=

=0,1,...,p, lezag odpowiednio na p-1 hiperplaszezyznach o ré6wnaniach
D
(30) D=1, ,=0,8,=0, ..., t, = 0;
i=1
V4
§ciana d, ma réwnanie )'{; = 1, a $ciana d, — réwnanie ¢, = 0 dla » = 1,
, i=1
...y p. Zgodnie z okre§leniem (20) mamy D' = dy+d,+ ... +d,. Zau-
wazmy, ze forma f, réwna sie zeru na $cianach d, dlar = 2, ..., p, bo dla

r =2, ..., p na §cianie d, mamy ¢, = 0, a wige rézniczka df, = 0; zatem
lewa strona (29) redukuje sie do dwéch wyrazéw, mianowicie:

14
B =D b= b+ [f= [ B— [ B
3 7=0 d, dy d (4).7.4p) (Agdg...4p)
D
Do przedostatniej catki zastosujemy przeksztalcenie: ¢, = D't;, & =
i=2

dla k¥ =2,...,p; przeprowadza ono sympleks (4;...4,) w sympleks
(AoA4,... Ay) polozony na hiperplaszezyinie t; = 0, forme B, = f,(t,,

o tp)et wiorme fi(1—ty— ... —tp, by ..., 8) 0%, 2 e.emlk((@A1 f f1 (B1y +eey Bp)o?
wcalke [ fi(l—t,— ... —ip, by ..., I,)0. Ostatnia calka we Wzorze
(31) jes::Ao;(gwng.) calce f J1(0, 25, ..., tp)o?, bo t; = 0 na sympleksie
(44, ... Ap). Zatem v(vjzi(())?(:ﬂ) przybiera postaé

(b= [ [il—ta—ta— e =ty by oeey t)—f1(0, by, ... Ep) 10t
D (Agdy...4p)

a2 na moey (11):

@2 Jh= [ [|Af- fti,tz,...,tp)—fl(o,tz,--.,tp>]dt2...dt

(4odz...4p)
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Calka po prawej stronie wzoru (29) na moey wzordw (8), (11) i ozna-
czen (28) przybiera postaé

of, of,
fdﬁ=f—~—f dt,dt, ... di,
PR FTA at,

Zamieniajae ostatnig calke né, ca&k@ iterowana otrzymujemy

1-fy— ...

) oy )
(33) Dfdﬁl— f(f 6dt)dt2...dtp_~

(‘AOAZ‘ ..Ap)

- f oLty vvv —tpy tay ey bp)—F1(0; Loy oevy )]s - Al
(4ody...4p) B

Prawe strony wzoréw (32) i (33) sa réwne, zatem réwnogé (29), a przez to
i réwnosé (24) jest wykazana.

Oznaczmy przez W wielo§cian p-wymiarowy zorientowany klasy O!
w przestrzeni F, o brzegu (p—1)-wymiarowym W° zgodnie z nim zo-
rientowanym. Twierdzenie poprzednie daje si¢ uogélni¢ w nastepujacy
sposéb (zob. [2] i [6]):

Jegeli wspotezynniki formy (23) sa klasy O na wielo$cianie domknie-
tym W, to catka danej formy po W' réowna sie calce z réémiczki tej formy
po W, ten.

(34) fa = fda.
W W

Istotnie, wykazalis§my, ze réwnosé (34) jest stuszna dla symplekséw,
a poniewaz catka po sumie skonczonej ilo§ei zbioréw jest réwna sumie
calek po tych zbiorach, wiee réwnosé (34) jest stuszna dla wielodcianu,
bo wieloScian W jest suma skoriczonej ilofci sympleksow.

Twierdzenie powyzsze nosi nazwe twierdzenia Stokesa.

Uwaga. Latwo stwierdzié, ze twierdzenie Greena na plaszezyZnie
([1], str. 369), tj.

f P, y)da+Q (e, y)dy — f a(P (@, y)do-+Q (@, y)dy) =

f(— — _('?Z/—)dm,\dy’

twierdzenie Stokesa w przestrzeni 3-wymiarowej ([1], str. 385),- tj.

(36) fpdw+Qdy+Rdz = fd(Pdm+Qdy+Rdz) =
s S

oP oR 20 oP
f(—————«) y/\dz—l—(g—'%—)dz dx +(7_6_y)d ndy,

s
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oraz twierdzenie Gaussa- Ostrogradskiego ([1], str. 382), tj.
dey Az+Qdzande+Rdendy =
7 ’

= fd{deAdz—{-de/\dw»—}—Rdw/\dy} = f{ﬁf— +§Q +—*}dw/\dy/\dz
v v

83 przypadkami szezegdélnymi twierdzenia Stokesa dla wielo$cianu.

5. Dwa twierdzenia Greena. Niech f(w,...,2,) = f(») bedzie fun-
keja okreslong w pewnym obszarze D przestrzeni E,. W dalszym ciggu

przez Af oznaczaé bedziemy jak zwykle laplasjan > (0% /0x}), a przez o
k=1
i o* nastepujace formy rézniczkowe stopni # i n—1:
o =der, A ... ndx,,

(38)
o = (—=1¥ldw, A . AdEp_ AdT o A ool Adey,,  k=1,..., 0.

Stosujge wzér (34) wykazemy, zZe:

Jezeli w obszarze n-wymiarowym zorientowanym D (1) ograniczonym
hiperpowierzchniq (n—1)-wymiarowq D" klasy C' zgodnie zorientowang
2 D dane sq dwie funkeje f(x) i g(x) klasy C* w D+ D (2), to zachodzq naste-
pujace zwiqeki:

(39) f Z—o - ( AfJFZ 0y, Bwk)
(40) J Z( =1 55) ¢ = [ war—sagps

n
Dowéd. Podstawiajac we wzorze (34) a = 3 ¢(df/0x;)e” otrzymu-
k=1

jemy bezposrednio réwnogé (39). Zastapmy teraz we wzorze (39) g przez
f oraz f przez g¢; odejmujac powstalyg réwno$é stronami od (39) otrzy-
mujemy (40) (dowdd dla » = 2 i'n = 3 znajduje sie w [1], str. 372 1 384
oraz w [8], str. 215).

Zwigzki (39) i (40) nazywamy pierwszym © drugim twwrdzemem Gree-
na. Opierajac si¢ na tych twierdzeniach otrzymujemy nastepujacy

WNIOSEK. Jeseli funkeja f(x) jest klasy O w D-+-D’(?), pray czym
Jjest harmoniczna w D (ten. Af(x) = 0), a obszar D i jego brzeg spetniajq

(*) Zakladamy, ze D jest n-wymiarowym wielo&cianem klasy C1.
() Wystarezy klasa €' w D+D’, oraz istnienie drugich pochodnych ciaglych
i ograniczonych w D.
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zalozenia poprzedniego twierdzenia, to

(41) IZTMG —0,
& (13 e= [ 3,

Istotnie, przyjmujac we wzorze (39) ¢ = const otrzymujemy réw-
noéé (41), a przyjmujac ¢ = f otrzymujemy zwiazek (42).

Uwaga. Niech f(x) i D spelniaja zaloZenia poprzedniego wniosku.
Jezeli przez gradf oznaczymy wektor o skladowych of/dx,, ..., 0f[0x,,
przez n wektor jednostkowy normalny do hiperpowierzehni § = D’ zo-
rientowany na zewnatrz D, a przez dS element tej hiperpowierzchni, to
zwigzkom (41) i (42) mozna nadaé¢ nastepujaca postaé wektorowa:

(41') [ (gradfynas =0,
P
(42") [ 4(gradf2)nds = [ |gradf|>dv,
D D

gdzie |grad f| oznacza dlugo$é danego wektora.

6. Wzory Greena. Opierajac sie na poprzednich twierdzeniach wy-
kazemy trzy wzory Greena, z ktorych jeden dotyczy funkeji f(x) harmo-
nicznej w kuli n-wymiarowej, a dwa dalsze dotycza funkeji klasy C?
w obszarach do§¢ dowolnych. Niech K bedzie w przestrzeni F, kulg n-wy-
miarows, zorientowans zgodnie z ukladem wspélrzednych, majgcg Sro-.
dek ¢ = ¢y, ...y &uy promien r >0 i brzeg 8 zorientowany zgodnie z K.
Niech |S| oznacza pole hipersfery 8 (zob. wzoér (19')). Wykazemy naste-
pujace twierdzenie o wartosci sredniej dla funkcji harmonicznych:

Jezeli f(x) jest funkeja harmonicang w kuli K, klasy C* w K +8, to

wk‘é'lc %
(43) 1) = |S|ff Z —E o,

gdzie o" jest okreslone wzorem (38).

Dow6d. Niech 8’ bedzie hipersfera drugiej kuli o tym samym §rodku
i 0 promieniu #'<Cr i niech D bedzie obszarem ograniczonym przez S i §’,
zorientowanym zgodnie z ukladem wspoélrzednych; wtedy jego brzegiem
(zorientowanym zgodnie z D) jest S—S8'. W obszarze D funkcje f(x)
iy =y =1/o(, ¢)"?, gdzie

(44) 0 =0, 0) =, 2 (e 0™,
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sa harnomiczne, wobec tego na mocy zwigzku (40) mamy (biegun ¢ funkeji
y(@, {) nie nalezy do obszaru D):

[ S ._gwf;__f%;)g R

828 k=1 S
Na hiperpowierzchmaeh Sig jest y = const, wige na mocy (41) calka

fyz% o*, gdy calkujemy po S lub po §’, rowna sie zeru. Zatem
=1

f )Zak —*Jf 6wnk

Poniewaz 0y[0m;, = (2—n)(z,—Cx)o™ "y przy czym ¢ =r na 8 oraz g =7’
na 8, zatem

n
2—mn Y L, —Cy,
T ff Z o = -1 ff(w) Z -—7——0".
s k=1
Dzielage ostatma, réwno$é stronami pi‘zez 2(2 —n)=x"?|(n[2) otrzymujemy
1 Ny my—C 1 N 2L
W) g [f) 3T = (@) 3,
Is' =T l»ls = 7

gdzie |8’| jest polem hipersfery §’. Zastosujmy do calki

(46) I—ff 2 & g

podstawienie (12), w ktorym r» nalezy zastapi¢ przez ', a @, przez xr—~Ix
dlak =1,2,...,n; wtedy na mocy (11) otrzymujemy

n—1

(47) I=[fP) (r’)”‘l( [] COSk_l(pk)d(pldrpz s A1,
i} k=2

gdzie 4 jest obszarem okre§lonym nieréwnosciami (13), P jest w obszarze
4 obrazem punktu z = (2, ..., ,)- n-1
W obszarze A4 funkcja f(P) jest ciagla, a wyrazenie r'™ '[] cos* gy,
k=2

jest nieujemne, zatem na mocy twierdzenia o warto$ci Sredniej calka

. (47) réwna sie
n—1

F@) [ [ ] cos* i) dpy . .dpu_sy
4 k=2
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gdzie P’ jest punktem obszaru A4, przy czym f(P’') = f(a'), gdzie ' jest
odpowiednim punktem sfery §'. Ostatnia catka na podstawie wzoru (19')
réwna sie polu |8'| sfery 8’. Wobec tego wyrazenie (47) réwna sie |8'|f(x'),
a zatem lewa strona (45) réwna sie f(a'). Niech ' — 0, wowczas sfera S’
zdaza do punktu ¢, a wiee f(a') — f(£), a réwnosé (45) przechodzi w réw-
noéé (43), c.b.d.o.

Niech teraz D bedzie obszarem ograniczonym w przestrzeni F,, zo-
rientowanym zgodnie z ukladem wspotrzednyech (wy,...,,), o brzegu
D’ klasy CO' zorientowanym zgodnie z D i niech ¢(x, {) oznacza funkecje
postaci *

(48) g(@, 0) = (2—n)"¢* "+h(x) (0 >2),

gdzie { = {y, ..., { jest dowolnie ustalonym punktem obszaru D, o =
o(z, £) jest odlegloécia punktéw okreslong wzorem (44), a A(x) jest dowolng
funkeja klagy C? w obszarze domknigtym D D" (na plaszezyznie ¢g(x, {) =
= —Ino(w, {)+h(x)). Wykazemy, ze

Jezeli f(x) jest funkecjq klasy C? w obszarze domknietym DD’ to jej
wartosé w punkeie e D wyrasa si¢ kaddym z dwdch wzoréw:

w10 = | [ Z(f(w)g—k— ) 30g) 7= [ G007,
(50) f(':>=qu[fo< a—g - [ (ng+Zaaafk 2)d]

gdzie roiniczki o" i o sq okreslone wzorami (38), |8| oznacza pole sfery kuli
jednostkowej (zob. wzor (19) lub (19'), str. 63.)

Dowé6d. Podamy dowéd wzoru (49); dowdd wzoru (50) jest ana-
logiczny. Niech K bedzie "hiperkula: (@, —{,)*+...+ (2, —E0)? <72 za-
wartg w D wraz ze swym brzegiem K' i niech obszar D, = D—K bedzie
zorientowany zgodnie z ukladem wspéirzednych, a jego brzeg D —K'
niech bedzie zgodnie zorientowany z D,. Funkcje f i g sg klasy C* w ob-
szarze D,, bo biegun { funkeji g lezy zewnatrz D,; na mocy (40), gdzie D
nalezy zastapié przez D,, a D’ przez D' —K', mamy

o fZ( o )~ fZ( 050 )

= [ war—s49).

Dy
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Poniewaz na K jest dg/0xy = (xr—Cx)[r"+0h[0xy, wiee druga calka po
lewej stronie (51) réwna sig sumie algebraicznej trzech catek:

(52) I, +I,+1I, =

IZ( M_fga&) i+ Y fZ——g - ff(w)g;‘székak_

Prawa strona (51) i catki (52) zaleza od r.

Niech r— 0. ,Rozwazmy po kolei calki wystepujace po lewej stronie
wzoru (51). Pierwsza calka pozostaje bez zmiany, gdyz nie zalezy od r.
Druga calka jest rdwna sumie trzech catek (52). Oznaczmy

0 oh
(53) po=n O

Bwk ka
i zastosujmy do calki I; podstawienie (12), w ktérym x;, zastapiono przez
xp—C dla kK =1,...,n Na mocy (11) otrzymamy

n n .
Z f 2 kaJkdq)l cee d‘pn._ly
k=1K’

=14

gdzie Jy jest jakobianem (17), a 4 —obszarem okre§lonym nieréwnosciami
(13). Modul funkcji (53) jest z zalozenia ograniczony w D (a zatem row-
niez w A4), np. przez liczbe M, > 0 dla kazdego %, a ze wzoru (17) widzimy,

ze modut J; jest nie wiekszy od "', zatem

L < ady™ ™ [dpy .. dgy_y = 20 My '7" ),
4

skad I, — 0, gdy r— 0. Oznaczajac teraz przez M, = max|df/dx;] dla
xeD

kazdego k i stosujae do calki I, podstawienie (12), otrzymujemy w podobny
sposob . .

2—
L) < ndy 4

2nn"—!

! fd(}’l d% 1 = ———— M,r,
n—2

zatem I,— 0, gdy r — 0. Stosujac do ostatniej calki (52) postepowanie za-
stosowane do identycznej calki (46) i uwzgledniajge, ze pole sfery K-
rowna si¢ |S|7""! otrzymujemy, gdy r — 0

Iy = 778 (@) - |SI£(0)
Zatem lewa strona (51) przy r — 0 dazy do

(54) ) 2( =) s
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Prawej stronie (51), po uwzglednieniu wzoru (48) i tozsamosei 4p =0
w obszarze D,, mozna nadaé postaé

1 1 "
[ Aot [ hdf—faWe = 1,41,
p, 2—n ¢ D
r r
W calece I, funkcja podcalkowa nie zalezy od r, bo f i g sa klasy 02 w calym
obszarze D; zatem gdy r— 0, caltka ta dazy do calki po calym obszarze
D. Do calki I, wprowadzimy wspélrzedne biegunowe okre§lone wzorami
(12), gdzie x;, nalezy zastapié przez xy—_y, a r — przez 9. Metoda indukeji
nietrudno wykazaé, ze jakobian tego przeksztalcenia wyraza si¢ wzorem

n—1

0 vy &
J = (T ...y ) = Q"‘IHOOS%,
00 @1y -5 Pr1) b2

gdzie o >7, 0 < ¢, <2rm, —In<gr<in dla bk =2,...,n—1. Calka I,
zalezy od r i w nowych wspdlrzednych wyraza si¢ wzorem

1

1
I, = fz_neT_z AfJdondpy A oo Adepy_y,

r

czyli na mocy (11)

n—1

14 — - Q ([7 COS(pk) d@d(pl d‘Pn 1y

dy

gdzie A4, jest obrazem obszaru D, we wspolrzednych biegunowych. Funkeja
podcatkowa w ostatniej calce jest ograniczona nie tylko w 4,, ale w ob-
szarze 4, bedacym obrazem catego obszaru D. Zatem catka I, dazy do
granicy skoticzonej, gdy » — 0. Wobec tego, gdy » — 0, czyli D, — D, prawa
strona (51) dazy do granicy skonezonej, ktéra réwna sie

[ g 4f—F 4g).

Stad i z (54) wynika réwnosé (49). :
Dowod wzoru (50) jest analogiczny. Wzory (43), (49) i (50) nazywamy
wzorami Greena (dowod dla n = 3 znajduje sie w [8], str. 219).
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F. Bierski (Krakéw)
THE GENERAL THEOREM OF STOKES AND ITS APPLICATIONS

SUMMARY

The author presents an introductory presentation of exterior forms of E.
Cartan, their differentials, a proof of the identity [« = [da for an oriented po-
W /4

Iyhedron W, proofs of two formulas of Green type and some formulas for har-
monic functions.



