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Sur l'unicité du probleme de Cauchy
dans une classe de fonctions non bornées

par J. CHABROWSKI (Katowice)

Considérons 1’équation linéaire parabolique

(1) L“_Z i, T)u ”-I—Zb(t r) thy, +c(t, B)u—u, =0

(a; = a;;), dont les coefficients sont définis dans une couche H = (0, T'] X
x E, (B, étant ’espace euclidien & n dimensions).

Dans le présent travail je démontre un théoréme concernant I'unicité
de la solution du probléme de Cauchy pour ’équation (1) dans la classe
des fonctions qui vérifient inégalité

T
[a fu—(, z)exp(—alal?)ds < o,
0 E,

ou l'on a posé

u—(t, x) =max(_u(t1 w)10)y |z|? =Z$%’

a étant une constante positive. Cette classe contient évidemment la classe
des fonctions telles que

u(l, z) > — Mexp(alz|?),

classe qui a été déja considérée par P. Besala et M. Krzyzanski (voir [2])
et A. Friedman (voir [6], chap. 2, sec. 4). La classe, qui sera étudiée dans
cette note, a été traitée par M. Nicolescu et C. Foias (voir [9] et [10])
pour 1’équation de la propagation de la chaleur. P. Mustata [8] a étendu
leur résultat & I’équation de la forme

Uy = a(l, B) U+ b(t, B)u+c(t, 2)u
On suppose que les coefficients de 1’équation (1) sont soumis aux

hypothéses suivantes:

I. Les coefficients sont holderiens par rapport aux variables (¢, ),
ainsi que toutes leurs dérivées jusqu’au second ordre par rapport aux
variables spatiales z; (j =1, ..., n).



128 J. Chabrowski

I1. 11 existe des constantes positives K,, K, et K, telles que

a
lay (¢, @) < K,, l . a;(t, @) |, 1bs(2, x)| < Ky(l@j24-1)"7,
j
‘ o a;(t, ‘ 9 b, (¢ t < K 241
97,05 z, a;(t, 2) |, oz, (ty )|, le(ty @) < Kq(|lz24-1)

(¢,j =1,...,m) pour (¢, z)eH.
III. La forme quadratique )’ a,; (¢, »)¢&;&; est uniformément définie

ii=1
positive.

L’hypothése I concernant les dérivées des coefficients garantit les
estimations suivantes (voir [5], chap. 1, § 5) de la solution fondamentale:

|m—ylz)
b

t—1

(2) G(t,x;7,y) < C(t—f)-nlzexp(—l‘

i—1

|G, (t, @5 7, )| < C(t—7)~ ("“""exp( 14"—?/12)’

Y —(n+2)/2 jo—y|*
G, (85 @5 7, 9) |+ 1G22, @5 7, )| < O(1—1) exp | — u

I—1

(¢, =1,...,n) pour (¢, x), (v,y)eH (t> 1) (C ot u étant des constantes
positives), dont nous faisons usage dans la démonstration du théoréme
qui suit et du théoréme 3.

Les solutions traitées dans ce travail seront réguliéres dans H (c’est-
-a-dire continues dans H et ayant des dérivées Uz, y Ugizys U j=1,...,n,
continues dans H).

1. Les hypothéses I, 1T et IIT étant admises, nous pouvons énoncer
nos théoremes.

THEOREME 1. Soit u(t, x) une solution réguliére dans H de Véqua-
tion (1) et satisfaisant aux conditions

T
(3) [at [u_(t, v)exp(—als|t)de < o
et 0 En
(4) u(0,2) >0

pour tout ek, (a étant une constante positive).
On a Dinégalité w(t, z) > 0 pour (¢, x)eH.
Démonstration. Soit

L'y = Z( i (8, 2)0)g, Z(b (t, 2)0)5,+c(t, @) v+,

1)f=1
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PYopérateur adjoint a L. On sait que 1’égalité suivante (voir [6] chap. 1,
sec. 8)

(5) fdt f(va—wa*v)da: = jv(O, z)w(0, z)dzr — f'v(s, z)w(s, z)dz,
o E, Ep Eq

0<se<T

est valable pour des fonctions w et v suffisamment réguliéres. Nous mont-
rerons d’abord que % (t,x) > 0 dans une couche (0, 6] X ¥, convenable-
ment choisie. Fixons un point (¢, Z)e(0, 6] X E,. Posons dans I'identité (5)

v(t,x) = h(2)Q(, Z;t,2), w({,x)=ult,x), s=1t—¢ >0,

h(z) étant une fonction de classe C?(E,) jouissant des propriétés suivantes
k(z) =1 pour |z—Z| < R, h(z) =0 pour [x—Z| > R+1 et de plus

0 < hizm) <1, |hyl+ Ik,

i=1| < M pour zeKE,,i,j =1,...,,n,

ol la constante positive M est indépendante de K. Il est clair que

f dt fuL*(hG dz = fG(t %y t—e, 2)h(@)u(i—e, x)do—

ﬂ

— [u(0,)h(2)@(, %; 0, x)ds.
En
En passant a la limite ¢ — 0, en vertu de la propriété bien connue
de la solution fondamentale (voir [6], chap. 1, sec. 1), on a

£
(6) [a fuL*(hG)dm_u(z z) fu(o x)h(2)G (i, %; 0, x)dx.

ll

Puisque la solution fondamentale G(f, z;t, ), en tant que fonction
du point (¢, »), satisfait & 1’équation adjointe 4 (1), on a

oh G = 0%h L
L*(h@) =2 e b,— G
( Z " 9w, o, g; " Gwow, % g

d’ou nous trouvons, en vertu des inégalités (2) et de I’hypothése II, que

”Iga)fdt f u_(t, z)dx

R<|z—z|<R+1

t
(7) fdt fu_L*(hG)dngexp(_
o E,

:
]fdt f u_ (1, 0)exp(—2a |z — z|?) da,

< Kexp [—
R<ig-zI<R+1
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K étant une constante positive dépendant de M, K,, K,, K, et 6. 1l
résulte de la condition (3) que

i
fdt fu_(t,m)exp(—Zalw—s‘vlz)da:< 00,
E

En posant 6 = u/6a, on en déduit d’apres (7) 1'égalité

(8) lim fdt fu L* (k@) dx =0,

R—oo 0

d’ol, selon (6), il résulte que

(9) lim Udt fu+L (hG) dz+ fu(O z)h(2)G (%, %, 0, w)dx] = u(l, T),

R+

ol u,(t,z) = max(O, u(t, 7).
Posons maintenant dans l'idéntité (5)

o(t, 1) = h(2)G(E, Z5t,2), w(t, o) = [u(t, 2)2+9]" s =i—c¢,
7 et ¢ étant des nombres positifs. Il est facile de vérifier que
Lw > enjw,

donc en passant a la limite ¢ — 0 nous obtenons

t
_77_ 2 1/2 2 1/2 7%
af f hG dx+ [u(t, 2)2+ 51" <fdzf(u + 9)2L* (hG) dav +

n En

+ [ o, 024 01 h(@)a R, 750, 2)do.
'z
Si 5 — 0, alors en vertu de I'inégalité (4) nous avons
¢
w(d, B < [t [ |julL*(h@dz+ [u(0, 2)h(2)@(E, &; 0, 2)da.
0 E, E,
De 13 et des égalités (8) et (9) il résulte l'inégalité

lu(?, 7)| < hm [fdtfu+L (h@) da -+ fu (0,2)h(2)G(, ;O,w)da:] = u(t, %),

1|-

done la solution «(t, x) est non négative dans (0, ] X E,, ce qui achéve
la démonstration du théoréme dans le cas 6 = 7. Si 6 < T on n’a qu’a
établir de proche en proche 1'inégalité u > 0 dans les couches le<t<
I+ 8 xEB,, 1 =1,...,m
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La transformation de la solution ¥4 = —v conduit au résultat suivant:

THEOREME 2. Soit wu(t,z) une solulion réguliére dans H de Véqua-
tion (1) et satisfaisant aux conditions

T
fdt fu+(t,w)exp(—a|wlﬁ)dw< o0, a>0,
0 E,
u(0,2) <0 pour z<E,.
On a Vinégalité
w(t,z) <0  pour tout (t,x)eH.

Le théoréme 1 permet d’établir un critére d’unicité du probléme
de Cauchy, 4 savoir:

THEOREME 3. Soient ul(t, x) et u?(t, x) deux solutions réguliéres dans H
de Véquation (1) et satisfaisant pour un certain a > 0 aux conditions

T
(10) [ [u'(t, o)exp(—ala?)ds < oo,
0 En
(11) [ 4 (0, s)exp(—alelt)ds < co, i =1,2
E, :
et de plus

ul(0, z) = u%(0,z) pour toul xek,.
On a Végalité
ul(t,x) = u2(t, x) pour tout (t,x)cH.

Démonstration. En s'appuyant sur les inégalités (2) et (11) il
est facile de vérifier (voir aussi [7], théoréme 1) que l’intégrale f G(t, z;

0, y)u* (0, y)dy est une solution de (1) dans une couche (0, & ]><E con-
venablement choisie et satisfaisant &4 la condition initiale

lim [@(t,2;0,y)u’ (0,y)dy = ' (0, w), i=1,2.
t—’lH-En

Introduisons done les fonctions

wi(t, @) = u'(t, @)+ [G(t, ;0,96 (0,y)dy, i=1,2,
E

pour (t,z)e(0, 6,1 X E,. Il est évident que
w'. (t, z) < ut (t, »),

done, d’aprés I’hypothese (10), nous avons

1
f dat fwi_(t,a:)exp(*aiwlz)dw< o, 1=1,2.
E
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Comme lim w'(f, #) = % (0, ) > 0, on en déduit, d’aprés le théoréme
t—~0+
1, que w'(t,z) > 0 pour (f, x)e[0, 6,] X E,. Observons que lim w!(t,x)
-0+

= lim w?(¢, ), donc il résulte de l’unmicité des solutions non négatives
{0+
(voir [1]) que w'(t, z) = w?(¢, ) pour (¢, x)e[0, 8,1 X E,, dou «u'(t, z)

= u*(t, z). Il résulte de I’hypothése (10) .que lintégrale [ #° (¢, ) X
E

X exp (—a|z|?)dx est finie pour presque tout ¢¢(0, T'), done en répétant ce
procédé il est aisé de démontrer que w' = u2 dans H.

THEOREME 4. Soit wu(l, z) une solution réguliére de Véquation (1)
dans H et salisfaisant pour un certain a > 0 & la condilion

T
[ at [u_t,a)exp(—alo]?)dw < oo.
0 E,

Pour tout t¢(0,T) tel que Uintégrale f u_(t, x)exp(— a|z|?)dzr est

finie on a, dans une couche (r,y]xXE com)enablement choiste, U'égalité
ult, @) = [@(t, @57, y)u(r,y)dy.
En

Démonstration. Tout comme dans la démonstration du théoréme 3
nous prouvons que la fonction

2ty @) =u(t, @)+ [G(, 257, 9)u(7,y)dy
En
est une solution non négative de (1) dans une couche (r, 4,] X E,, et sati-
sfaisant 4 la condition initiale lim 2(¢,#) = u, (1, 2) > 0. Le lemme 1

t—>1+0
de [1] entraine l’inégalité

(12) fG(t @;t,y) lim 2(s, y)dy = fe(t,w;r,y)u+(r,y)dy

8—->740

<zt o) = ult, o)+ [G(t, @57, 9)u_(7,y)dy.
En .

Fixons # = 0 et t = §,. Il existe deux nombres positifs A et 4 (voir [1])
tels qu’'on a

G(6,,0,s,y) > Aexp(—Alyl?)
pour 0 < 8 < d,y, 0 T < J, < d;. Cette inégalité et (12) permettent d’établir
que l’mtégrale fu+(r,y)exp(—).1y|2)dy est finie, donc fG(t Z37,y) X

X uy(t,y)dy constltue une solution de (1) dans une couche (t, 63] ¥X E,

et satisfaisant & la condition initiale lim [G(t, #; v, Y)u (7, y)dy =
t—>1+0
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= u,(7,2). D’aprés le théoréme sur l'unicité du probléme de Cauchy
dans la classe des solutions non négatives (voir [1]) on a

2(t, x) = fG(t’ z; T, Y) vy (T, y)dy,
Eﬂv

ce qui termine la démonstration.

2. Les résultats du paragraphe précédent s’étendent au systéme de
la forme

(13) L*(ut, ..., u")

n n
= Dal(t, @)ul, + Y 'bi(t, @)uk,+ D

N
N
Nk, o)yut—uf =0
ig=1 im iz

(a¥ = af), k =1,..., N, dont les coefficients sont bornés et hélderiens
par rapport aux variables (¢, #)eH ainsi que toutes les dérivées du pre-
mier ordre des coefficients bf(¢,2) (k =1,...,N, i =1,...,n) par
rapport aux variables x; (j =1,...,n) et les dérivées du second .ordre
des coefficients afi(t,z) (k =1,...,N, 4,j =1,...,n) par rapport aux
* n
mémes variables. On-suppose que les formes quadratiques ) ai.‘,- (t, x) & &
1,7=1
(k =1,..., N) sont uniformément définies positives. 7
On sait ‘que sous ces hypothéses il existe une matrice des solutions
fondamentales {G,(,x;,¥)}, p,q¢ =1,..., N, du systéme (13), dont
la matrice transposée en tant que fonction du point (r, y) est la matrice
des solutions fondamentales du systéme adjoint & (13) (voir [6], chap. 9
ou bien [11]).
Supposons encore que

(14) c;(t, @) >0

pour (t,z)eH et pour ¢ #k, k,¢i =1,..., N. Grace aux inégalités (14)
tous les éléments de la matrice des solutions fondamentales sont non
négatifs (voir [3]).

Les démonstrations des théorémes suivants sont tout-a-fait analo-
gues & celles du section 1 (voir aussi [4])

THEOREME 5. Soit {u'(t,x)},i =1,..., N, une solution réguliére du
systéeme (13) dans H et satisfaisant pour un certain a > 0 auzx conditions

T
fdt fu’:_(t,a;)exp(—almlz)dw< oo
0 E,

T
(owbien [ dt [ u' (t,7)exp(— ale|?)de< o)
0 B,
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et de plus
' wW(0,2)=0 (¥(0,2)<0), i=1,...,N,

pour xekl,. ‘
On a les inégalités
w(t,2)>0 (u'(t,#)<0), i=1,...,N,
pour (1, )eH.
THEOREME 6. Soient {wj(t,x)}, ¢ =1,...,N, k =1,2, deuzx solu-

tions réguliéres de (13) dans H et satisfaisant pour un certain a > 0 aux
conditions

T
[at [u (t,2)exp(—alodr< oo,  [ui_(0,2)exp(—alet)dz < oo,
0 B, B

n

i=1,....,N, k=1,2, e de plus

w0, ) = u3(0,2), ¢ =1,...,N,

pour xek,.
On a les égalités

ui(t;m)=ug(t)m)1 t=1,..,N,
pour (¢, x)eH.

THEOREME 7. Soit {u'(t,2)}, ¢ = 1, ..., N, une solution réguliére du
systéme (13) dans H et satisfaisant pour un certain a > 0 a la condition

-
fdt [t (t, yexp(—alg|de < o, i=1,..,N,
0 E,

Pour tout t1e(0,T) tel que

[ (z, dyexp(—alg|do < o, i=1,..., N,
Eﬂ

on a dans une couche (0,y]xE, les égalités

N
u'(t, @) = Z faij(t1m;r7y)“1(71y)dy7 t=1,..,N.

j=1 E,

Remarque. 11 est évident que les théorémes 3, 4,6 et 7 restent

valables lorsque nous remplagons les parties négatives des solutions par
les parties positives.
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