R.ZUBER (Wroctaw)

QRAFICZNE ROZWIAZYWANIE ROWNAN ROZNICZKOWYCH
ZWYCZAJNYCH PIERWSZEGO RZEDU

Niech bedzie dane réwnanie

1 Y =@, ),

gdzie funkqa, f(x, y) jest okreflona i ciagla w obszarze @ plaszezyzny xy.
Kazdemu punktowi P(z,,y;) obszafu @ przyporzadkujmy odcinek

o frodku w tym punkcie, ustalonej dtugosei i o wspélezynniku katowym
réwnym F(@qy ¥y). Taki odecinek nosi nazwe elementu liniowego réwnania (1).
Kazda krzywa calkowa réwnania (1) w kazdym swym punkecie jest styczna
do elementu liniowego przyporzadkowanego temu punktowi. ‘

Metody graficzne rozwigzywania réwnan rézniczkowych postaci
(1) opierajg sie¢ zazwyczaj na spostrzezemu, Ze:

1° latwo jest narysowaé elementy liniowe réwnama (1) dla punktéw
dowolnie gesto rozsianych w obszarze @, _

2° na wykresie, na ktérym narysowano elementy liniowe odpdmed-
nio gesto, mozna latwo prowadzié krzywe styczne w kazdym swym punk-
cie do elementu liniowego przyporzadkowa,nego temu punktowi, a wiec
krzywe catkowe réwnania (1).

Jedng z najbardziej znanych i uzywanych metod tego typu. jest me-
toda izoklin. Izokling nazywa sie miejsce geometryczne punktéw, kté-
rych elementy liniowe maja staty kierunek. Innymi stowy izokling réw-
nania (1) nazywa sie kazda krzywa o réwnaniu (e, ¥) = const.

Metoda izoklin polega na:

1° narysowaniu krzywych f(x x,y) =t dla wartodci parametru 1 do-
branych odpowiednio gesto,

2° narysowaniu elementéw liniowych odpowiadajacych pewnym wy-
bra.nym punktom kazdej izokliny (wykorzystuje si¢ tu réwnoleglodé
‘Wszysthch element6w Niniowych kazdej izokliny).

_ Otrzymane w ten sposéb pole kierunkéw pozwala orientowad sie
w przebiegu krzywych catkewych réwnania (1) i wykreslaé krzywe prze-
chodzgee przez dany z' géry punks.
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PRzYKEAD 1. Niech bedzie dane np. réwnanie

y' =yt
Jego izokliny maja réwnanie
yi+e =1, oczyli o =it—y2,

& elementy liniowe wszystkich punktéw izokliny, dtrzymanej dla usta-
lonej wartogei parametru 1, maja wspblezynniki kierunkowe réwne t.
Rysujac izokliny dla ¢ = —2, —1, 0, ...,15 i dla kasdej z nich w dowol-
nie obranych odstepach elementy liniowe, ofrzymujemy nastepujgcy
Wykres: B \ .

Rys. 1

N & wykresie tym poprowadzono krzywa catkowg przez punkt (2,1) kie-
Tujac sie jedymie zadaniem, by krzywa ta byla w kazdym swym punkeie
_stycz_na do elementu liniowego przyporzgdkowanego temu punktowi.
W artykule ninisjezyin podam pare metod, ktére wydajs sie wy-
godniejsze o0d. metody izoklin. = - SINTTNY
Niech bedzie dany punkt 8(aq, by) i kxzywa

2) Y—be = f(z, y)(w—ay)-
_ o
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Poniewaz réwnanie stycznej do krzywej calkowej réwnania (1)'w punkecie
P(wz,, ¥o) ma postaéd _
(3) Y —Yo = [(%o, Yo) (#—20),

wiec z poréwnania wzoréw (2) i (3) wynika, ze jezeli punkt P lezy na krzy-
wej (2), tzn. jezeli - _
Yo—bo = (o, Yo} (Lo—a0),

to styczna (3) przechodzi przez punkt 8. Innymi slowy krzywa (2) jest
iniejscém geometrycznym punktéw, ktérych elementy liniowe lezg na
prostych przechodzacyeh przez punkt 8.

Krzywg (2) b@leemy nazywaé biegunowaq styoznych réwnania (1)
dla bieguna 8.

Niech bedzie teraz dana, krzywa zamknieta wypukla

(4) ’ z=a(t), y=0>0()),

wewnatrz ktorej lezy obszar Q. Kazda styczna do ktérejkolwiek krzywej
catkowej réwnania (1) w punkcie lezgeym w obszarze @ przecina krzywg
(4) dokladnie w dwéch punktach. Jezeli punkty krzywej (4) przyjaé¢ za
bieguny i kazdemu z nich przyporzgdkowaé biegunowg stycznych, to
przez kazdy punkt obszaru ¢ beda przechodzily dokladnie dwie biegu-
nowe stycznych. Krzywg (4) bedziemy nazywaé kierownicq stycznych.

Z powyzszych rozwazanl wynika nastepujgca metoda graficznego
rozwigzywania réwnan postaci (1), ktéra nazywaé bedzidmy biegunowq
metodq stycznych. Polega ona na:

1° ustaleniu kierownicy (4),

2° wykreglenin s1atk1 biegunowych (2) dla. wybra,nych punktéw
herownmy, ,

- 3° wykrefleniu przez wybrane punkty kazdej biegunowej elementéw
liniowyeh (wszystkie elementy liniowe ustalonej biegunowej lezg na pro-
stych przechodzgcych przez biegun odpowiadajacy tej biegunowej).

Aby ulatwié odnajdywanie odpowiadajgcych sobie biegunéw i bie-
gunowych, opatrujemy tymi samymi numerami punkty klerowmey (4)
i odpowiadajgce im biegunowe. '

Biegunowg metode stycznych mozna oczywiscie uogélmé na réwna-
nia postaci '

Flz,y,y')=0.

Wtedy dla biegunéw lezq,cyeh na kierownicy (4) otrzymu]emy réwnania
odpoma,da,]@cych im bleg'unowych W postacl
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W niektérych przypadkach wygodnie jest przyjaé za kierownice (4) krzywa
niezamknigta lub nie obejmujaca. obszaru @, np. dwie przeeinajace sie
‘Proste lub nawet jedna prostg. - ~ - |
Przypudémy, ze chcemy narysowaé wykres krzywej catkowej réw-
hania (1) przechodzacej przez dany punkt Po(a, ¥e). Jesli punkt P, lezy
na biegunowej styeznych o cesze np. £, to rysujemy jego element liniowy
jako odeinek prostej przechodzacej przez punkt P, i biegun o cesze {; na
kierownicy. Jegli natomiast punkt P, lezy miedzy biegunowymi o cechach
I 14,1, to kreflimy odecinek prostej przechodzacej przez punkt P, oraz
plmkt lezgey na kierownicy miedzy biegunami i i %,4. (Mozna tu latwo
Interpolowad.) Narysowany w pierwszym kroku odcinek przedtuzamy az
do przeciecia z nastepng biegunowsy stycznych o cesze t;,, w punkcie P,

Rys. 2

‘P.r;zez punkt P, i biegun o cesze ¢, na kierownicy prowadzimy drigi od-
cinek prostej i:przedluzamy go az do przeciecia z hastepng biegunows
w punkecie P,. Postepujge dalej analogicznie, obrzymamy linie lamang
aproksymujgcg szukane rozwigzanie. . R
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PRzZYEKLAD 2. Rozwigzmy biegunows metoda styeznych réwnanie

(zy+1)y' —y>~y = 0.
Za kierownice bierzemy kolo w = cost, y = sint. Rodzina biegu-
nowych jest okreslona réwnaniem
_ Y cost—l—ysmt—{—y—smt
¥ (1+-sint)
Na rysunku 2 narysowano biegunows metodg stycznych kilka krzy-
wych calkowych rozpatrywanego réwnania.
Oméwimy teraz metode podobng do poprzedniej, ktérg nazywaé

bedziemy  biegunowq metodq normalnych.
Rozpatrzmy krzywgy

(5) y—by = (@—a)/f(x, y)

oraz punkt S(a,, by). Poniewaz réwnaniem normalnej do krzywej cal-
kowej réwnania (1) w punkcie P(xq, y,) jest

(6) Y—Yo = —(@—uy)/[f (%o, Yo),

wiee z poréwnania (5) i (6) wynika, ze jezeli punkt P lezy na krzywej
(), tzn. jezeli

Yo—by = —(By—ay Wi @0y %),

to normalna (6) przechodzi przez punkt §.

Innyml stowy krzywa (5) jest miejscem ‘geometrycznym punktéw,
ktérych elementy liniowe 83 prostopadle do prostych przechodzgeych
przez punkt 8. A zatem kolo przechodzgce przez jakikolwiek punkt krzy-
wej (5) o frodku w punkc1e 8 jest styczne do krzywej calkowe] réwnania (1)
w tym punkcie. :

Krzywa (5) bedziemy nazywaé biegunowaq normalnych rvéwnania (1)
dla bieguna §.

Analogicznie jak w biegunowej metodzie stycznych, wprowadzamy
tu kierownice (4), ktérq. tvra razem nazywaé bedziemy kwrowmcq normal-
nych.

Biegunowa metoda normalnych polega na:

'1° ustaleniu kierownicy (4),

2° wykredleniu matlﬂ biegunowych (5) dla wybranych punktéw kie-
rownicy,

3% wykredleniu przez Wybra.ne punkty kazdej biegunowej element6w
hmowych (wszystkie elementy ustalonej biegunowej rysuje si¢ tu za
bomocy eyrkla, zakreflajge tuki kél koncentrycznyeh ktérych él:odek
lezy w biegunie odpowiadajaeym tej biegunowej). :
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Przypusdémy, ze chcemy biegunowg metods normalnych narysowaé
wykres krzywej calkowej réwnania (1) przechodzgeej przez dany punkt
Py(xg, yo). Gdy punkt P, lezy na biegunowej o cesze np. i, wowezas za-
taczamy przezeri luk kola o §rodku w biegunie o cesze ¢; na kierownicy.
Gdy punkt P, nie lezy na zadnej narysowanej biegunowej, wéwezas in-
terpolujemy analogicznie jak w metodzie styeznych. Narysowany w pierw-
8zym kroku tuk kola przedtuzamy az do przeciecia z nastepna biegunowsg
normalnych o cesze #;,, w punkecie P,. Przez punkt P, zakredlamy tuk kotla,
ktibrego grodek lezy na kierownicy w biegunie o cesze 1, i przedtuzamy
go do przecigcia z nastepng biegunows w punkeie P,. Postepujac analo-

gicznie dalej, dostaniemy krzywa zlozong z tukéw két aproksymujacg
szukane rozwigzanie. |
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Rys. 3

Jezeli kierownica jest krzywy zamknietg, to kazdemu punktowi
Ie'zz@-cemu wewngtrz niej odpowiadajg dwa bieguny na kierownicy; jeden
Zz nich lezy po stronie wypuklosei, a drugi po stronie wklestodci krzywej
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catkowej. Dla polepszenia aproksymacji, obieramy za $rodek ‘okregu
aproksymujgcego biegun lezgey po stronie wklestodei krzywej catkowej.

PRZYEKZAD 3. W teorii drgan ukladéw nieliniowych ma zastosowanie
unogélnione réwnanie van der Pola

M P jdt+o-+ef(z, dzjdt) = 0.

Jedny z metod badania tego réwnania jest badanie ksztattu krzywych
catkowych na tak zwanej plaszezyénie fazowej, to znaczy plaszezyznie
o osiach » i dwx/di. Po podstamemu de[dt =y, rowna,me (7) przy;mle
postaé

vy +atef(x,y) = 0.

Na rysunku 3 narysowane sg, 28 pomocy metody biegunowej nor-
malnych, wykresy krzywych catkowych réwnania van der Pola

yy' +a+e(l—a® Yy = 0.

Za klerowmce przyjeto tu kwadrat.

Jedli w dwu bliskich punktach dowolnej krzywej narysujemy nor-
malre do tej krzywej, to przetng sie one w punkeie bliskim grodka krzy-
wizny odpomadajq,cemu punktowi A.

Korzystajac z tej wlasnodei mozemy zwiekszyé dokladnosé b1egu-
nowej metody normalnych.

Przypuéémy, ze mamy narysowang kierownice normalnych i biegu-
nowe normalnych, tak jak przy biegunowej metodzie normalnych. Chege
narysowaé¢ krzywg catkows réwnania (1) przechodzgeg przez dany punkt
Py(x,, yo), Tobimy pierwszy krok jak w metodzie normainych, to znaczy
przez P, zakre§lamy Iuk kola az do jakiego§ bliskiego punktu P,. Nastep-
nie prowadzimy normalng do krzywej caltkowej w punkeie P, jako prosta
przechodzgceg przez P i odpowiadajagcy mu biegun. Analogicznie rysujemy
normalng do tejze krzywej przez punkt P;. Punkt N, przeciecia tych
normalnych przyjmujemy w przyblizeniu za érodek kota $cidle stycznego.
z tego frodka N, kreflimy tuk kola przez punkt P, as do punktu P,.
Normalna do krzywej catkowej w punkecie P, przecina poprowadzong
poprzednio normaing przez punkt P, w punkeie N, bliskim grodka kola
icifle stycznego do krzywej catkowej w punkcie P,. Ze drodka N 2
wreslimy tak kola przez P, az do punktu P itd.

Bledy przyblizen, otrzymywanyech opisanymi metoda,m.l, szacuje sie
wnalogicznie jak w metodzie izoklin, v

Praca wplynela 25. 1. 1956
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P. BYBEP (Bponuas)

I'PAOHNYECKHE PEMEHHA OBHIKHOBEHHBIX JUHOOEPEHIHAIABHBIX
YPABHEHHUH ITEPBOI'O IIOPAIKA

PESIOME

B crarbe pamm mBa METOHA CXOZHEE C METO[[OM HBOKIMH.

Bmecro Toro, uro6H — KaK B METORE MHBOKIME —- BHYEDPYMBATh KDHUBHE IO
TOYKAM, B KOTOPHX KACATENbHHE K MHTErDAILHHM KPHBHM [AHHOIO YPABHEHHUS
UMeI0T WMOCTORHHOE HANpPAaBJeHHe, NpeATaraeTcs 4epTHTh KPHUBHE N0 TOYKAM, B KO-
TOPHX KacaTelpHHE HJIA HOPMANbHHE K KDHBHM HOPOXOJAT dYepe3 (GUKCHPOBAHHYIO
TOYRY HPOWSBONBHON KpmBOH, HasusaeMmolt dupesmpuccoii. .
Ilpepmaraemme merTopni B ofmem ymroGHee MUPOKO yYHOTPeGIAEMOro MeToma
HBOKITH, '

B crarse pamEs mpuMePH IPHMEHCHHA STHX METO/I0B.

R. ZUBER (Wroclaw)

GRAPHICAL SOLUTION OF ORDINARY DIFFERENTIAL EQUATIONS
| OF THE FIRST ORDER

SUMMARY-:

The paper gives two methods similar to the method of isoclines.

. Instead of drawing — as in the isocline method ~— curves consisting of points
at which the tangents to the integral curves of a given equation have a-fixed direc-
tion, the author suggests the drawing of curves consisting of those points at which
the tangenis or normals to the integral curves pass through a fixed point of an ar-
bitrarily chosen curve called the directrix. The methods suggested are, on the whole,
more cenvenient than the commonly used isocline method. ‘

" . The papér contains examples of the application of these methods.

B



