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Uber Randwertprobleme fiir Gleichungen
vom gemischten Typ im R® (I)

von M. SCHNEIDER (Berlin)

Zusammenfassung. In einem Gebiet @ = R? werden lineare Differentialgleichungen
(1) Lu) = (4%u,), +Biu, +Ru = 0

untersucht; hierbei ist (1) in G {x; = 0} entsprechend vom- elliptischen, paraboli.
schen und hyperbolischen Typ. Durch Umschreibung von (1) auf eine Pfaffsche
Form dritten Grades und die Wahl einer speziellen Pfaffschen Form zweiten Grades
mit vier beliebig wihlbaren Funktionen, gelingt die Herleitung von Rand- und Koeffi-
zientenforderungen fiir die Giiltigkeit von a priori Abschitzungen fiir (1). Diese
Aussagen fithren zu Eindeutigkeitsaussagen fiir ein spezielles Randwertproblem einer
Gleichung (1) mit (2) A = 42 = k(z,), 4¥ =1, Bi=0, B = B(x;) und werden
speziell auf das Frankl-Morawetz Problem der Gleichung (1). mit (2) angewendet.
Es zeigt sich, daBl ein von M. H. Protter in [8] angegebener Beweis, zur Angabe von
Eindeutigkeitsaussagen fiir das Frankl-Morawetz Problem, nicht nachvollziehbar iat-

G < R? sei einfach zusammenhdngendes, beschrianktes Gebiet. In G
ist der Differentialoperator

1) Lul: = k(@) (%g g, + Ugyg,) + Ugyz, T 7 (@)U
mit k(x,) 2 0 filr o, = 0 gegeben.

ProBLEM I (R.W.-Problem). G werde fiir @3 > 0 durch eine stiickweise
glatte Flache ®©(x,) = 0 begrenzt, die fiir @y = 0 die @, @, — Ebene in
@} +a; =1 schneidet und fiir @y < 0 durch eine stiickweise glatte Fléiche
D) (g,) = 0 mit dem Schnitt @ +22 =1 fir o, =0. & =0 liege in-
nerhalb des durch x; = 0 und

T3
(2) O (@,): = (af+a)) —1— [ (—k()Pdt=0
0
bestimmten Gebietes. Gesucht werden Bedingungen, soda,é fur eine ,,quasi-

-reguldre” Losung w(w;) von L[u] = 0 mit u g0 em = 0 folgt u =0.
Bemerkung 1. Fir ,,quasi-regulir” siehe die Definition im Ab-
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schnitt 2. Dieses Problem I im R3 entspricht dem in [9] untersuchten
Randwertproblem im R2.

Im Abschnitt 3 werden sodann einige Aussagen iiber das Frankl-Mo-
rawetz Problem im R? gewonnen.

ProBLEM IT (Frankl-Morawetz Problem). G werde fiir @3 > 0 durch
eine stiickweise glatte Fliche & (x;) = 0 begremst — mit dem Schwitt o? -+
+2; =1 fiir ®; =0 — und fir @3 <0 durch die charakteristische Fldche
von (1)

3
(3) OV (@) = —(@f+a)— [ (—Fk(®)"dt = 0,

0
sowie einer stiickweise glatten Fliche ®® (x;) — 0 mit Schnitt -2 =1
fiir ®3 = 0, die der Bedingung

2 2 2

(4) | o (3) {BE) + DLV} -+ L > 0
geniigt. ¥ — 0 kann mit der charakteristischen Fliche ®® = 0 zusams
menfallen. Gesucht werden Bedingungen, sodaf fiir eine ,,quasi-reguldre”
Losung w(w;) von L[u] =0 mit u|g0 a3 = 0 folgt u = 0.

Bemerkung 2. M. H. Protter gibt in [8] fiir das Problem II der
Gleichung (1) mit ®® = &® und r(x;,) =0 einen Eindeutigkeitssatz
(Theorem 3, S. 444). Der in [8] angegebene Beweis ist leider nicht nach-
vollziehbar, da das auf 8. 445 iiber S, (entspricht hier @) erstreckte

Flichenintegral entgegen der Behauptung negativ definit ist. Hierzu siehe
auch die Bemerkung 6 im Abschnitt 3.

1. Herleitung von a priori Abschiitzungen. A priori Abschitzungen
werden fiir allgemeinere Differentialgleichungen als (1) hergeleitet. Diese
geben die Moglichkeit, die Existenz schwacher und halbstarker Lésungen
von Randwertproblemen nachzuweisen. Die in [10] gewédhlte Schreibweise
wird beibehalten. Sei
(6) Lu]: = (A%u,), +B'u, +Ru; 4,k =1,2,3,
mit

V1. A%(@;) =0 fir ¢ % k; A%(;), B'(w;), B(z;) «C(G).

Uber oben und unten auftretende gleiche Indizes wird stets von 1
bis 3 summiert. Entsprechend [10] sei

dn'u’ = %EirlAiku’zk [dwr! dml]
= AV, [do?, dz®] - A%u, [do?, do®]+ A% u, [de?, do?];
(8) O = k¢, Blda", do') = B[da?, do®] — B2[dat, da®]+B3[da?, do?];
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Die Gleichung (5) lautet dann als Pfaffsche Form dritten Grades
(7) L[u]{dat, da?, d2®] = [d, d,u]+[d, uO] +1§u [dzt, da?, da?].

Fir die geometrische Deutung von d,u siehe [3], S. 457 ff. oder [10].
Es seien o’(x;), a'(2;), ¢ = 1, 2, 3, zunichst beliebige, reelle Funktionen
mit

V2. a®(x;)eC3(G)NC2G,) a"(wj)ecl((’}l)nCl(éz); G, = G@n{z, > 0},

Gz — Gn{wa < O}.
Betrachtet man die Pfaffsche Form zweiten Grades

(8) 2 =2(c®u+ aiu,_i)dnu—i- (Bu? —A%u} ) w, — utd, a®+ a®u20

(9) w, = a'[de? do?]— a?[dat, do®] - ad[dat, d2?],
so ergibt formales Rechnen
(10) [d, Q] = 2(a°u+a"uzi)L[u] [dar, dx?, dx®] 4
3
+ (a’oouz_l_ 2 a’ikua:,- u:ck) [dmlj dw27 dwa]

k=1

mit aik = aki,

S
I

w = —2a"R+- (Rai)zi — (4% Az ), + (a°Bi)=i,
a,, = —(4n a")zi+2A11 az, +2a°4* —2a'BY,
@yp = —(Azzai)xi+2A22a§2+2a°A22—2a2B2,
(1) G = —(ABa), +24%63 120049 2B,
@y = az AN+ a; A — alB%— a?BY,
iy = ay AN+ a; A% —alB?— o3B,
(oy = a;:',‘;,’A22 + aiaA” —a?B?— a3B2.
Fiir die Probleme I und IT wird auf £ in G, und G, der Gaullsche Satz

angewendet. Die Funktionen o sollen sodann derart bestimmt werden,
daB

(12) o< [ o= ([f1a,Q1<0

3G waGy GGy
gilt und aus (12) zusitzlich folgt # = 0. Im folgenden wird die Form £
auf den in den Problemen I und II auftretenden Randflichen untersucht.
Hierbei wird vorausgesetzt, daB die auftretenden Flichenintegrale exi-.
stieren und die Funktion % und deren Ableitungen die Umformungen
zulassen.
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LeMMA 1. Unter V1 gilt 0< [ £, sofern

Gr{z3=0}
(—d* +d")48 =0 firk =0,1,2; (af—a2)4A¥ >0 firk =1,2,
(—a%+a})A®>0; (—a}+a )R+ (ag —a; )A*—(a} —al)B*>0.
Beweis. Die Form (8) £ lautet ausgeschrieben
(13) = [dx?, dz®]{2(a’u + a'u, A%, 4 at(Ru? — Afil) —
—u241q) +a°u2B1}—[dw1 d?{2(a®u + a’u,, )A“u ,
+ a?(Ru?—A" 2,)—102A22a° + a®u2B%} +
-+ [dat, da:z]{2(a°u—l—au VA% u, + a®(Ru? — A""uii)—
—u24%ag + a®uB?}.
Hiermit folgen auf GN{x, = 0} (Normalen nach auflen gerichtet) aus
Qlzymos + Llgymo- = — [da?, da®]{ }, + [da', da*]{ }_

die Bedingungen in Lemma 1.

LeMMA 2. Die stiickweise glatte Fliche @©(z,) = 0 habe die Dar-
stellung 9O (s, t) = {a*(s, 1)} mit grad D@ = o9V x ), 0> 0, und
grad D0 ins AupPere von G gerichtet. Dann gilt fiir u|ew = 0

(14) [[e=[[4")w,
(0) (0)
und es folgt 0< [ Q, sofern der Vektor a = {al, a? a3} auf & =0
o(0)

nicht ins Inmere von @ weist.

Beweis. Auf den glatten Randstiicken folgt aus [da’, da*] = (wizf —
—aia¥)[ds, dt] daB der Bi-vektor {[dx?, da®], —[da?, da3], [da, dx?]} pa-
rallel zu grad & ist. Aus %[0 = 0 folgt

Ug, [40Y, 401+ 1, [dat, da®] = 0, o) Uy, — gty =0,
(15)  w, [ds', do*]—u,,[de?, dz®] =0, bzw. OQu, —OQu, =0,
w, [dat, do®) +u,, [do?, das] =0, OQu, — D u,, = 0.

Durch Einsetzen von (15) in (13) folgt die Beziehung (14).

LemMA 3. Die stiickweise glatte Fliche ®®(z,) = 0 mit A%(®))2> 0
habe die Darsiellung 9 (s,t) = {a'(s,t)} mit grad OF = 0 (9 x 9Y).
0> 0 und grad & ins ﬁuﬂere von G gerichtet. Dann gilt fiir u|q@ = 0

o [[e-[[ ‘A‘;q;’,’l[ds >

o(3) o(3)
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falls der Vektor a = {a', a%, a®} auf & = 0 ins Aufere von G weist.
() f[fQ =0, falls a’(b‘” = 0 ist und

(%)
(iii) f[ 2 =0, falls @) = 0 mit der charakteristischen Fliche ®* (m;)

o(3)
= 0 zusammenfdllt.

Beweis. Aus u|g3) = 0 folgt entsprechend Lemma 2

(16) f f Q= f f A2 o, — f f (A% ) (o? D) = [ds,dt]

o3 o(3) o(3)
und die Giiltigkeit von (15) auf @&® = 0.
1° Gilt o«'@f) = 0, folgt aus (16) die Behauptung (ii).
2° Durch Ausrechnen bestidtigt man mit (15)
(17) (A%ug) (B2 = (aPu,)? (47 OF?).

Fillt ¢ — 0 mit der charakteristischen Fliche ®® = 0 zusammen,
d.h. ist 47 @ = 0, folgt mit (17) aus (16) die Behauptung (iii). Anderen-
falls folgt fiir o'®f) > 0 mit (17) aus (4) und (16) die Aussage (i).

LEMMA 4. Die charakteristische Fliche @V = 0 habe die Darstellung
9W(s, 1) = {a'(s, 1)} mit grad OV = o(¥V x 9Y), 0> 0 und grad O ins
Aupere von G gerichtel. Fiir t = konst. beschreibe 9 = 9V (s) die Bicha-
rakteristiken auf OV, sodaf A"digj) = Jzt. Dann gilt

a9 [[a=[[55

o(l)
0 ()}
-l—ffuz[ e —5- (a l) +R(a"¢§§})—l%— +
o(1)

+ o (B0 = s, a1+ [ [ Qo ) - (21, a1
o)

3
mit Q(Uy,, ;) 2 iU Yayy By = @y Und

) [ds, dt] +

oy = A0 a0l — a0,

Ty = AP —aA 0+ at0f) — at0l),

Ty = 4%(—a'0) —a* )+ a0}
(19) Gy = a1A22¢(Il2)_’_ a2A1 @2:11)’

Oy = alA”(Pg;-]- ad Au(pgl),

Gy = a? Aaaq;(ml; + a3 Azaqj,gz)_
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Beweis. Aus [da’, da*] = (atak —o*af)[ds, dt] folgt mit grad &V
= o(9 x 9", fiir den Bi-vektor

1
(20) {(de?, dz®], —[da?, da®], [da', d2?]} = . {20), 8), ®0)}[ds, di].
Da grad @ duBere Normale, ist [ds, dt] als ,,positiv” orientiertes Fla-
chenelement zu wahlen.

Mit (20) folgt aus (6):

1 % (1) A i
d,u =—(4 qb%, Uz,) [ds, dt] = E Uy, Ty [ds, di]

0
= %% [ds, dt],
sodaf
(21) ffzawd u = ffzaw——[ds dt] —ffa i%[d at]
o(l) o(1)

{2 o (e

o)
Aus (8) Q folgt mit (20) die Behauptung (18).

Bemerkung 3. Fir das Problem II ist u|e1 nicht vorgegeben.
Um aus (18) Forderungen fiir 0 < [[ 2 zu erhalten, benétigt man Aus-
o))

a’l
sagen liber f f u?)fds, dt].
o) e
Nach Integration iiber ,,s” verschwindet der Integrand an der ,,un-
teren” Grenze, da u = 0 im Schnitt der Flichen &® = 0 und ®® = 0.
Fiir die ,,obere” Grenze erhalt man die Forderung

. a®l
(22) lim { uzlmm} = 0.
z3—>0— Q
(22) ist eine Bedingung an das Singularititenverhalten von % im
Nullpunkt.
Aus Lemma 4 folgt
LeEMMA 5. Die Voraussetzungen von Lemma 4 und (22) seten erfullt.
BEs gilt 0< [[ R, sofern

2(1)

9 (a®A da® .
—0 as( - )+R( QOL) ~A—— +a*(BOL)) |,y > 0,
(23)
o
Q= Y Tyu, uzklw) 0 mat (19).

k=1
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Da &Y = 0 charakteristische Mannigfaltigkeit ist, ergeben sich fiir
Q(u,, ) Uzy) folgende Aussagen:
Mit A"(Zi(” = 0 folgt aus (19)

(24) o0)a,, + L)y, +Play, = 0 fir k =1,2,3.
Hieraus folgt

1 Gy

2 2 12 n2 23 2 Uyo Oy
@(1) = @(1) I @( ) Qﬁ(l) ;
Q31 Qa3 Ay Qgp Gz Gag a1y Gy
G, @ a
2 1 21 11
- E L ,
Qo3 Qg3 Uyy gy
sodaf fir ay( ;) > 0
— 1 Uy Aoy — 5%2 (1) (1) 2
Q — {(alauxl + a/23‘u,$2 + aa;,,u%) + _—QD(T (¢$2 uxl — @“’1 ’lba:z) }
[ 3

mit
(25) ‘7115’22—652 = @%’2{_‘422_‘433((11)2 +A11A33(a2)2 +A1]A22(a3)2}.

Somit gilt Q@ > 0, sofern @y > 0 und @;,a,,—a5, > 0 auf &V =0,

Die in den Problemen I und IT in (12) auftretenden Flichenintegrale
wurden untersucht. Fiir das Volumenintegral iiber G (bzw. G; und G,)
in (12) gilt folgende Aussage:

LeEMMA 6. Sei L{u] = 0 in G, dann. gili jff[d 01 <0, sofern mit (11)

3

(26) 00> 05 Qg Up) = _kZ (— @) Ug, Uy, > 0.

Ist in G, = G die Differentialgleichung (5) vom hyperbolischen Typ,
so folgt fiir die Form ¢ in (26)

LeEMMA 7. Ist ®(x;) = 0 mit @(x;)eC%(G,) charakieristische M annig-
faltigkeit von (5) L[u] =0 und u(x;)<C'(G,) eine beliebige Funktion, so

folgt mat

ot = yAik¢zk, 1 =1,2,3,
(27) 20° = M{(Aii¢£i)zi+Bi¢mi}s
det a”ik == 0.

Beweis. Mit o'®, =0 folgt fir K =1,2,3
D, APy, Aoy Dy Oy = —a’ffAﬁqﬁxj {u[(A"D,),, +B'®D,]—24d%}.

Bemerkung 4. Mit der speziellen Setzung (27) o' — pd*™*@{) folgt
fir die quadratische Form @ in Lemma 4 Q| ) = 2p(A%00) u, )z
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2. Behandlung von Problem 1.

DErFINITION. Eine Funktion wu(#;) wird quasi-regulidre Losung des
Problems I in G genannt, falls

a) u(x;)eC(G {w;|a} +a} =1, 2, = 0})NnC* (@) Losung von (1) in G,
und @,;

b) auf die Integrale [[fuL[uldr, [[fu,L[u)dr, jeweils erstreckt
iiber G; und G, der GauBlsche Satz anwendbar ist, wobei die auftretenden
Flichenintegrale erstreckt iiber innere Flichen, die gegen 0G, und 0G,
konvergieren, existieren.

Aus Lemma 1,2,3 und 6 ergeben sich fiir die Funktionen o fiir
die Giiltigkeit von (12) die Forderungen:

Ubergangsbedingungen (z; = 0);

a®* —d* =0 fir k=0,1,2; —d’+a>0;

~

(—a’ +al)r+(az,, —al ) >0.

X3—

G, und G,:

a-grad®?| > 0; a-grad®®| ;>0 mit a = {al, a? a%};

3
0,20, Q= D (—ax)u,u, >0 mit a,a; gemil (11).

tk=1

Zur Uhtersuchung der quadratischen Form @ in G, wird Lemma 7
verwendet. Wird als charakteristische Mannigfaltigkeit von (1) gewihlt

z3
PV = — (2} -+ — [ (K1)t
0
1}

1

und gesetzt —k) ——m—=

= 1,
so folgt auf &V = 0:
0
at =, o=@ o= —(—k)"W? f(—k(t))"zdt,
Z3

(28)
0
2a® = 1+ 3(—Fk) 7K [ (—%(t))"ds.
Z3

Die auf @) = 0 erhaltenen Beziehungen (28) legen die im Satz 1
unter (29) angegebene Wahl der Funktionen o nahe; man erhilt damit
die Aussage:



Randwertprobleme fiir Gleichungen (I) 9

SATZ 1. VORAUSSETZUNG. Fiir (1) L [u] = 0 gelie:
(i) k(ws) B 0 fiir 3 2 0; k(@) CO(G)NC*(Gn{ms # 0}); 7(@)) eC°(A)
ACY(G{z, # 0}).
(ii) Mit a}, o3 beliebig wdhlbare, reelle Konstanten, sei
0
ol =ay—al; o =m—al; @ = — k(@) [ k()
Z3

(29)

0
200 = 1—signay 3k’ [k(ay)| 2 [ [k(z)[Pdr
T3

und gelie:

@b —adl =0, o—-al =0, o _—a, =0,
(30)
—y = 20’7 — (rd’);, + k(@) (a3 0, + 03,)) + 035, > O
in G, und G,.
(iii) Fiir © = 0 und ®®) = 0 gelte
(31) a-grad @V | o >0; a-grad®®| >0,

BEHAUPTUNG. Fiir jede quasi-requlire Liosung des Problems 1 von

3

Beweis. Mit (29) folgt @ = > (—@4) Uy, %z, = 0. Die Forderungen
k=1
(30) sichern die Ubergangsbedingungen und ergeben mit (iii)

0< [fQ = [[[ld, 21<0, so0 dap u =0.

oG G

Bemergung 5. Die Voraussetzung o’ —a). = 0 ist erfiillt, sofern

e

Die Randforderungen (31) bedeuten eine ,,Sternformigkeit” des Ge-
bietes G beziiglich des frei wahlbaren Punktes P(a), 25, 0). Wegen der
speziellen Gestalt der o gemafB (29) ist es moglich, Singularititen der
ersten Ableitungen der Losungsfunktion u(a;) in P zuzulassen. Die zu-
sitzlichen Abschitzungen im GauBschen Satz sind dann entsprechend,
wie in der Arbeit von C.S. Morawetz [7], durchzufiihren.

Fiir spezielles k(wx;) folgt aus Satz 1

SATZ 2. VORAUSSETZUNG. Fiir (1) L[u] =0 gelte

(i) T(ws) = signa, |zs[™ mit m > 0, r(z;)eCOY(G)NCY (G N {z; # 0}).
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(i) Mt
2 m-+1
al =@, —2); a=x,—ay; a= Ty; A =
1 17 2 29 m+2 3 m+2
ser
4 .
“ 2 r—a-gradr >0 in G und G,

a-grad @?| o >0; a-grad®¥| > 0.

BEHAUPTUNG. Fiir jede quasi-regulire Lésung w(w;) des Problems 1
von L[u] = 0 mit u| g 4m =0 folgt u = 0. Gilt in den Sdtzen 1 bzw. 2
@, =0, jedoch a-grad®¥| >0, und ist & = 0 nirgends charakteri-
stisch, so folgt aus Lemma 3, daf mit u| s =0 auch a-graduj,, =0
ist. Rindeuligkeilsaussagen in einer geeigneten Funklionenklasse in G,

folgen aus der eindeutigen Lésbarkeit der Cauchyschen Anfangswertaufgabe
und in G, mit dem 1. Hopfschen Lemma.

3. Bemerkungen zum Problem II (Frankl-Morawetz Problem). Quasi-
-reguldre Losungen des Problems II sind entsprechend der Definition
im Abschnitt 2 erklirt. Zu den im Abschnitt 2 angegebenen Forderungen
an die Funktionen o* treten Zusatzforderungen auf der Fliche &® = 0
nach Lemma 4 hinzu. Die Fliche & = 0 hat eine Darstellung

0 0
D(s,1); = O (23, @) = {f (—k(t)) " dtcose, f (—k/t) " dtsing, a:a},
I3 z3

mit 75‘;3 X #% ins AuBere von G gerichtet. Man berechnet (Lemma 4)

0

(32) %‘ = f(—k(t))lmdt’ 1= _(_k(zs))lm

T3

und erhilt mit (25), daB Q(u,,, Ug,) gy = 0 gilt, sofern

(33)

By 8ge — T3y = K(23) {(¢1)?+ (02)2 4 B (23) (@®)2} | oy = 0.°

Aus Lemma 1 bis 6 erhdlt man fiir die Giiltigkeit von (12) die For-
derungen.

Ubergangsforderungen: o —d* =0 fir k¥ =0,1,2; —d +
+d > 0;

(34) (—ai—l-a:"_)r—l-(agﬁ—a“ ) > 0.

Iq—
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G, und G,: a-grad @9 >0, a-grad ®?| > 0 mit a = {a, a?, ¢%;
3
(35) —a,>0, Q= D (—az)u,u, >0 mita,,a; gemiB (11);
i1

0 (a2 ; da®
_Q'gz;( )—I—T(a (D.Scli))—)-a—%|¢(1)>05

(36)
83| 40y > 0, auazz—afﬂ@m) 0 mit (32) und (33).

Eindeutigkeitsaussagen fiir das Frankl-Morawetz Problem sind auf
die Bestimmung der Funktionen o mit (34), (35) und (36) zuriickgefiihrt.

Bemerkung 6. 1° Wird zur Untersuchung der Form (35) @ ent-
sprechend Abschnitt 2 & = & in Lemma 7 gewihlt, fithrt dies (B* = 0)
auf @Y — 0 in (36) zn einem Widerspruch.

2° Wird in Lemma 7 in @, die charakteristische Mannigfaltigkeit
von (1)

_ %3
(37) @ = o, +a,—V2 [ (—k(t))2dt
0
gewahlt, so folgt
(—k)'* (—Fk)" k Ve K
al =Ta3, a? = 1/5 ad, ad = —47, 2a°=‘u?z_—kj-”—2.
) 4 (—k)'” , .
Mit a® = —1 gesetzt, d.h. p = — T ——, erhdlt man die von M. H.
2
Protter in [8] angegebene Setzung a: = a® = —1, b: = a}, ¢: = &,
d: = a3. Wie aus (36) zu entnehmen, ist bei dieser Festsetzung (a® = —1)

die quadratische Form @ auf (3) &V = 0 negativ definiert. Der Beweis
von Protter in [8] ist somit auf diese Weise nicht durchfiihrbar.

Hierzu beachte auch die Bemerkung von Karatoprakliev in [6], in
der FuBnote auf S. 1598, dal der Beweis in [8] fehlerhaft sei.

3° Wird wie unter 2° @ entsprechend (37) gewahlt, u] o > 0 gefor-
dert, so sind die Forderungen (36) auf & = 0 erfiillt. Man hat dann
jedoch zur Erfillung von (35) u(#;) in G, derart festzusetzen, dafl s (=)
fiir #3+0— unendlich wird. Zur Herleitung von Eindeutigkeitssitzen
fiir quasi-reguldre Losungen des Problems II sind Zusatzforderungen
an % und %, fiir ,—0 4 zu stellen, damit die Integralé in (12) existieren.

Eindeutigkeitsaussagen fiir das Frankl-Morawetz Problem sollen in
einer anschlieBenden Arbeit angegeben werden.
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