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Sur lexistence d’une solution périodique d’une équation
différentielle a paramétre retardé et a petit parameétre

par Z. Mikotaiska (Krakow)

Résumé. Dans la présente note nous démonstrons I'existence d'une solution périodique de
léquation z'(t) = cZ(f, (1), z(t —1). &), ob Z(1, u, v, ¢} est périodique par rapport &  de
période T. Le théoréme en question est basé sur I'évaluation de |=(/)—u (1)) ou w(i} est une
solution de I'équation u'(1) = ¢ Z(r, u(r), u(r), ¢), et sur un certain théoréme sur les fonctions
implicites.

Considérons I'équation différentielle

)

1.1
(t1) dr

eZ(t, z(1), z(t—1), ),

ou Z(t, u, v, g) est une fonction périodique par rapport a  de période T.
Dans la présente note nous allons envisager le probléme de I'existence d'une
solution périodique (de période T) de I'équation (1.1). Le résultat obtenu est
basé¢ sur I'évaluation de la différence |w(t)—u(r)], ou w(r) est une solution de
I'équation

dw(1)

(1.2) e Z(t/e, w(t), w(t—¢1), €)

et u(r) est une solution de I'équation

du(t)
dt

(1.3) = Z(t/e, u(t), u(v), )

telle que u(0) = w(0). On vérifie facilement que, dans le cas ou w(t) est une
solution de (1.2), la fonction z(r) = w(te) est une solution de I'équation (1.1).
L’¢évaluation obtenue permet de déduire de I'existence d’une solution unique
u(t, ¢) de I'équation (1.3), périodique de période T-¢, celle d’'une solution
périodique w(t, ¢) de I'équation (1.2) de période T, d'ou I'on obtient immeédia-
tement une solution z(t, ¢) = w(te, €) de I'équation (1.1) de période T. L'exis-
tence d’'une solution périodique l'équation (1.3) peut étre déduite
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d’un théoréme sur les fonctions implicites et du théoréme du point fixe de
Banach. Dans la démonstration du théoréme sur la fonction implicite nous
avons appliqué la méthode topologique de Wazewski [2]. Certains autres
résultats sur l'existence d’une solution périodique de I'équation (1.1) sont
exposés, par exemple, dans le livre de Halanay [1].

1. Remarque 1. On vérifie facilement que I'équation (1.1) admet une
solution périodique de période T telle que z(0, €) — 1, exclusivement dans le
cas ou l'équation (1.2) admet une solution w(t, &) périodique de période ¢T
telle que w(0, &) = nq.

Admettons les hypothéses suivantes:

HypoTHEses A. (1) Z(t, u, v, £) est une fonction de classe C! pour 0 < ¢
<o, —o<u<+w, —o<v<+w, 0<e<egy, periodique par rapport
a t de période T> 1.

(2) 11 existe une constante M > 0 telle que
(14) 1Ztu, v, 9l<M, |Z,(r,u,v,8) <M, |Z,(t,u,v,e<M
pour (1, u, v, e)eR={(t,u, v,€): O<t<T, |u<r, v <r, 0<e<eo)
LEMME 1. Sous les hypothéses A il existe une constante k telle que pour
chaque solution w(t) de Téquation (1.2) telle que (t, w(t), w(t—et), €)€ R pour

0<t<T et pour wune solution wu(t) de Téquation (1.3) telle que
(t, u(1), u(t), e)eR pour 0<t < Tet w(0)=u(0) on a

(1.5) w(t)—u(t) <ket pour 0<t<T.
Démonstration. De la définition de w(t) et u(t) il vient
W' () —w' (1) < |Z (t/e, u(t), u(r), €)= Z(t/e, w(t), wit—er), &)
< |Z(t/e, u(n), u(r), &)= Z (t/e, w(t), w(r), e)|+
+|Z (t/e, w(t), w(t—e1), )= Z(t/e, w(t), w(t), ¢)|
< 2Mu () — w(t)| + M|w (t —et) —w(¢)|
< 2Mlu(t)—w ()| + M2ez.

En vertu de la theorie des inégalités différentielles on a donc
(1.6) w(t)—u(t) < IMet {e?™' —1} pour 0<t< T

Posons par définition

On obtient donc
[w(t)—u(r)| < kez.

Le lemme 1 est ainsi démontré.

2. Admettons les hypothéses A et les hypothéses suivantes:
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Solution periodique d’une équation différentielle 3
HypotHESES B. (1) Z(t, u, v, €) est croissante par rapport a u et v.
(2) l§ existe g > 0 tel que
21) Z,(t/e,u, u, e)+Z,(t/e,u,u,e) 2g>0 pour |y <r, 0 <e <.

(3) Il existe une solution u(t, &) de I'équation (1.3) périodique par
rapport a t de période T, telle que

(2.2) lu(t, e)l < &r  pour 0 <e<eg,.

THEOREME 1. Sous les hypothéses A et B il existe pour ¢ > 0 suffisamment
petit une solution z(t, ¢) de léquation (1.1) de période T telle que

(2.3) [z(t, &) <,

Démonstration. En vertu de la remarque 1 il suffit de prouver qu’il
existe une solution w(t, e) de I'équation (1.2) périodique de période T¢
satisfaisant a (2.5). Comme u(t, ¢) est périodique de période T¢ on a

Te

u(Te, e)—u(0, ) = | Z(t/e, u(r, ¢), u(t, €), ¢)dr = 0.
0

Envisageons la solution u(t, #, €) de I'équation (1.4) satisfaisante a la condi-
tion initiale u(0, n, ¢) = n. Evaluons

Te
u(Te, n, e)—u(0, n, &) = | Z(t/e, u(t, n, &), u(t, n, €), £)dr.
0

Posons par définition

Tt
F(n,e)= [ Z(t/e, u(t, n, &), u(t, n, ), e)dt.
0
Nous avons pour n = u(0, )

(24) F(u(0, ¢), ¢) =0,
Te

Fon, )= [ [Z,(t/e, u(t, n, e)u(t, n, ), &)+
0

A
+Zv(t/£’ u(ta '1’ E), u(ta '1: 8)3 3)}%“(“ ’1, ‘:)dt'

n
De la formule de Bendixson on tire

0 . t
(.,—nu(t, n, &) = exp[ [ {Z,(s/e, u(s, n, €), u(s, n, ¢), €)+
0

+Z,(s/e, u(s, n, €), u(s, 1, ¢), £)} ds]
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et par suite

Te
F,(n, &) = exp{ _[ [Zu(s/c, u(s, n, &), u(s, n, &), &)+
0

+2Z,(s/e, uls, n, &), u(s, n, ), ¢)]dt} —1=> e’ —1 2> Tig
pour |y <r—MT
En vertu de (24) on a donc
(2.5) F(n,¢) =2 Teq[n—u(0,¢)] pour u(0,e) <n<r—MTg,
(2.6) F(n,e)< Teq[n—u(0,¢)] pour —r+MTe < n <u(0, ).

De l'inégalité (1.6), pour la solution w(t, ¢ +1, ¢) de I'équation (1.2) satisfai-
sant a la condition initiale w(s, @+n, ¢} = @(s)+n pour —t <s<0et ¢(0)
=0 on tire

(2.7) w(t, o+n,e)—u(t,n, &)l <ktze pour 0<t<Tg
ou
(2.8) k, = iM {*MTe— 1],

On a donc

w(T, o+1n,6)—w(0, ¢+1, &)
Zu(Te, n,&)—u(0, n, &) —[u(Te, n, ) —w(Te, o+n, ¢)]
= Tge[n—u(0, &)] —k,te

pour u(0,e) <y <r—MT

De l’hypothese (2.2) on obtient (u(0, &) < ir et, par suite, pour p
=r—MTe on tire

w(Te, o+1,e)—w(0, o+n,8) =& | Tqr— MT?qe— 1 Tyr —k,)
=¢ | \Tgr —(k,+ M T?%qe)}.
En vertu de (2.8) pour ¢ suffisamment petit on a pour n, =r—MT:, 0
<&
(2.9) w(Te, o +n,, &)—-w(0, o+n,,8) >0.

D’une fagon analogue on obtient pour #, = —r+MTe

(2100  w(Te, ¢+n,,)—w(0, @+1,,c) <0  pour 0 <e<e, <e <&

De I'inégalité (2.9) et (2.10), en vertu de la continuité de la fonction w(T¢, ¢ +

+1,6)—w(0, o+n, ¢) par rapport a n, il résulte que pour chaque fonction
continue ¢(s) telle que
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il existe n,e(—r+MTe, r— MT) tel que la solution w(t, ¢+, €) de I'équa-
tion (1.2) avec la condition initiale

(2.12) wis, o+1,,¢e)=n,+o(s,e) pour —1c<s<0
satisfait a la condition
(2.13) w(le, +n,, &)—w(0, o+n,,e)=0 pour 0 <e<ZE.

Envisageons I'ensemble G des fonctions ¢(s, ¢) continues dans lintervalle
[ - T¢, 0] satisfaisant a (2.11) et telles que

(2.14) lo(s, &) <,
(2.15) lo(5, e)—@(3, ¢)]l < M|s—5]  pour §, 5e[—T¢, 0].

L'ensemble G ainsi défini est borné, fermé¢, convexe et compact. Envisageons
la transformation suivante

(Lep)(s) =w(s+eT, ¢+n,,e)—n, pour —eT<s<O0.
Nous démontrons que LG < G. Evaluons |(Lg)(s) pour ¢€G,

s

(Lo)(s) = Iw(s+eT, p+n,, e)—n,l =| [ w(+eT, o+n,, £)d(|

Te
<SMTe (pour —Te <5 <0).

Pour ¢ <r/MT on a
(Lo)(s) <r pour ¢eG.

L'inégalité (2.15) est une conséquence de (1.4). La relation (2.11) pour (Lg)(s)
est une conséquence immédiate de (2.13) et de la définition de L. On a donc
LG < G.

Démontrons que L¢ est continue dans G. Envisageons ¢, quelconque
@o€G et la suite @, = ¢q, ¢.€G. Supposons que Ly, + Ly, La dépendan-
ce continue de l'intégrale de la condition initiale et 'hypothése que ¢, — ¢,
et Lo, = Loq entrainent 7, + 1n,,. Comme 5, est borné, il existe une suite
a, — x telle que

'7“’% —n# Moo
En vertu de (2.13) on a

Te
i‘; Z(tfe. wit, Pa, F 1y, + £ W—ET, @y +1,, ;5 £), g)dr =0

d'ot on obtient

Te
§Z(t/e, wlt, @o+1j, &), w(t—e1, @o+1. €), &)dt =0
0
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et

Te

§ Z(t/e, wit, @o+1,4. €), w(t—et, @o+1yq, €), £)dt = 0.

0
Envisageons le cas ou n,, <. Puisque Z(t/e, u, v, ¢) est croissante par
rapport a u, v, on a

wit, Pot+1pys &) <W(I, @o+1n,8) pour —TE<tI<T
et par suite

Te

0= [ Z(t/e, w(t, @o+17. &), w(t —€T, 9o+, &), ¢)dt
0
Te
< [ Z(tfe, wiz, Po+1py, €), W(E—ET, Po+1,,, €), g)dt
o

0.

La contradiction obtenue démontre que Hp, = Mo € PAT suite Lo, — Lg,. 11
existe donc un point fixe de la transformation L, c’est-a-dire un e G tel que
Ly = @ et par suite

w(s+eT, §+ny, 8)—n = @(s) pour —eT<s<0
et

w(s+eT, §+ny,8)=@(s)+n; pour —TE<s<0.

De la periodicité de Z(t/e, u, v, ¢) il s’ensuit donc que w(t, $+17,, €) est
périodique de période ¢T.

3. Remarque 2. Dans le cas ou dans le théoréme 1 on suppose aussi
que limu(r, ¢) = u(r, 0) la limite limw(t, &) = w(t, 0) = u(¢, 0) existe. On a

ct—0 £—0
wit, &) —ule, O < Iw(t, &) —u(t, &) +lu(t, &) —u(t, O)
< kte+|u(t, e)—uf(t, O)f
d’otr 1l vient

him|w(t, &)—u(r, 0)) = 0.

£e—0
La fonction z(t, &) = w(re, £) est donc une solution périodique de I'equation
(1.1) de période T (T> 1) telle que

hmz(t, ¢) = imw(te, ) = u(0, 0) = n,.

£=0 £—0

4. Un théoréme sur les fonctions implicites. Envisageons I'équation sui-
vante sur les fonctions implicites

4.1) F (e, n) = 0.
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Admettons les hypotheéses suivantes:
HypoTHEses H.

(4.2) F(0, n) =0.

La fonction F (g, ) est continue pour ¢ >0 et de classe C' pour ¢ >0,
Il < F (e < &)

4.3) F,(e,n)>0 pour 0 <e<g, | <TF,
4.4 nF(,n>0 pour 0<e<egy In=r.

THEOREME 2. Sous les hypothéses H il existe une solution unique n(¢) de
Péquation (4.1) telle que |n(e)] <F pour 0 <& < g,.

Démonstration. Envisageons I'équation différentielle

_ —Fc(g, ’7(3))

4.5 (&) = ur 0 <e <eg, < T
4.5 1 (€) F. (e 1) po 0> Il

Posons par définition

—Fc(s’ '7)
Fo(e,n)

Des hypothéses (4.3) et (4.4) il résulte que

Wie, n) =

FW(, 7)) <0 pour 0 <e<eg,
~FiW(, —7) <0 pour 0 <e<sg,.

Désignons par Q I'ensemble
(Q) = {(e, m: 0 <e<eo, In <7},

Sur lensemble S = ||n| =7, 0 <e<¢gy} les intégrales de l'équation (4.5)
sortent de I'ensemble Q pour ¢ décroissants. Tous les points de I'ensemble S
sont des points de sortie stricte (cf. [2]) pour ¢ décroissents et par suite on
peut appliquer la meéthode topologique de Wazewski (cf. [2]). Ainsi on
constate l'existence d'un n* tel que l'intégrale #(e, &y, #*) de I'équation (4.5)
tel que #(eo, €9, #*) = n* satisfait a I'inégalité

(4.6) In(e, &g, n*) <7 pour 0 <¢ < ¢

donc il existe une suite ¢, — 0 telle que

df —
'1(8”) = n(sus 80’ ”*) - n.

En vertu de la continuité de la fonction F(e, ) pour ¢ =0 on a

lim F (e, n(e,)) = F(0, 7)) = 0.

v
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On vérifie facilement que F(&, n(e. &0, #*)) = const = ¢ et par suite

lim F (e, n(e,))=c=0

c'est-a-dire
F(e, (e, €9, n*) =0 pour 0 <¢ < &.

[l reste & démontrer l'unicité d'une telle solution x(¢) de I'équation (4.1).
Envisageons un #€(0, ¢5]. On a

F(z, n(E, €0, n*) = 0.
De I'hypothése (3.3) il résulte donc
F(& n >0 pour n>nE, &, n*),
F(&, n <0 pour n <nlE, &g, 7%),
et par suite pour chaque ¢€e(0, g¢], n(c, &y, #*) est la solution unique de

'équation. (4.1). Le théoréme 2 est ainsi démontré.

5. HypotHeses H,. Supposons que pour chaque #, {5 < 7 il existe une
constante M (n) telle que

FC(JJ,Q

5.1 lim s
(5.1 im sup F (e 0)

£-=0, =y

< M(n).

THEOREME 3. Sous les hypothéses H et H, il existe une limite de lu
solution y(¢) de Téquation (4.1) pour ¢ >0, ou n(g) est la solution de (4.5)
satisfuisant a (4.6).

Démonstration. Envisageons une suite quelconque ¢ =0 (0 < ¢, < &)
telle que n(x,) est convergente,

(5.2) imne)=n. In<rF, ¢ —0.

v

De l'inégalité (5.1) il résulte qu'il existe ¢ > 0 tel que

F(e. ¢ i
Feln ol oMy
F,(e 9

(5.3)

pour 0 <e <. |[l—4l <o,
Nous démontrons que pour chaque n suffisamment grand il existe v, tel
que

(5.4) In(e)—al < 2M () (1/n—¢) < 2M (n)/n
. pour 0 <e<g, <1/n, n=ng, ng+1,...
On vérifie facilement que I'ensemble

Z,= . n 0<e<1n, [n—al < 2M @) (1/n—e)
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pour n suffisamment grand est contenu dans I'ensemble
w={e,n 0<e<eo, In—7l <o,
ou est satisfaite I'inégalité (5.3). Puisque (g,, n(¢,)) — (0, #) il existe v, tel que
0<e, <1/2n, |y, —0l <M@)/n=2M#)1/n—1/2n) <2M(n)(1/n—¢, )
cest-a-dire (¢, . n(e, ))€Z,. On a
7' (e)] < 2M (7))
pour (g, y(¢))€Z, et par suite
In(e)—n (e, )l < 2M (#) (¢, — &)
pour 0 <& <¢, tel que (s, n(s))eZ, pour ¢ <s < ¢, . d'ou on obtient
() =7l < In(e)—nle )+ nle,)— 7l
<2M@m(/n—e. )+ 2M#H) (e, —&) = 2ZM () (1/n—¢)
pour 0 <& <g,,
c'est-a-dire (¢, n(e))eZ, pour 0 <e<e, . Pour n— oo on obtient lim|n(c)—A
= (. Le théoreme 3 est ainsi démontré. °

6. Application du théoréeme 2 a la démonstration de l'existence d’une
solution périodique d’une équation différentielle. Envisageons [I'¢quation
différentielle

(6.1) uw(t) =@, u(t),¢) pour 0 <eg<e <1

et admettons les hypothéses suivantes:
HypoTHises A. 1° @(t, u, ¢) est de classe C! par rapport a (t, u, ¢) pour
0 <e<ig:
2° @(t, u, ¢) est périodique par rapport a r de période T > 0;
3° 1l existe M >0, r > 0 tel que
(6.2) |@(t,u, ey <M pour u <r, 0<&<g,,
<

<
63 - @, (r,u, )l <M  pour luf<r, 0 <e <.

Hyrotuises B. 1° 11 existe une constante ¢ > 0 telle que

(6.4) D, (t,u,e)=2g>0 pour 0 <e<eg, U <7,
2(.

(6.5) n®(Te, n,e) >0 pour |g > ir,

(6.6) nd.(t.n.e)=0 pour g =4r, 0<1 < T,

THeOREME 4. Sous les hypothéses A et B il existe pour ¢ suffisamment
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petits une solution unique u(t, €) de l'équation (6.1) périodique de période T,
telle que

(6.7) |u(z, &) < 3r.

Démonstration. Envisageons &£* quelconque (fixé) 0 <e* <¢gy < 1.
Nous démontrons que pour chaque fonction ¢ () continue dans l'intervalle
0 <t < Te* telle que
(6.8) ?(0) = o(Tt*) =0,

(6.9) lo( <ir pour 0Kt < Te*
il existe #,-,|n,-| < ir tel que

Te”
(6.10) [ ®(r, (1) +1,, £¥)dt = 0.
0

Envisageons la fonction

Te

0 < &g,
(6.11) F(s’n)z{gﬂt,qo(t)m,a)dr pour 0 < ¢ < g

0 pour ¢ =0.

En vertu de (6.2) la fonction F (e, 1) ainsi définie est continue pour 0 < ¢ < g
et F(0,n) =0 cest-a-dire que les hypothéses (4.2) du théoréme 2 sont
satisfaites. En vertu de (6.4)

Te

F,(e,n) = [ ®,(t, p(t)+7n,€)dt >0 pour 0 <& < ¢
0

et par suite (4.3) est satisfaite. Il reste a prouver (4.4). De la définition de
F(e, n) on tire

Te

nF (e, ) = nTP(T, (Te)+n, e)+n | D.(t, @(t)+n, g)dt

0

pour |yl =F=1r on a, en vertu de (6.9),
n+te® = In—le@ = r—ir=2r

et par suite, en vertu de (6.5) et (6.6), on a pour || =F

[+ o(T)] ®(Te, p(T)+n, ¢) >0
et
[(n+e®]P.(t, @) +1,€) > 0.
Mais pour || = 4r et |o(t) <ir on a

sgn(n+ (1)) = sgny
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et par suite

I =sgn[(n+ () ®(T, p(Te)+1, €)] =sgn[nP (T, o(T)+7, €]

et

sgn[(n+ @)D (1, @(t)+n, &)]] = sgn(n-D.(t, @()+7, )

d’ou on obtient

Te
nF, (e, n) = Ti®(Te, o(Te)+n, e)+n [ S.(t, @(t)+n, &)dt >0
0

ir.

On peut donc appliquer le théoréme 2 avec 7= lr. Dés lors, il existe
n(e, e*, @) tel que

pour |g =F

Te
(6.12) f(t, o(+ne, e, ¢), e)dt = 0,
) 0
(6.13) In(e, e*, )| < ir.

Envisageons I'ensemble des fonctions continues
A ={peClOTN: 9(0) = @(Te*) =0, () < ir, lo(—o @) < M|r—1]}.
L’ensemble A,. est fermé, borné convexe et compact. Envisageons la
transformation
(W 0)(s) = {itb(t, @) +n(e*, e*, @), e*)dt  pour 0 <s < Te*,
0 pour s =0.

Dans le cas oo MTe* < §r on a

(W.o)(s) <ir pour 0<s< T*,
De la définition de n(e*, ¢*, ¢) il résulte que

(W.-9)(0) = (W, 9)(Te*) = 0,
I(We- @) (s1) — (W, @) (s2)] < M |s; =5,

et par suite W,. A.: < A,-. Nous allons démontrer que W,- ¢ est continue dans
Ag-. Evaluons ||W- @, — W,- @l

(6.14) (W 0,)(5)— (W, 92) ()
= |[12(1, @1 () +n(e*, &%, 9.), &)= P(1, @2()+n(E*, £*, @2), €*)} di]
o

S MTe* | max |@,(1)— @, (D) +In(e*, e*, @) —n(e*, e*, ,)l].

0<e<Te"
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De la définition de n(&*, &*, @) il vient
Ter

0= | (P @i (D +n(e*. 2%, @1). e¥) = D, @2 () +n(e*, £, @) £¥)} dt
0

Te~
= ' [¢u(" 0('* §01a (p2* 8*)v 8*)-: ((P1 ([)‘—(/72(?))] dt+
Te®

+In(e*, e*, @) —n(e*, e*, )] | S,(t, 01, @1, @3, &%), £¥)dt
0

d’ou 'on obtient, en vertu de (6.3) et (6.4),

MTe* o, — ol

: M
In(e*, e*, @) —nle*, e*, @)l < . = —llg,— @all
Te*q q

et par suite de (6.14) on tire
W, @1 =W, 0,ll < MTe* (14 M/q] @, — @all.

La transformation W, ¢ est donc continue et pour &* suffisamment petit on
peut appliquer le théoréme du point fixe de Banach a la transformation W,- ¢
dans l'ensemble A, . Désignons par ¢(t, ¢*) le point fixe unique de la
transformation W, ¢,

go(’? ‘;*)E Al:"‘s [Vl{(p( " 8*)] (5) = (P(b\ 8*) pour 0 <8 < Te*

c'est-a-dire

Q(s, c*) = ftb(t (L, eX)+nle*, e*, o(-, e%), s*)dr,
0
(0, e*) = @(Te*, ¢*) =0

et par suite la fonction

u(t, £%) Sl o, e*)+n(e*, e*, (-, &%)
est une solution de I'équation (6.1) satisfaisant a la condition

T
u(Te*, e*)—u(0. e¥) = | @(r, u(r, e*), ¢*)dt = 0.
4]
En vertu de la périodicité de ®(1, u, ¢*) la fonction u(r+ Te*, £*) = u(t, &*)
est une solution périodique de I'équation (6.1) de periode Te* pour 0 <1
< + x. Puisque ¢* est suffisamment petit quelconque (0 < e* <% < &) le théo-
réme 4 est donc démontre.

7. Dans le cas envisagé dans le théoréme | on a

P(f,u,e)=2Z(tfe, u, u, g
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et par suite .en vertu du théoreme 4, I'hypothese B3 est satislaite, par
exemple, dans le cas ou sont satisfaites les hypothéses suivantes:
HypoTHESES Z.

Z (6w, u, &)+ Z,o(t, u, u, )l < M pour |u| <

| Z(t,u,u,e)) <M pour |ul <r, 0<e<e,,

Z,(t,u,u, )+ Z (t,u,u,8)=2qg>0 pour 0 <e<eg, | <r,
nZ(T.n,n,¢)>0 pour |y > jr,

niZ.(tje, n, n, e)—1/e*Z,(t/e, n,n, €)) =0 pour 0 <<
0t <

r, 0 <& < g,
<

¢

L}

‘0
T, |yl = ir.

ExempLE. Envisageons le cas ou

Z(t.u,v,¢) gL'Zp(t)g//(u, v, )+ Mu. e, 8),
ou p(r) est une fonction de classe C' périodique de période T> 1, p(t) =0
W, v, el <M, |[F'u,cv,elsM, |[I+I|<M,
o +y <M, |F+T129>0, [Yl<M,
Y (u, v, e) et I'(u, v, ) sont croissantes par rapport a u et v
nl'(n. n,¢)>0  pour |y =g,
n il (. n.e)=tp (t/e)y(n, n,e)} 2 0>0 pour 0<1< T, |yl =ir.

On vérifie facilement que dans le cas envisagé les hypothéses Z, A et B sont
satisfaites (pour ¢ suffisamment petit), donc il existe une solution z(f, &) de
I'équation

dz (1)

n - };3p(t)|/1(z(t), z(1—1). .r:)+sl"(: (1), z(r—r1), 1:)

périodique par rapport a t de période T pour 0 <& <& < &.
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