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EIN GEWISSES RANDPROBLEM AUS DER THEORIE
DER WARMELFEITFAHIGKFEIT

Das durch die Gleichung
ou(X, )
ot

und die weiter definierten Nebenbedingungen gegebene nichtsta-
tiondire Temperaturfeld soll in einem zwei-

(1) = adu(X,7), a>1

fach zusammenhingenden Gebiet behan- St
delt und gesucht werden. Der Punkt @
(X, 7) gehort im allgemeinen einem (m+-1)- E

dimensionalén Gebiet D an, das von der
Ebene 8, und zwei walzenformigen Ober-
flichen ¢, und o,, die vorausgesetzt durch’
Funktionen mit stetigen Ableitungen bis zur
zweiten Ordnung versehen sind, abgegrenzt
ist (Abb. 1).

Die Anfangs- und Randbedingungen
sind

o7} Gy

an) w(X, 0) = f(X), XeS,,
w(X, 1) =p(X,7), (X,7)eay,
(I1II)
gty x) _ (X, 1) <on,
on

wo d/dn die Ableitung nach der ins Innere des Gebietes gerichteten
Normalen bedeutet. _

Dieses Problem entstand im Zusammenhang mit einem neuen Kri-
stallisationsverfahren, das zum Ziele hat, dem erstarrten Korper be-
deutend bessere Festigkeitseigenschaften zu erteilen als dies bei den
bisherigen konventionellen Kristallisationsprozessen maoglich war.
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1. Bezeichnet man mit Dy ein Gebiet, das von den Ebenen S, Sp
und den beiden Oberflichen o, und o, abgegrenzt ist, so lidsst sich
folgender Satz aussprechen:

Die Qleichung (I) mit den Bedingungen (II) und (III) st im Gebiete
Dy durch Funktionen mit stetigen Ableitungen bis zur zweiten Ordnung,
die ausserhald in Dyp--o, stetig sind und in Dp-+o, eine stetige Ableitung
haben, eindeutig losbar.

In der Tat, bezeichnet man mit A den Operator

(1.1) Afu] = aAu——%
ov

und mit A4* den zu A adjungierten Operator, dann ergibt sich bei An-
wendung der Greenschen Formel folgende Beziehung:

(1.2) f [ [ @A) —warpav+ [ [ (uf“‘—ulaa )da+

o1+0y
+f...fu1u2ds—f...fu1u2ds = 0.
Sp 8,

Wird jetzt 4, = u% wo A[u] = 0 und u, = 1, gesetzt und beriick-
sichtigt, daB

o1 - au 2._ < [ 0w \?
A[u]_zuA[quag(aX) _2“;(_033-)

ist, 8o erhilt man aus (1.2)

ff fZ(axi)dV+fdl.+.;2fug—:ida+§f;T.fuzds=%f;;.fuzds,

Geniigt die Funktion % (X, 7) noch den Bedingungen (II) mit f(X) =
= 0 und (IIT) mit ¢ (X, ) = 0, so ergibt sich endgiiltig

ffD...faZm:(af’;i)2dv+%f;,fuzds o
T =1 T

Da aber T' beliebig angenommen werden kann, ist dies nur méglich,
wenn « = 0 ist, woraus schon die Eindeutigkeit der Losung folgt.

Setzt man jetzt wie auch spiter ¢(X, r) = 0 und versucht die Glei-
chung (I) durch den Ansatz

w(X, 7) = t(r)v(X)
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zu befriedigen, so ergibt sich sofort

(1.3) t(s) = e~
und
(1.4) Av(X)+k0(X) =0, Xe&,,

wo v(X) gemilB den Bedingungen (III) folgende homogene Randbedingun-
gen erfilllen muB:

'D(.X) :0, XfSrO']_,
(1.5)

=0, XeS,o‘z.

Sind »,(X) und v,(X) zwei beliebige den Bedingungen (1.5) genii-
gende Loésungen der Gleichung (1.4), die sogenannten Eigenfunktionen, so
ergibt sich mit Hilfe der Greenschen Formel

ff f{fvldvz —v,Av,}ds = f f( 0o, -V, 311) =

8z(01+09)

Hieraus folgt:

Die Eigenfunktionen v,(X) der Gleichung (1.4) mit den Randwert-
bedingungen (1.5) bilden eine wvollstindige, orthogonale Funktionenfolge.

2. Nun wird die Gleichung (I) mit den Anfangsbedingungen (II) und
Randbedingungen (ITI) in zwei, vom praktischen Standpunkt aus gesehen
wichtigen Fillen, nimlich in den Gebieten einer hohlen Kugel und einen
hohlen Zylinder gelost.

(a) Fithrt man im Falle der hohlen Kugel die Pola,rkoordmaten
ein, so geht die Gleichung (I) wegen der Kugelsymmetrie des Tempe--
raturfeldes iiber in

(2.1) ou(r, ) =a(62u(fr, ) 2 du(r, r))’

= >0, B, <r < R,,
or

ar2 r ot

wo mit R, und R, die Radien des hohlen Raumes und der Kugel bezeichnet
Jwurden.
Die Anfangs- und Randbedingungen lauten jetzt:

(2.2) w(r, 0) = f(r), Ri<r< Ry,
(2.3) w(By7) =0, BT,

ar
























