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EIN GEWISSES RANDPROBLEM AUS DER THEORIE
DER WARMELFEITFAHIGKFEIT

Das durch die Gleichung
ou(X, )
ot

und die weiter definierten Nebenbedingungen gegebene nichtsta-
tiondire Temperaturfeld soll in einem zwei-

(1) = adu(X,7), a>1

fach zusammenhingenden Gebiet behan- St
delt und gesucht werden. Der Punkt @
(X, 7) gehort im allgemeinen einem (m+-1)- E

dimensionalén Gebiet D an, das von der
Ebene 8, und zwei walzenformigen Ober-
flichen ¢, und o,, die vorausgesetzt durch’
Funktionen mit stetigen Ableitungen bis zur
zweiten Ordnung versehen sind, abgegrenzt
ist (Abb. 1).

Die Anfangs- und Randbedingungen
sind

o7} Gy

an) w(X, 0) = f(X), XeS,,
w(X, 1) =p(X,7), (X,7)eay,
(I1II)
gty x) _ (X, 1) <on,
on

wo d/dn die Ableitung nach der ins Innere des Gebietes gerichteten
Normalen bedeutet. _

Dieses Problem entstand im Zusammenhang mit einem neuen Kri-
stallisationsverfahren, das zum Ziele hat, dem erstarrten Korper be-
deutend bessere Festigkeitseigenschaften zu erteilen als dies bei den
bisherigen konventionellen Kristallisationsprozessen maoglich war.
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1. Bezeichnet man mit Dy ein Gebiet, das von den Ebenen S, Sp
und den beiden Oberflichen o, und o, abgegrenzt ist, so lidsst sich
folgender Satz aussprechen:

Die Qleichung (I) mit den Bedingungen (II) und (III) st im Gebiete
Dy durch Funktionen mit stetigen Ableitungen bis zur zweiten Ordnung,
die ausserhald in Dyp--o, stetig sind und in Dp-+o, eine stetige Ableitung
haben, eindeutig losbar.

In der Tat, bezeichnet man mit A den Operator

(1.1) Afu] = aAu——%
ov

und mit A4* den zu A adjungierten Operator, dann ergibt sich bei An-
wendung der Greenschen Formel folgende Beziehung:

(1.2) f [ [ @A) —warpav+ [ [ (uf“‘—ulaa )da+

o1+0y
+f...fu1u2ds—f...fu1u2ds = 0.
Sp 8,

Wird jetzt 4, = u% wo A[u] = 0 und u, = 1, gesetzt und beriick-
sichtigt, daB

o1 - au 2._ < [ 0w \?
A[u]_zuA[quag(aX) _2“;(_033-)

ist, 8o erhilt man aus (1.2)

ff fZ(axi)dV+fdl.+.;2fug—:ida+§f;T.fuzds=%f;;.fuzds,

Geniigt die Funktion % (X, 7) noch den Bedingungen (II) mit f(X) =
= 0 und (IIT) mit ¢ (X, ) = 0, so ergibt sich endgiiltig

ffD...faZm:(af’;i)2dv+%f;,fuzds o
T =1 T

Da aber T' beliebig angenommen werden kann, ist dies nur méglich,
wenn « = 0 ist, woraus schon die Eindeutigkeit der Losung folgt.

Setzt man jetzt wie auch spiter ¢(X, r) = 0 und versucht die Glei-
chung (I) durch den Ansatz

w(X, 7) = t(r)v(X)
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zu befriedigen, so ergibt sich sofort

(1.3) t(s) = e~
und
(1.4) Av(X)+k0(X) =0, Xe&,,

wo v(X) gemilB den Bedingungen (III) folgende homogene Randbedingun-
gen erfilllen muB:

'D(.X) :0, XfSrO']_,
(1.5)

=0, XeS,o‘z.

Sind »,(X) und v,(X) zwei beliebige den Bedingungen (1.5) genii-
gende Loésungen der Gleichung (1.4), die sogenannten Eigenfunktionen, so
ergibt sich mit Hilfe der Greenschen Formel

ff f{fvldvz —v,Av,}ds = f f( 0o, -V, 311) =

8z(01+09)

Hieraus folgt:

Die Eigenfunktionen v,(X) der Gleichung (1.4) mit den Randwert-
bedingungen (1.5) bilden eine wvollstindige, orthogonale Funktionenfolge.

2. Nun wird die Gleichung (I) mit den Anfangsbedingungen (II) und
Randbedingungen (ITI) in zwei, vom praktischen Standpunkt aus gesehen
wichtigen Fillen, nimlich in den Gebieten einer hohlen Kugel und einen
hohlen Zylinder gelost.

(a) Fithrt man im Falle der hohlen Kugel die Pola,rkoordmaten
ein, so geht die Gleichung (I) wegen der Kugelsymmetrie des Tempe--
raturfeldes iiber in

(2.1) ou(r, ) =a(62u(fr, ) 2 du(r, r))’

= >0, B, <r < R,,
or

ar2 r ot

wo mit R, und R, die Radien des hohlen Raumes und der Kugel bezeichnet
Jwurden.
Die Anfangs- und Randbedingungen lauten jetzt:

(2.2) w(r, 0) = f(r), Ri<r< Ry,
(2.3) w(By7) =0, BT,

ar
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Nach Abschnitt 1 ist die partikulire Losung der Gleichung durch
den Ausdruck

ink k
(2.4) w(r, ) = e~ [A m® B cosr ”]
gegeben, wo A und B geeignete Konsta,nten sind. Gemass den Randbedin-

gungen (2.3) gilt:

4 sinkR, 4B coskR,

=0
R, R, ’
(25) kR inkR kR inkR
coskR, sinkR, coskR, sinkR,
kA —B _(BEo g 2R .,
( R, R, ) ( B TR )

Fiir die nichttrivialen Losungen dieser Gleichuhgen mufl die Deter-
minante gleich Null sein.
Mit Hilfe einfacher Umwandlungen ergibt sich hieraus

(2.6) - tgu(-1) = ul,

wo zur Abkiirzung ! = R,/R, und g = kR, gesetzt wurde.

Die Gleichung (2.6) hat unendlich viele Losungen u,, von denen
die ersten zehn positiven fiir verschledene Werte von ! aus der Tafel 1
zu entnehmen sind.

TAFEL 1
l 1,2 1,5 2 2,5 3 3,5 4 5
py | T,2844 | 2,6483 | 1,1655 | 0,7018 | 0,4837 | 0,3599 | 0,2815 | 0,1898

Mo 23,3838 9,2813 | 4,6042 | 3,0547 | 2,2837 | 1,8227 | 1,56163 | 1,1344
lg 39,1635 | 15,6226 | 17,7898 | 5,1846 | 3,8841 | 3,1048 | 2,56858 | 1,9377
' 54,9019 | 21,9303 | 10,9499 | 17,2938 | b5,4673 | 4,3721 | 3,6423 | 2,7306
by 70,6268 | 28,2271 | 14,1017 | 9,3964 | 7,0449 | 5,6346 | 4,6046 | 3,5201
19 88,3455 | 34,5188 | 17,2497 | 11,4959 | 8,6200 | 6,8949 | 5,7450 | 4,3080
Hg 102,0609 | 40,8080 | 20,3958 | 13,5939 | 10,1938 | 8,1541 | 6,7945 | 5,09562
g 117,7743 | 47,0055 | 23,6407 | 15,6909 | 11,7668 | 9,4126 | 7,8433 | 5,8819
Mg 138,4864 | 53,3820 | 26,6848 | 17,7873 | 13,3392 | 10,8707 | 8,8018 | 6,6683
P | 149,1977 | 56,6679 | 29,8283 | 19,8833 | 14,0113 | 11,9284 | 9,0399 | 17,4545

Nach (2.4) und (2.6) konnen die partikuliren Losungen, die die
Radbedingungen (2.3) erfiillen, in folgender Gestalt dargestellt werden:

2 .
(2.7)  Up(ry7) = e_a(f%) : %(ynlcos,un (—1:— —l) +-8iny, (—I:— - )),

1 1
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wo (), vorliufig beliebige Konstanten sind. Dies bedeutet, daB

o« 2
2.8) w(r,7) = g =) %’—‘ ('ynlCOS,un ("E% —z) tsin g, (3;—1 —z))
die allgemeine Liosung ist.

Die Koeffizienten (', konnen aus der Anfangsbedingung (2.2) bestimmt
werden. Zu diesem Zwecke wird vorausgesetzt, da f(r) eine stetige,
mit stiickweise stetiger erster Ableitung versehene und den Randbedingun-
gen (2.3) geniigende Funktion ist. Dann gilt nach Abschnitt 1 die Reihen-

entwicklung
= C r r
= S'_"_ —_— in{— —1
fr) ) (‘unleos(R1 l) -I—;sm(R1 )),

woraus man unter Beriicksichtigung der Orthogonalitit der Eigen-
funktionen

%(,u,,,lcos (].% —l) +-sin gy, (1%1 —l))

1

mit dem Gewicht 72 und der Bedingungsgleichung (2.6) zum folgenden
Ausdruck fiir den n-ten Koeffizienten C, gelangt:

7 r o . r
2 f Tf(T) (MnlCOSyn (F —-—l) +sinpy, (ﬁ_ _ )) dr
(2.10) 0, = Ry 1 . 1 |
Rl[(l*—l)(.uilz—l)— (W -l-l) sin2u(l—1)]
Fir einen praktischen Fall soll f(r) = {, = const im ganzen Bereich
R, < r < R, gesetzt werden. Dann wird

1
2t0R2 (1 + —2—) sinlu,,(lfl)
Pl

(2.11) 0, =

’

[<1—1)wizz—1)—( - +12) sinwl—l)]‘

penl?

womit die Darstellung der Konstanten ¢, durch die absolut und gleich-
missig konvergente Reihe (2.9) nur auf innere Punkte des Bereiches
(R, R,) beschrinkt werden muss.

(b) Durch Einfiihrung von Zylinderkoordinaten im Falle des unendlich
langen Rohres erhilt man fiir eine zylindersymmetrische Anordnung des
Temperaturfeldes die Gleichung

ou(r,t) . ( 0%u(r, ) +£ ou(r, 1)

(2:12) oz dr? r or

)9 R1<1‘<R21
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wo R, und R, die Radien des inneren und #uBeren Rohrdurchmessers
sind.

Die Anfangs- und Randbedingungen sind durch (2.2) und (2.3)
gegeben. Fiir die Losung der Gleichung (2.12) kann folgender Ausdruck
angenommen werden:

(213)  w(r,v) = e " [Ady(kr) -+ BNy(kr)], R, <7 <R,

Hier stellen J, und N, die Besselsche und Neumansche Funktion nullter
Ordnung dar.
Die Randbedingungen (2.3) verlangen, dal

(2.14) Ady(kR,)+BN,(kR,) =0, AJ,(kR,)-+BN,(kR,) =0
sei,
Wie im Falle (a) muss die Determinante gleich Null sein:
Jo (kR )N (kR;) —J 1 (KR,) No(kE,) = 0.

Bei Benutzung derselben Bezeichnungen wie im Fall (a) nimmt
diese Gleichung folgende Gestalt an:

(2.15) Jo(p) N1 (ul) —J () No () = 0.

Sind u, die Wurzeln der Gleichung (2.15), dann erhélt man nach
(2.15) und (2.14) fiir die die Randbedingungen (2.3) erfiillenden par-
tikuliren Losungen der Gleichung (2.12) folgende Beziehung:

(216) up(r, 7) =~ *tnB(, [N ()T (% T) ~Jali) N (_4»_9_ ”)] '
1

Um die Koeffizienten C, zu bestimmen, bildet man die allgemeine
Losung:

17) iy, ) = 3ottt [¥2tum0(221) = 3 (21|
und setzt '
(218)  f(r) = é’ Cn[Nl( ) T (%’: 'r) — T () N, (_”1% r)],

wo iiber f(r) dieselben Voraussetzungen gemacht werden wie im Falle (a).
Bei Beriicksichtigung der Orthogonalitdt der Eigenfunktionen

I

LR e B AR e
1

R,
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mit dem Gewicht r und der Beziehung (2.15) findet man

Ry
et Ty () [ rf(r)[mnzwo(%’ir) T (1)
Ry

1

2RI [J(4n) —J7 (unl) ]

(2.19) O, =

Abstrahiert man wieder einmal von der Moglichkeit der Darstellung
einer beliebigen Funktion durch die unendliche Reihe (2.18) und behandelt
den praktischen Fall f(r) =i, = const fir R, <r < R, dann ergibt
gich aus (2.19)

T tnbo o (ﬂ'n) J1 (Mnl)
2 [J? (penl) —J(Z) ()]

mit einem beschrinkten Konvergenzbereich der Reihe (2.18) zur Kon-
stanten 7, wie im Falle (a).

(2.20) O, =

3. Zum AbschluB soll noch dasselbe Problem fiir einen Kristal-
lisationsprozess formuliert und behandelt werden. Von den beiden vorher
besprochenden Fillen soll der zweite, nimlich das Gebiet eines Rohres,
in Betracht genommen werden. Der spezifischen Randbedingungen
wegen wird die Erstarrung von Seiten der inneren Wand des Rohres
erzwungen, so daB man in einer rechtsseitigen Umgebung dieser Wand
mit, einer festen Phase kristallisierten Korpers zu tun hat, wihrend der
aubere Teil des Korpers noch flissig ist. Nimmt man zur Vereinfachung
dieser Aufgabe an, da die Temperatur der fliissigen Phase konstant
und gleich der Erstarrungstemperatur des Korpers ist, also

(3.1) Uy (7, T) = 4 = const,

und bezeichnet mit wu,(r, ) die Temperaturleitfihigkeit in der festen
Phase, mit £ die Grenze zwischen der festen und fliissigen Phase, d.h.
die nullte Isotherme, so kann das obige Problem mathematisch folgend-
erweise ausgedriickt werden:

Qu,(r, T 0u,(r 1 du(r, T
(3.2) __%c_’__)zal( ;j(rz,r) = lc’)(fr’ )), R, <r<E,
(3.3) U (B, 7) =0, (&, 7) = t,
(3.4) O%y(Bn ) _
or
duy (&, 1) . dé
(3.5) le = gl?l—t—’

wo k;, o und A entsprechende Konstanten sind.
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Nach (3.1) ist (3.4) selbstverstindlich erfiillt. Die die Bedingungen
(3.3) erfiillende Losung der Gleichung (3.2) im stationdiren Zustand ist

(3.6) Uy (ry ) =t

Um noch die nichtlineare Bedingung (3.5) zu erfiillen, hat man (3.6)
in (3.5) zu setzen. Dann erhilt man

.- =,
Ly 51ni dt
R,

und durch Integration dieser Gleichung im Intervall (E,, &)

L P
(3.7) 2111314-4(131 &)= o

Die Gleichung (3.7) bestimmt das Anwachsen der festen Phasge.
Nach ihr erstarrt der ganze Korper (wenn & = R,) in der Zeit: ‘
Yy [Rﬁ R, 1

. — In— — — 2 p2 .
(3.8) Tmax = 77 [ 5 g — 7 (B Rl)]

Die weitere Abkiihlung der festen Phase bis zur vollsténdigen Erstarrung
erfolgt gemiss den Betrachtungen im Abschnitt 2 nach (2.17), wo in
(2.19) an Stelle f(r), (3.6) zu setzen ist.

Ich danke Herrn Dr. A. Rybarski fiir seine Interesse an dieser Arbeit,
sowie fiir seine Hilfe in der endgiiltizen Abfassung der Arbeit.
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J. KUPKA (Wroclaw)

O PEWNYM ZAGADNIENIU BREZEGOWYM % TEORII
PRZEWODNICTWA CIEPLNEGO

STRESZCZENIE

W pracy zostalo rozpatrzone nastepujace zagadnienie zwiazane z teoria
przewodnictwa cieplnego: szukane jest pole temperaturowe w obszarze dwuspéjnym
D (patrz rys. 1), okreflone przez réwnanie przewodnictwa cieplnego (I) przy warunku
poczatkowym (II) i warunkach brzegowych (I1I). Symbol 8/6n we wzorze (III) ozna-
cza pochodns normalng w kierunku do wnetrza obszaru D.

Zagadnienie to powstato w zwigzku z nowym sposobem zestalania i chlodzenia
odlew6éw z metali i niemetali. Sposéb ten pozwala uzyskaé lepsze wiadciwosei wytrzy-
maloéciowe odlewéw niz przy obecnych konwencjonalnych metodach.

W pewnej klasie funkcji w obszarze D, ciaglych w obszarze D¢, i o ciaglej
pochodnej w obszarze D+ o, wyzej sformulowane zagadnienie jest jednoznacznie
rozwiazalne.

Rozwigzanie réwnania (I) otrzymuje si¢ w postaci

%(X, 1) = Z o= n*u, (X),

N=1

gdzie v,(X) tworza ortogonalny i zupelny ciag funkeji, bedacych rozwigzaniami
rébwnania (1.4) przy jednorodnych warunkach brzegowych (1.5).

Dla obszaru wydrgionej kuli 3-wymiarowej o stosunku promieni ! = R, /B,
(B, — promieh zewnetrzny, RE, — promieh wewnetrzny) otrzymano dla rozkladu
temperatury zaleznoéé (2.8), gdzie wspélezynniki Oy oblicza si¢ za pomocg danej funk-
cji poozgtkowego rozkladu temperatury f(r) ze wzoru (2.10), a liezby u, sa pier-
wiastkami réwnania (2.6).

W przypadku obszaru nieskohczenie dlugiej rury o stosunku promieni I = R, /R,
(BEy — promieh zewnetrzny, B, — promieii wewnetrzny) pole temperaturowe wyraia
8i¢ wzorem (2.17), gdzie wspdlezynniki Op oblicza sie ze wzoru (2.19), a liczby u, sa
pierwiastkami réwnania (2.15).

Na zakofczenie pracy sformulowano to zagadnienie dla procesu krystalizacji
rury i okreflono réwnanie dla przesuwajacej sie fazy stalej.

H. KYIOHA (Bponass)
O HEKOTOPOM KPAEBOM BATAYH N3 TEOPHH TEIIJIOIIPOBONHOCTH

PEBIOME

B crarpbe paspemena mnpoGieMa CcBASaHHaA C TEOpHell TEIIOHPOBOXHOCTH: MC-
KAeTCA TeMuepaTypHOe IOde B ABycBasHo# obmacru D (CMOTpH Kap. 1), oupegeneHHOe
ypaBHeHueM TemIonpoBoanEocty (I) npm masaabEOM ycaosmu (I1) u kpaesnx ycaoBmAx
(IIT). CmmBoxn d/on B ycunosum (I1I) mpepmcTaBifAeT HOPMAJUBHYK NPOWSBONHYK B Ha-
TnpaBileHuE BHYTps obmactm D.

OTOT BONPOC BOSHAKHYJX B CBASH ¢ HOBHM METONOM CB8DTHIBAHUA U OXIAMIAHHA
OTIMBOK M8 MeTAJJIOB M HEMeTAJIOB. JTOT METOJ, HOBBAJAET HOJYUHTH HpenecrHhe
CBOMCTBA OTIMBOK JyYINHe YeM IPM KOHBEMUHUOHAIBHHX METO/AX.
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ITocraBiesa mpoGiema pellaeTcs OAHOBHAYHO B HEKOTOPOM KiIacce QyHKIUH.

Pemenne ypasnenusa (I) umeer BUg
/

w(X,7) = )} e~ PRy (X).
n=1

vn(X) COCTABAAIT OPTOTOHANBHYIO M HOTHYIO IOCHEN0BATENBHOCTh QYyHKIUHK, Oy 1y MUK
pemensaMu yBapHeHMA (1.4) mpm ONHOPONHHX KpPaeBHX ycmoBuAx (l1.5). -

Kag npumep paccMoTpeHo cIydali TeMOmepaTypHOTO pacHpefedeEus pAJaA 06-
JIACTH IIOJIOTO IIApa H TOJIOT0 LUIAWHIpA.

Jaa monoro mapa moaydeno pemerue (2.8) rae kosddummentnr Un yumTHBAA
(YHKIUIO HAYAIHLHOTO pacHpefelleHHS TEMIEpaTypH f(r) BuuMCIAOTCR 1m0 QopMmyde
(2.10), a uucaa pn ABIAAKWTCA KOPDHAMH ypaBHeHHA (2.6).

Te ke GOpMYIH AAA NMOJOr0 NUIMHApPA moaydalTca B Bupe (2.17), rme nosd-
junuertn C, BHYHCHAWTCA no opmyme (2.19), a uyucaa un ABIAITCA KODHAMH
ypasaeHua (2.15).

J. KEUPKA (Wroclaw)
ON A BOUNDARY PROBLEM OF HEAT CONDUCTIVITY THEORY

SUMMARY

In this paper the following problem of the theory of heat conductivity is dis-
cussed: a temperature field is sought, which is defined by heat conductivity equation
(I) in a double-connected region D (see Fig. 1) assuming the initial condition (II)
and the boundary conditions (III). d/dn in (III)} stands for the normal derivative,
directed into the region D.

This problem arises in connection with a new method of crystalisation and
cooling of metalic and immetalic casts. These methods enable to receive better endu-
rance properties of casts than by the conventional methods.

The above problem has a unique solution in a certain class of functions.

The solution of equation (I) has the form

[o o]
w(X,7) = ) e~iru, (X),
n=1

where v,(X) form an orthogonal and complete system of functions, which are the
solutions of equation (1.4) assuming the homogeneous boundary conditions (1.5).
Examples of a hollow sphere and of a hollow eylinder are considered. For a hollow
sphere we get the solution (2.8), where the coefficients U, are of the form (2.10) as-
suming the initial temperature distribution and u, are roots of the equation (2.6).
The similar solution for the hollow eylinder is given by (2.17) where (2.19) gives
an explicit form of the coefficients On and where u, are roots of equation (2.15).



