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Sur l'existence de la fonction de Green
pour un probléme aux limites relatif a une équation
différentielle 3 argument fonctionnel

ANNA SOBOLEWSEA (Rzeszow)

Résumé, Dans ce travail nous étudions le probldme aux limites suivant:

(1) ') = f)-y (), tH<o<t, telty, T,

1
Uiy, ') = D) [any® (to) + By (1] = 0,
ye=()

(2) .
Ua(y, ¥') = D) lazsy® (tg) + oy (T)] = 0.

=0

Pour le probléme (1), (2) nous démontrons l'existence de la fonction de Green.
Pour la démonstration nous remplacons le probléme (1), (2) par le probldme dquivalent
suivant:

Yolt) = ) (t)v
(3 J'o( ) 1

y1(t) = Ft)-wo(8(),
(4" Yoll) = kg» 1 (l) =K
et nous choisissons un point quelconque £e(fy, T'). Nous construisons ensuite les
lignes brisées d’Euler, convenablement modifiées, (Lon(t, &) et L1, (2, £)) et nous
montrons que pour tout n suffisamment grand il existe un systdéme de conditions
initiales Tog = %q(&), k1 = k1 (&) tel que les ligmes hrisées Lo, (2, £) et Ly, (t, &) qui
leur correspondent satisfont aux conditions (2).

La fonction I'(t, £) est ensuite définie comme la limite de la fonetion Ly, (2, &
8 n—+ oo,

T
La fonetion I'(t, £) satisfait & la condition y(t) = tf y(&)-I'(, &)dE.
0
Dans ce travail nous étudions le probléme aux limites suivant:

(1) y''(t) = f(t)-y(8()),

Uiy, 9') = ) [any™ (to) + B y®(T)] = 0,
(2) .

Up(v,9') = D) [0, (to) + oy (T)] = 0.



176 A. Sobolewska

Pour le probléme (1), (2} nous admettons les hypothéses suivantes:

1° la fonction f(f) est continue dans Vintervalle [t,, T'],

2° §(t) est une fonction continue dans Yintervalle [f,, T'] et elle
satisfait aux conditions: 8(¢y) = iy, t, < 8(2) < 1 pour te(ty, T,

3° la solution unique du probléme (1), (2) est la solution triviale.

En nous appuyant sur les hypothéses 1° 2°, 3° nous allons démontrer
lexigtence de la fonction de Green pour le probléme (1), (2), la démon-
stration ayant un caractére effectif.

Dans ce but considérons le probléme initial de Cauchy suivant:

(3) y'' (1) =f(t)-y(8(2)),
(4) Y(t) = koy Y (T) =k,
(k, et k, étant pour le moment des nombres arbitrairement fixés).
Le probléme (3), (4) peut étre remplacé par le systéme équivalent
d’équations différentielles du premier ordre:
Yo(t) = y. (1),
y1t) = F(t)yo(8(2))
avec les conditions initiales
(4") Yo(to) = Koy Ya1(e) = Ky.
Choigissons un point quelconque &e(fy, 7') et divisons chacun des inter-

valles [Zy, £], [£, T'] en n parties égales par les points i, 14,, ..., %, tels
que

(39

Construisons ensuite les lignes brisées .L,,(¢, £) (contenue dans le plan
(£, ¥o)) et Ly, (2, &) (contenue dans le plan (%, y;)). Les ordonnées des som-
mets consécutifs de ces lignes brisées seront données par les formules:

Yoo(E) = Ko,

' E—1 .
Yo,i-1(£) + " : Y1,1-1(§) pour ¢ =1,2,...,mn,
yos(8) = T
Yo,i-1(€) + T?/;,i_;(f) pour i =n+1,..., 2n,
(6)
Y1o(€) = Ky,
§—1t .
Y161 (8) + == f i) Zon (6 (i), §) poUT i=1,2, ...,
Yu(€) = T_¢
lyl,i—l(E) + Tf(ti—l) LOn(a(ti—l)i 'f) pouri=mn-1,...,2n.
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Nous allons montrer par récurrence que les ordonnées ¥, %,
T=0,1,...,2n) satisfont aux relations:

(7) You(§) = aq(&) o+ au(£ky,  yulé) = an(E) ko +ay(é)ky,

ou les coefficients de %, et k, ne dépendent que des fonctions f(1) et 4(¢)
ainsi que des points du réseau (b).

Pour I = 0 les formules (7) ont bien lieu. Supposons-les vraies pour
1 << 1—1. Alors

1

—t )
Yo (&)= Yo,1-1($) +‘E?To?l1,z-1(f) = 2 (“5,1-1(5) +

=0

E—1,

dhuﬂ)h,

§—1,
n

Yu(é) = y1,1(8) + f(tl—1)'.L0n(5(tl—1); 'E)

1

= 2 [ﬂ{,z-l (&) + = —h ity ah o (E)+(1—7) afg_p(f))]z k;,

n
§=0

tp—0(t-1)

sl 0(fy)eltp_1ytp), L, avee y =
tp —ip1

D’une fagon analogue on peut montrer que les relations (7) sont
vraies pour !> n.

On construit ensuite les lignes brisées L,,(f, £) (contenue dans le
plan (¢, v,)) et L, (t, &) (contenue dans le plan (¢, y,)), en profitant encore
des points du réseau (5). Les ordonnées des sommets consécutifs de ces
lignes brisées seront déterminées par les relations:

Yoi(€) = Yu(§) pour i =0,1,...,n—1,

- T—¢_ .
Tos(8) = Tosma()+ ——Toa (6  pour i =m, ..., 2m,

(8) (&) = yu(§) pour ¢+ =0,1,...,n—1,

I (8) = Y1 (8) +1,
T— -
Ful8) = Fia(6) -+ 1) Ly 00t 8

pour i =n+1,...,2n.
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De méme que dans le cas des relations (7) on peut montrer que
(9) ¥oulé) =yu(€)+bu(é)y  Fuld) =yu(&)+04(f) (1 =0,1,...,2n),

olt les nombres by (&) et by, (£) dépendent uniquement des fonetions f(2)
et 6(¢) ainsi que des points du réseau (5).
Des relations (7) et (9) il résulte, en particulier, que

?/o.zn(f) = a'g,:m (‘E) ko+a’3,2n(£)kl;

Yr,22(8) = a"l).zn(f)ko‘F“},zn('st)kﬁ

Fo,on(E) = “g,zn(f) ko+“(1:,an (&) k) + by 2, (8);

Yi,m(é) = a'g,zn(f) ko+“},2n(f) ky+ by 0, (&)
Désignons par L, (4, &), LL, (4, &) et LL(t, &), LiL(¢, &) les lignes bri-
sées, définies précédemment (voir (6)), liées respectivement aux systémes
de conditions initiales (%o, k;) = (1,0) et (%ky, %;) = (0, 1), et désignons
par LEX(t, &), Lit(t, &) les lignes brisées définies par les conditions (8) et

correspondant aux conditions initiales (%,, k;) = (0, 0). Les coefficients
dans les relations (10) satisfont aux conditions

03,50 (8) = Lon(Ty &), 030n(E) = Lin(Ty £)y  boan(€) = LMU(T, &),
“}.zn(E) = LoIrIL(-T’ €), a}’m(f) = L},],E(T, '5)7 bl,zn(f) = EﬁI(Ta £).
De plus, les théorémes d’existence et d’unicité de la solution du probléme

initial de Cauchy pour les équations différentielles & argument retardé [2],
[3] impliquent lexistence des limites lim by ,,(4), lim b, ,,(&), ainsi que
N=->00

n—o00

(10)

(11)

des limites:

Mmap,,(£) = ys(T),  limai,,(€) = ¥i(T),

(12) n:—:-co n.—aoo
lmla‘(ly.zn(e) = y%I(T)’ hma’}.zn(‘f) = y{I(T) ’
fi—>00 —00

ol {gi(), ¥1(t)}, {yet(®), ¥(t)} désignent les solutions du probléme (3'),
(4') qui correspondent respectivement aux systémes de conditions initiales
{1, 0} et {0,1}.

Nous allons montrer que pour tout » suffisamament grand il existe
exactement un systéme de conditions initiales {%,, k;,} tel que les lignes
brisées Ly, (t, &) et L,,(t, &) qui leur correspondent satisfont aux con-
ditions:

(13) Ul(Lﬂn(ti E)! Ll'n(ti E)) =0, Uz(Lon(t! 5)7 Lln(t)_g)) = 0.

Les fonctions U, et U, étant linéaires (v. (2)), on peut, en tenant compte
des relations (9) et (10), mettre les conditions (13) sous la forme

Uy (Lya(y £); Lng(ty €)) = AL (&) Ko +410(8) = By (£),

13) ; 1
Us(Lon(ty &)y Lin(ty &) = A3n(E) ko + 430 (£)ky = Bau(8).
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Les coefficients dans les relations (13') dépendent continfiment des coeffi-
cients qui figurent dans les formules (10); de plus, les remarques précédentes
avec les conditions (12) entrainent P’existence des limites finies

. A3, (8) AlLL(8) . [B,.(E) AL, (&)
(14)  lm d“[Ag,.(s) A;,.m]’ limdet| " (s A;n(e)]’

o TAS(E) Bu(8)
ifide“[Azn(a anw)]'

La premiére des limites (14) satisfait, en outre, & la condition suivante:

A%,(8) AL(8)
(15) hmdet[A“ (&) A;n(s)]

o TO(IR G, E)Lf,,(t, &)U, (TE(, &), T, &)
‘fﬂi‘lde"[vi(L I, (1, f))vafL%,f.(t §), LI, e))]

_ ('!/oa @/1) U1(?lo s?ll )
- det[ _(yo: yl) Uﬂ('!/o :?h )] *0

La condition (15) est, dans sa derniére partie, une conséquence de 1’hypo-

these 3°. Il en résulte pour » suffisamment grand l’existence d'un seul

systéme de mnombres {k,,.(£), k,(£)} satisfaisant aux conditions (13')

ainsi que l'existence des limites finies lim %, (&), lim %,,(&). Nous désig-
n—o

n-»00

nerons désormais par Ly, (%, &) et L, (¢, £) les lignes brisées qui vérifient
les conditions (13), c’est-a-dire celles qui correspondent aux systémes de
conditions initiales satisfaisant & (13).

Définissons maintenant la fonction ['(t, £) comme il suit:

T'(t, &) = lim Ly, (8, &) pour & #1y, & #1T,
(16) '@, t) =Im I'(t, £),

E—iy

I't,T) =lim I'(t, &).
&~T

On constate sans peine que la fonction définie par les formules (16) vérifie
pour tout &e[f,, T] les conditions suivantes (v. [2]):

1. La fonction F(t, £) est continue pour tout te[t,, T'].

2. La fonction T (f, £) est continue pour tout te[to, T, sauf au pomt
t = &, ol elle admet un saut égal a 1, cest—é. dire I}(E+0, &)—T(6—
~0,¢) =1

3. y = I'(t, &) satisfait pour tout te[f,, T], excepté au point ¢ = &,
3 Déquation différentielle (1). '

4. y = I'(3, &) vérifie les conditions aux limites (2).

Par conséquent on peut démontrer, de méme que dans le cas d’une
équation différentielle sans argument dévié {1], que la solution unique
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du probléme aux limites semi-homogéne

(17) ¥ (@) =fy(6@)+49(t)
(g(t) est une fonction continue dans l'intervalle [t,, T]),

(18) U.(y,9) =0,

Uy, 9') =0
cst de la forme
T
(19) y(t) = [ (& Tt $)ae.
t

En terminant, observons que par un procédé analogue & celui qui
a été utilisé plus haut, on peut construire la fonction de Green dans un
cas plus général, & savoir pour ’équation différenticlle de la forme

(20) y™ (1) = D) FY (8 (1)) Huma ()90 (8)
r=0
avee les conditions aux limites
7n—1
(21) U,u(:‘/’ Yy oeny '.'/(ﬂ_l)) = 2 [a#vy(V) (t) +13;w3/(”) (1] (0 =1,2,...,n).
v=0
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