ANNALES
POLONICI MATHEMATICI
XXII (1970)

Uber eine spezielle Form des Maximumprinzips
fiir holomorphe Funktionen
in Zusammenhang mit einem Satz von Rossberg

von W. TuTrscHKE (Halle/Berlin)

Bei einer holomorphen Funktion erlaubt das Maximumprinzip be-
kanntlich, aus einer Abschitzung von |f(z)| auf dem Rand eines Gebietes G
auf eine Abschitzing von [f(2)| fir ganz G zu schlieBen. Dabei wird
Stetigkeit von f(z) in G vorausgesetzt. Die Stetigkeitsforderung von
f(2) auf dem ganzen Rand kann durch Hinzunahme anderer Forderungen
abgeschwicht werden. Im folgenden sollen derartige aus einer Arbeit [4]
von H.-J. Rofiberg folgende Zusatzbedingungen angegeben werden, wenn G
einfach zusammenhingend und f(z) in G—{P,}, P, Randpunkt von G,
stetig ist. Diese Bedingungen werden analogen, aus dem Satz von Phrag-
mén-Lindelof folgenden Bedingungen gegeniibergestellt.

Es sei @ das Innengebiet einer in der z- Ebene gelegenen geschlossenen
Jordankurve, 2, sei ein Punkt von y,= d@. Nach dem Riemannschen
Abbildungssatz und dem Satz von der Rénderzuordnung ([1]) kann
man @ konform auf |Z| < 1 abbilden, Z = Z(z), wobei sich diese Abbildung
zu einem Homdéomorphismus von @ auf |Z| < 1 fortsetzen liBt. Es sei Z,
der Bildpunkt von z,. Durch eine gebrochen lineare Funktion ¢ = {(Z)
kann man |Z| <1, Z # Z, eineindeutig auf Im [{]> 0 abbilden, wobei
|Z\ =1, Z # Z, in Im[{] = 0 ibergeht. Der Punkt Z, und also auch z,
entspricht dabei dem Punkt {.= oco. Wendet man nun (auf Im [{]> 0)
den Satz von Phragmén-Lindelof an ([2], [3]), so folgt

SATz 1. Unter den Voraussetzungen
(a) w(2) ist in G holmorph und in G— {z,} stetig,
(b) [w(2)| <1 auf y, = 2@,
() w@)| <K in @ (K> 1),
gilt |w(z)| <1 in ganz G (}). _
Ist Z = Z(z) eine eineindeutig und konforme Abbildung von G auf
|Z] < 1, so werde das Urbild eines Durchmessers des Kreises eine kon-

(*) Auf mégliche allgemeinere Fassungen dieses Satzes wurde verzichtet.
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forme Symmetrielinie genannt. Da man jede (offene) Kreisscheibe so eine-
indeutig und konform auf sich selbst abbilden kann, dafl ein beliebiger
Punkt in den Mittelpunkt und eine beliebig vorgegebene Richtung durch
diesen Punkt in die Richtung der reellen Asche iibergeth, gilt:

Durch jeden Punkt z, von @ gibt es genan eine konforme Symmetrie-
linie, die in 2z, eine beliebig vorgegebene Richtung besitzt.

Ist 2, Randpunkt von G und y’ eine nach 2, strebende Symmetrie-
linie (%), so0 kann man G derart anf Im [{] > 0 konform abbilden, daB '
in Im [¢p] > 0, Re[p] =0 (positive imaginire Achse) iibergeht. Nach
Satz 3.6 von [4] gilt daher

SATZ 2. Unter den Voraussetzungen

(a) w(z) 8t in G holomorph und in G — {z,} stetig,

(b) |w(2)] <1 anf 6G—{z,} und anf einer nach z, strebenden Symmetrie-
linie,

(c) es sei eine in G holomorphe und in G —{z,} stetige.

Funktion o(z) bekannt, o #£ 0, lo(2)| <1, 30 daf

1
]m(Z)|

j0(2)] <

ist, so gilt |w(z)| <1 in ganz G.
Bemerkung 1. Ist jw(?)] < k auf #G — {z,} und auf einer konformen
Symmetrielinic nnd ist analog

k
1 (2)] <<
IIM( )I |(”(z)l b
80 gilt |w(z)] <k in ganz G. Denn W(z) = ’%z—) erfiillt dann die Voraus-

setzungen von Satz 2.

Bemerkung 2. Die Voraussetzungen (¢) von Satz 1 ist ein Spezialfall
der Voraussetzung (c¢) von Satz 2. Denn setzt man (K > 1) w(z) = 1/K,
80 ist |w(z)] < K. Dennoch ist Satz 1 nicht ein Spezialfall von Satz 2,
da bei der Voraussetzung (b) von Satz 2 die Abschitzung |w(z)| <1
auch auf der konformen Symmetrielinic gefordert wird. Im Spezialfall
w(z) = 1/K sind die Voraussetzungen von Satz 1 demnach schwiicher.

Bemerkung 3. Es sei darauf hingewiesen, dafl mit der Funktion
w(z) in Satz 2 nicht die Voraussetzungen des Satzes von Phragmén-
Lindelof in der in [2], S. 47, angegebenen Form erfiillt sind. Denn wegen

W@ < g

(*) Das bedeutel: z, entspricht bei der Rinderzuordnnng einera der beiden End-
punkte des entsprechenden Durchmessers von |Z| < 1.
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und

, 1 1/6

w(2)] - |o(2)]" = lw(z) o(z)| '(]m(z)l)
kann der Ausdruck [w0(2)] - |w(2){® fiir 0 < 6 < 1 nicht nach oben abgeschiitzt
werden.

Diese Untersuchung wurde angeregt durch Gesprache mit Herrn
RoBberg, der mir auch das Manuskript seiner Arbeit [4] zur Einsicht-
nahme zur Verfiigung stelite.
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