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Probléme aux deérivées tangentielles discontinues pour
une équation elliptique

par W. PoGorzELSKI T (Warszawa)

1. Introduction. Le probléme aux limites a dérivée tangentielle,
posé pour la premicre fois par Il. Poinecaré [1], consiste en la recherche
d’une fonction harmonique a Vintérieur d’un domaine plan qui vérifie,
en tout point de la courbe limitant ce domaine, une relation linéaire
entre les valeurs limites: 1° de 1a dérivée dans la direction de la normale,
2° de la dérivée dans la direction de la tangente, 3° de la fonction elle
méme.

Le probleéme de H. Poincaré a fait ’objet des recherches de plusiemrs
auteurs. Les résultats les plus approfondis ont été obtenus par B. IIvé-
délidzé [2] et 1. Vécoua [3], [4].

L’auteur du présent travail a généralisé le probleme de H. Poincaré
dans le cas d’une relation non linéaire entre les valeurs limites des dérivées
au bord du domaine donné (voir [5]). Ensuite, dans les travaux [6] et [7],
Pauteur a étudic le probléme non linéaire aux limites aux dérivées tangen-
tielles pour les équations elliptique et parabolique d’une forme générale
dans P’espace & # dimensions. Ces problémes ont été résolus par 1a méthode
topologique de Schauder. Dans la publication [8] ce probléme est résolu
par la méthode des approximations successives.

Dans le présent travail ’auteur étudiera le probleme aux dérivées
tangentielles discontinues pour une équation elliptique dans le plan,
4 coefficients holderiens.

2. Enoncé du probléme. Soit dans le plan une ligne fermée
de Jordan L, limitant le domaine borné 2. Soient & l’intérieur du do-
maine 2 des lignes fermées L,, L,, ..., L;, disjointes, limitant avec la
ligne L, un domaine S,. L’ensemble des lignes L,, ..., L, peut étre vide,
alors on a §, = 2. Soient en outre a I'intérieur du domaine S, les arcs
fermés et disjoints 1,1y, ..., ly. On admet que les lignes L, ..., L; et
les ares 1, .... Iy ont des tangentes continues en tout point. Soit ensuite
un ensemble fini de points C,, C,, ..., Cn, composé de toutes les extrémités
des arcsl,, ..., I, et en outre, peut étre, de points choisis arbitrairement
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34 W. Pogorzelski

sur ces arcs mémes et sur les lignes fermées L, ..., L, (pas nécessairement
sur chacune). Ces points peuvent étre arbitrairement ordonnés. On
admet que la ligne L, a une direction positive dans le plan orienté et que
les lignes fermées intérieures L, ..., L, ont les directions négatives. Les
directions des arcs non fermés [, ..., 1y sont choisies arbitrairement.
Désignons par L l'ensemble de points

q ['d
L= 'L+ DL.
=0 y=1

Soit une équation elliptique dans le plan, de la forme

2

(1) ¥ (u) =,-,-Z.=’:a"(x e -|-2b,(X X L o(X)u
on ou
_F(X ' oz, 3:1:2)

Nous admettons les hypothéses suivantes.

I. Les coefficients a;j(X), b;(X), ¢(X) sont définis en tout point
X(z,, ®,) du domaine fermé Q-+ I, et vérifient les conditions de Haolder
ja;j(X)—a;;(X")] < const IXX’I ,

(2) |5;(X) —bi(X")| < const | XX'|*,
le(X)—¢(X')| < const | X X'|*,

ol |XX'| désigne la distance euclidienne des deux points X, X' du do-
maine £, k est une constante positive non supérieure a l’unité.
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II. La forme quadratique

D ay(X)Z:2Z,
1,j=1

est définie — positive dans le domaine Q2+ L,.

III. La fonction réelle F (X, u,, %, u,) est définic dans la région
ouverte:

(3) XeS, —oco<u < +oo (v=0,1,2)
ou S désigne I’ensemble de tous les points du domaine S, non situés sur

les ares I,.
La fonction F vérifie 'inégalité suivante:

2

4 F(X o Me Z
( ) |[F (X, ug,y Uy, %)} < -I-X-lep + Mp Iuvl

»=0

ou Py désigne un point de I’ensemble L le plus rapproché du point inté-
rieur X, Mr et My sont des constantes positives, la constante non néga-
tive p est inférieure & I'unité (0 << p < 1). En outre la fonction F vérifie
une condition de Holder-Lipschitz

(5) |F (X, gy gy ) —F (X", ug, ur, uz)] < C(8*) [XX’th’f‘

2
’
+Ep D) |uy— )|

y=0

en tout domaine fermé S* situé a ’intérieur de ’ensemble S. Le coefficient
positif C(S*) dépend du domaine 8* et peut étre non borné; le coefficient
positif kr ne dépend pas du domaine S*; les constantes positives hy et hp
ne sont pas supérieures & l’unité.

IV. Nous supposons que l’angle A(P, P,) entre les tangentes cn
deux points arbitraires P, P, de chaque arc l, ou ligne L, vérifie I’iné-
galité

(6) A(P, P,) < const |[PP,|"L,

ou la constante positive hy n’est pas supérieure a ’unité.

V. La fonction réelle donnée g(P), définie en tout point P sur L,
différent des points de discontinuité C,, vérifie les inégalités

ko PP,
[|PC,||P,C,, |1

(7) lg(P)| < My, [9(P)—g(Py)| <

ou ’on admet que les points P, P, sont situés & l'intérieur d’'un méme

arc (7',_6‘., joignant deux points de discontinuité voisins sur L et que
3
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P, eff},l, M, et Ik, sont des constantes positives; la constante u vérifie
Ia condition 0 < u < 1. Conformément & la définition donnée par I’auteur
dans le travail [9], la fonction ¢(P) appartient & la classe £¢.

VI. La fonction réeclle donnée G (P, u, ), définie dans la région

(8) PeL—Z‘C,, —oo<U< + o0, —oo<V< + oo,
vérifie les indégalités
M
|G(P, u, v)| < Mo(lul + [o}) + -—"— ,
[_[1|P0,1“

(9)
k| PP'|"
[|PC,||PC,, [T

|G(P,u,v)—G(P' ,u,v')| < Mg[lu—u'|"+ jo—v'[]+

1

(P, P' ¢ C,C,, P'c PC,)

ol Mg, Mg, kg, hg sont des constantes positives (ke < 1). Par consé-
quent, la fonction G (P, u,v) appartient & la classe $, relativement 2 la
variable P’; on admet que

0<a<l, O<pu<l, atpu<l.

Le probléme aux limites que nous nous proposons d’étudier consiste
en la recherche d’une fonction u(X) qui vérifie ’équation (1) en tout
point intérieur X de l’ensemble S et dont les dérivées ont .des valeurs
limites vérifiant 1’égalité

du

(10) a1, TIERN(P) =GP, u(P), us(P)]

(3
en tout point PeL— D C,; du/dTp désigne la valeur limite, au point P,
y=1
de la dérivée transversale

n
(11) d’_u = lim 1ae-,-()i)cos(l\/'p, m,—)a—u (P # C,)
d.fp XopP = a.’L',

ou la direction positive de la normale Np & tout arc I, est dans la méme
relation avec sa direction que les normales aux lignes frontiéres Ly, Ly, ..., Ln
intérieures au domaine S,, avec les directions de ces lignes. Ensuite ug(P)
désigne la valeur limite de la dérivée dans la direction positive de la tan-
gente au point P:

. du(X)
p Dy
(12) us(P) __)1‘13; dsp

(P #C,).
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La limite (11) concerne les points X situés du c6té positif de tout are 1,
et la limite (12) se rapporte a ceux qui sont situés des deux cotés de tout
are (excepté L;). On demande que les limites (11) et (12) ne dépendent
pas de la maniére dont le point X' tend vers le point P # C,. Outre la
condition (10), nous demandons que les dérivées de la fonction cherchée
u(X) vérifient une inégalité de la forme

(13)

ou(X) ' _ const
ox; | = P
© Ihxey

ou la constante positive 0 est inférieure & 1’unité. Nous admettons encore
I’hypothése suivante.

VII. Le problé¢me aux limites homogeéne:

(13%) difl',’—P+g(P)v=o, PeL—-ZC,
=1

pour 1’équation homogeéne ¥/ (v) == 0, en conservant la condition (13),
n’a qu’une solution nulle » = 0.

3. Les formules et les théorémes fondamentaux. Confor-
mément aux recherches connues de Levi, continuées par Gevrey [10]
et Giraud [11] (voir aussi le travail [12]), la solution fondamentale de
P’équation (1) est donnée par la formule

(14) I'X,Y)=wl(X, Y)+ [[wiX, 2)0(Z, Y)dzZ

(en négligeant les termes réguliers) pour tout couple X, Y de points diffé-
rents d’'un domaine mesurable 2’0 Q2. La quasi-solution est donnée par
la formule

(15) wZ(X, Y) =log| > a¥(2)(z— &) (2;— £)]
=1

ot a’i(l") désignent les éléments de la matrice inverse de la matrice
{a;j(Z)}, x; et & sont les coordonncées des points X et Y. La fonction &
dans la formule (14) est la solution d’une équation de Fredholm. Dans
notre travail nous nous appuierons sur les propriétés suivantes de quel-
ques intégrales de ’équation elliptique.

THEOREME 1. 8¢ la densité ¢(P) de simple couche, définie pour
PeL—-) C,, appartient & la classe ., c'est-a-dire si elle vérifie les iné-
galités

(16)  Ip(P) < — o |p(P)— (P <

[11Ppcr

v=1

kol PP, "
[1PC,|P,C,, )T
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en vertu de motre travail [9] (0<a <1, a+u<1l, 0O<pu<1), P e P,

étant situés a Vintérieur d'un méme arc éTC,l et P,e P-C'..,, alors le potentiel
de simple couche, étalée sur les lignes L est défini par la formule

(17) U(X) = Lf I'X,Q)p(Q)aQ

(dQ désigne Délément de longueur au point Q), a les proprietés suivantes:
1) La fonction (17) posséde des dérivées premiéres et secondes continues
vérifiant Uéquation
YU(X)]=0

en tout point intérieur X de Vensemble 8 = S,— > 1,.

r=1

2) La fonction (17) a une limite déterminée

(18) U(P) =limU(X) = [ (P, Q)p(@)dQ
> L

en tout point P sur L.
3) Il existe une valeur limite de la dérivée transversale du potentiel (17),

relative au cdté positif de Vare, exprimée par la formule

au(P) £ d

r'p,Q)
dTp  ydet|a’(P)]| aTp ?(@)dQ

(19) p(P)+ [
L

en tout point P e L différent des points Cy, ..., Cu; la fonction sous le signe
intégral admet la limitation

ar(r, Q)
aTp

const
|PQ|"™’

4) Il existe une valeur limite bilatérale de la dérivée tangentielle du
potentiel (17), déterminée par une intégrale singuliére au sens de Cauchy

(20) UdP) = lim Up(X) = [ 1P, Q)9(Q)dQ

(19°)

ot hy =min(h, hr).

en tout point P sur L, différent des points C,; la fonction sous le signe intégral
admet une singularité forte, motamment elle est comparable a la fonction
(s—0)7", ot 8 et o désignent les abscisses curvilignes des points P et Q.

Les propriétés 1 et 2 sont évidentes, puisqu’elles n’exigent que ’inté-
grabilité de la fonction ¢. La propriété 3 est vraie sous ’hypothése suffi-
sante que la fonction ¢(Q) soit intégrable et continue au point P.

La propriété 4 est vérifide, puisque la fonction ¢(@Q) est intégrable
et safisfait & une simple condition de Holder dans un voisinage suffisam-
ment petit du point P ne contenant pas les points de discontinuité C,.
Observons encore que la limite (20) ne dépend pas de la maniére dont

le point intérieur X tend vers le point P # C, (voir le travail [13] de
Pauteur).
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THEOREME 2. Si la fonction (Q), définie et intégrable sur L—), C,,
vérifie une inégalité

(21) P <52 (0<a<l)
.-”1 1QC, "
ot M, est une constante positive, alors les fonctions définies par les intégrales
(22') I(P) = [ 12, Qp@)Q,
(22°) Ji(P) = f L o@ag

vérifient les inégalités suivantes

|/;(P)| < const M, ,

(23 JA(P)—d(P,)| < const M,| PP,|°
' T neope,r

T(P)] < Somst My

flizor
(237) const M| PP, ™

|Jo(P) —Jo(Py)] < "
R [T TR A

a Dintérieur de tout arc C:-GT,I, ot 0 est une constante positive, arbitrairement

inférieure a Vwunité, h, = min(h, hr), les coefficients positifs const. aux

numérateurs ne dépendant pas de la fonction ¢.

Par conséquent, d’aprés le travail [9], les fonctions (22°) et (22")
appartiennent aux classes

(24) JP) e Hs, JuP)eHM

relativement aux points de discontinuité C,. Le théoréme cité sera impor-
tant pour notre étude, mais, sa démonstration étant analogue a celles
de la théorie classique du potentiel, nous ne la reproduirons pas.

THEOREME 3. St la densité ¢(Q) appartient & la classe i (a > 0),
c’est-a-dire si elle vérifie les inégalités (16), alors les dérivées du potentiel (17)
de simple couche vérifient des inégalités de la forme

(25) U Xy < Mot R i1 9)

[11xc,r

ye=1

en tout point X & Vintérieur de ensemble S; ¢ et ¢’ sont des constantes posi-
tives, indépendantes de la fonction ¢.
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Démonstration. Il suffit d’étudier 1’intégrale de la dérivée de la
quasi-solution étendue & I'are @,l

(26) J(X) = [ we(X,Q)p(Q)dQ

c,C,,

au voisinage du point de discontinuité C,, puisque la partie restante
concerne la fonction #,, & singularité faible. Soit C,T, la demi-tangente
issue du point C,, sur laquelle sont situées les projections orthogonales

des points de ’arc (7‘,*(3'71 an voisinage du point C,. Soient ensuite deux
demi-droites C,T, et C,T, situées des deux cotés de la demi-tangente C,T,

et faisant avec elle des angles aigus égaux. Considérons un arc C,W,

partie de l’arc 6‘?0,,, situé a l’intérieur de ’angle T,C,T,, et soit un
triangle 4 limité par les demi-droites C,T,, C,T, et une perpendiculaire

a la demi-tangente C,T,, passant par le point W — extrémité de I’arc 6”:717 .
Nous admettons que ’arc C,W est suffisamment petit pour que: 1) la

tangente en tout point P de l’arc C/',—V\V (extrémités comprises) fasse un
angle aigu avec la tangente C,T, plus petit que I’angle entre C,T, et C,T;
2) la perpendiculaire & la demi-droite C,T,, passant par un point arbi-

traire X du triangle 4, coupe l’arc O,W en un seul point P. Considérons
encore le triangle A’ limité par les demi-droites C,T,, C,T, et une per-

pendiculaire a C,T,, passant par un point W’ de l’arc oW qui le divise
en deux parties C,W’' et W'W de longueurs égales.
Pour limiter l'intégrale (26), supposons que X soit un point arbi-

traire du triangle A4’, non situé sur are oW ', et, décomposons l’inté-
grale (26) en une somme d’intégrales

(27) J(X) = JCFX) 4 JPW(X) TP X)

étendues aux arcs é'TP.,, I/’o—ﬁ’ , W,,, ol P, est un point de ’arc O, W tel
que les arcs C.P et PT’O aient la méme longueur, P désigne le point d’inter-

section de l'arc C,W’ avec la perpendiculaire & la demi-tangente C,T,
passant par le point X ¢ 4'. ]

Ecrivons maintenant la premiére des intégrales (32) sous la forme
suivante:

(28) JPIX) = [ wd(X,Q)p(Q) —(P)1dQ +¢(P) [ w%(X,Q)dQ .
C,P, CyPy

La premiére de ces intégrales, d’aprés la formule (15) et I'inégalité (24),
admet la limitation suivante:
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@) | | WX, Qlp@—e(P)de|
C,P,
J' constk, dQ J constk, dQ
op QO TIPQIT  p |POIT PRI

puisque le rapport des distances |PQ|/|XQ| admet une borne supérieure
pour X € 4’. 11 en résulte

: . e x — o(P)1dP constk, _ constk,
(30) ,c;z!..w’( » Qp(@)—9(P)] |< Por < IZor

en remarquant que le rapport |XC,|/|PC,| admet une borne supérieure
pour X € 4°.

D’aprés notre travail [13], la seconde des intégrales (28) est bornée
si X - P; par conséquent, d’aprés l’inégalité (21), nous aurons

const M,

(31) o) [whix, Qa0 < <.

c,P,

En rapprochant les résultats (30) et (31), nous obtenons la limitation
suivante

(32) 7P x)| < Mot e
|xe,”

pour X e A’. Pour étudier la seconde des intégrales (27), désignons par s
et o les longueurs des arcs C,P et 6‘,72 et appliquons ’inégalité

“:8>%, si o3>2s,
nous aurons alors
(33) WP X)| < const M, | @
pi 1PQIQC
owl
< const M, f ‘f:l < const J:I'
2 |XC,|

La troisiéme des intégrales (27) est évidemment bornée et admet la limi-
tation

(34) |77 X)| < const M,
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i X € A’. En réunissant les limitations (32), (33), (34), nous aurons

(35) |J (X)] < aM,+cik,
| XC,I"
i X ed'.
11 reste & étudier le cas ou le point X est situé dans le domaine D qui
est la partie du voisinage du point C,, extérieure & ’angle convexe entre

les demi-droites C,T', et C,T;. On peut montrer, par une analyse élémen-

taire, dans le cas ol le point @ est situé sur 1’arc C,W et le point X dans
le domaine D, que les trois distances [XC,|, | XQ|, |QC,| satisfont & 1’iné-
galité
| XQI -
I ik 2 BN -
o XCi+1g0) = e

ou # désigne une borne inférieure positive de la mesure de 1’angle aigu
compris entre le vecteur @ et les demi-droites C, T, et C,T,. Il en résulte
pour la partie de ’intégrale (26) étendue & I’arc CW , 81 X ¢ D, la limi-
tation

61 | [wx, Q0@

oW

19)—1 ’ const M,dQ const M,

<(sin— - < -
2 e |OQI'TXC,[+1QC,[] | X G

En rapprochant les limitations (35) et (37), nous arrivons a la conclu-
sion (25) du théoréme 3.

THEOREME 4. Si la densité p(Q) appartient & la classe H5 (0 < a <1,
0< p<hy, a+u <1) cest-a-dire st elle vérifie les imégalités (16), alors la
fonction limite (20) de la dérivée tangentielle du potentiel (17) de simple
couche vérifie les inégalités

\U(P)| < 9ot ke
8) [1 \pc,r

yeam]
(ei My + ekyp) | PP, "

U P)— Ugq P,
N T AT XA

(0@ ¢y, ¢y, €1, €2 SONL des constantes positives, indépendantes de la fonction p)

a Vintérieur de tout arc 6’,?)’,,, cette fonction appartient donc aussi a la

classe Hi, de mémes paramétres a et u que la classe de la densité .
Pour démontrer le théoréme, il suffit d’étudier I’intégrale

(39) F(P)= [ I'(P,Q)¢(Q)dQ

a'o'|



Probléme auz dérivées tangentielles discontinues pour une équation elliptique 43

ou P est situé a I'intérieur ou & I'extérieur de 1’arc 6",“0’,1. En désignant

par s et o les abscisses curvilignes des points P et @ sur @,1, nous pouvons
écrire la dérivée tangentielle I’y sous la forme

(40) rp,q =29,

donc

(41) F(P)=F(s) = f q%np(o)da .
C',C,l

On montre sans peine, en s’appuyant sur les propriétés (2) et (6), que la
fonction &(s, o) satisfait & une condition de Holder de la forme

(42) | (s, 6)—D(s;, 01)| < const[|s—8,|™ + |o—a,|™]
(o hy = min(h, ), 0 < 6 < 1)

sur tout arc faisant partie de I’ensemble L. Par conséquent, on peut étu-
dier l’intégrale (41), dans les cas ou le point P est situé soit a I’extérieur

soit 4 D’intérieur de ’arc CTC'-;, tout & fait comme dans nos travaux [14],
[15], [16] consacrés aux propriétés des fonctions de classe $, définies
sur un systeme arbitraire d’arcs dans le plan de la variable complexe.
On arrive ainsi aux conclusions (38). Observons encore que la limitation
de la forme

const M,

|[F(P)| < \PC,F|PC, [ 3
dans le cas oll le point P est situé & l’extérieur de ’are @m résulte
d’ailleurs de nos considérations a la fin de la démonstration du théoréme
précédent.

THEOREME 5. St la fonction po(Y), définie et intégrable dans Den-
semble 8, vérifie Uinégalité

(43) o(T)] < 2+t
miror

ot p et a sonl des constantes mon négatives, inférieures a Uunité, M, et M,
des constantes positives, Py désigne le point de Uensemble L le plus rapproché
du point intérieur Y € S, alors le potentiel de charge plane

(44) V(X) = [[ (X, Y)o(Y)aY
S
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(Y désigne Uélément d’aire au point Y) posséde les propriétés suivantes:
1) Le potentiel (44) et ses dérivées tendent vers des limites déterminées

ImV(X) = | [ I(P, V)e(Y)aY =V (P),

(45)
| LimV,(X) = [[ e P, Y)o(Y)AY =V, (P),
- S

81 le point X tend d’une fagon arbitraire vers wun point P sur L, différent
des points de discontinuité C,.

2) Le potentiel (44) et ses dérivées admetient les limitations
(46) V(X)) <eMy+ceM,, |Vo(X)|<eM,+e1M,
dans Uensemble S+ L, oi les constantes positives ¢,, Co, ¢y, €1 ne dépendent
pas de la fonction o(Y).

3) Le potentiel (44) vérifie dans Vensemble S+ L wune condition de
Lipschitz
(47) V(X)—=V (X)) < 2(e M+ e1M,) | XX, .

4) La fonction limite de la dérivée du potentiel (44) vérifie 4 Uintérieur
de tout arc C,0,, une condition de Hdlder
T M, + 7 M,

n

[1\PC,r PG,

v=1

(48) [Va(P)—Vz(Py)| < | PP,

o 0§ =1—p, 88 0 <p <1, et O est une constante positive arbitraire, in-
férieure & Dunité, si p = 0.
5) Les dérivées du potentiel (44) vérifient une condition de Holder

(49) Vi X)— Vo Xo)| < O(8%) [ XX,
dans tout domaine fermé S* situé dans Pensemble S, C(8*) est un coefficient
positif, dépendant du domaine 8* et du choix de la constante positive 6 < 1.
Les propriétés citées résultent de nos considérations dans le tra-
vail [15).
THEOREME 6. Sila fonction o(Y), définie et intégrable dans Uensemble S,
vérifie Uinégalité
M, M,

(50)  le(¥) < Top

+ 0<a<l; 0<p<1)

11170,

p=]1

et une condition de Holder

(51) le(Y)—e(XY)| <k(8*)|XYLf* (0<h,<1)
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dans un domaine fermé S* C 8, alors le potentiel de charge plane (44) vérifie
Véquation de Poisson

2r
V det [a(X)|
en tout point intérieur X du domaine S*.

La démonstration de ce théoréme résulte des considérations présentées
dans les travaux connus de Gevrey et Giraud (voir aussi le travail [12]).

(52) YV (X)) = e(X)

4. Résolution du probléme. Nous allons chercher la solution
du probléme aux limites discontinues proposé sous forme de la somme

(53)  u(X) =jsﬁ Jra, DR, wm, i g lar + Lfr(x,czme)dq

d’un potentiel de charge plane et d’un potentiel de simple couche de
densité inconnue ¢(@) sur L. On a posé

(54) FUY, U, uy, u) = (2m) " Vet [aH(X)| F(Y, u, uy, p) .

En demandant que la fonction (53) vérifie la condition limite (10), on
arrive, en vertu des théorémes 1 et B, 4 1’équation

[dI‘ (P, Q)

- 1

) det |a¥(P)]

+Jf ‘mP Y)+ g(P)I'(P, Y)] [ u(Y),ggl :Z]dl’

o)+ | +o(P)T(P, Q)| p( @30+

ou ou

=¢lp,u), || I‘S(P,Y)If’l[]? (), o 7 ]dY+fI‘(P Q)9(Q)a¢}
S

sous ’hypothése que les conditions des théoremes 1 et 5 soient satisfaites.
L’équation (55) doit étre vérifiée en tout point P sur L, différents des
points C,.

Notre probléme est donc ramené & 1’étude du systéme de deux équa-
tions intégro-différentielles (53), (55) a deux fonctions inconnues: u(X)
dans lensemble § et ¢(Q) dans l’ensemble L—_ C,.

Le systéeme (53), (55) étant irrésoluble par les méthodes de 1’Analyse
classique, nous l’étudierons par la méthode topologique basée sur le
théoréme suivant de J. Schauder [17]:

s, Toute transformation continue d’un ensemble convexe, borné,
fermé et contenu dans un espace de Banach, en un sous-ensemble compact
a2 au moins un point invariant’.
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Cette étude exigera des considérations plus délicates, & cause de la
singularité forte d’une intégrale dans ’équation (55) et du fait que la
fonction ¢(P) et les dérivées de la fonction #(X) ne sont pas bornées
dans les voisinages des points C,.

Considérons donc le systéme des. quatre équations intégrales singu-
liéres suivantes

u,(X) = fs [ITUX, Y)FY, u¥), 4,(Y), uy( ¥)1AT +

+ fT-(X,Q)wQ)dQ (v»=0,1,2),
(56)

(P, )
Vdet] a(P)| PP HJ[ +9(P)F(P,Q)]¢(Q)dQ+

+ f [1ER2 + Q(P)I‘(P’Y)]Fxfyauo(y)"“I(Y)’“”(Y)]dy

= G[P, uy(P), %, (P)]

4 quafre fonctions inconnues %y (X), #,(X), u,(X), ¢(P), ou I'on a désigné

@(P) = [[ TP, TIFLY, ul ¥, w(¥), e DAY + [ TP, Q)p(@)aQ,
(56°) Iy=r, I,=I, (#r=1,2).
Soit maintenant un espace fonctionnel A composé de tous les systemes
[uo( X)) ur( X)), us(X), ¢ (P)]

de fonctions continues réelles, définies soit dans 1’ensemble ouvert
X € 8, soit dans ’ensemble P ¢ L—3 C, et vérifiant les inégalités

| XPx]" H | X0 u(X)| < 00 (v=0,1,2),
jm1

(67) .
[[1PCiF+19(P)] < oo,

j=1

ou B est une constante égale & I’exposant donné a dans la propriété (9)
si @ > 0, et une constante positive arbitraire, inférieure a 1’unité, si a = 0,
h, est une constante positive, fixées arbitrairement de fagon qu’on ait

(68) B+h, <1, 0<hw<n1in(l‘)h,hLQ ha,1—p),

la constante positive u figurant dans les propriétés (7) et (9); y est une
constante positive, inférieure & 1’unité, arbitrairement fixée. On définit,
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comme d’habitude, la somme de deux points de ’espace A et le produit
d’un point par un nombre réel, par les formules

(59) [thoy Uy y gy @1+ [Uo, U1, Us, @] = [Ug+ Ug, %y + Ui, Ug+uz, 9+ 9],
Alug, Uy, Ugy @] = [Atgy Aty y AUy, Ap] .

Ensuite on définit la norme d’un point U = [u,, %,, %,, ¢] par la formule

(60) ||V} = max sup [ xper ] [1X0 P )] +

i=1
+ sup| [Ti2c,#0(2)]
j=1
et la distance des deux points U, V par la formule
(61) o(U,V)=|U-VI|.

On peut montrer sans peine que l’espace ainsi défini est complet, il
est donc un espace de Banach.

Considérons maintenant dans l’espace A 1’ensemble E de tous les
points U = [uy(X), u)(X), uy(X), ¢(P)] vérifiant les inégalités

[hxeltuX)i<ea =0,1,2),

j=1

(62) n IPO';'V9 lp(P)] < @q,

=1
[Pl |P,O4[YF "% lp (P)—p(Py)| < x| PP [,
ol g, 0, %, sont des constantes positives, arbitrairement fixées, on

a ensuite P, P, e C;C iCiyy Pi eﬁ,-l. Les fonctions ¢(P) appartiennent
donec a la cla.sse ;3,,

L’ensemble E est évidemment fermé et convexe. Tenant compte
de la forme des équations intégrales (56), transformons I’ensemble E par
les relations suivantes

v,(X) =_£f1’.(X, Y)PLY, u(Y), u(Y), uy(¥)1dY +
+ fI’.(X,Q)q:(Q)dQ (»=0,1,2),

(63) p(P) + f are, Lr+omre,o|veae

thIWPN
= ‘f”dp(P D 1 g1, Y)]F,[Y, U X))y uy(Y), us( ¥)]AY +

+G[-P; vo(P), us(P)] .
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Cherchons les conditions pour que ces relations fassent correspondre
& tout point U = [%,, %;, 4, ] de ’ensemble E un point déterminé
V = [v,, vy, 3, ] du méme ensemble. Remarquons pour cela, en vertu
de la conclusion (30) du théoréme 4 et des inégalités (62), qu’on a la limi-
tation

(64) |J I(X, Qp(@)ag| < &t e
mxoy

ot les constantes positives ¢ et ¢’ ne dépendent pas de la fonction g.
Ensuite, d’aprés les inégalités (4) et (62), nous aurons la limitation
3c, My o, oMy

65) [FULY y ug( X))y uy(X), o Y)]| < —;
| 1 [Miyey YE#F
j=1

oll ¢; = (2=) 'supy/det|a’(X)|. Nous en concluons, en vertu du théoréme 5,
que les fonctions v,(X), déterminées par la premiére des formules (63),
sont définies et continues dans ’ensemble ouvert 8 et vérifient ’inégalité
suivante

(66) [2,(X)| <

a;Mp+a,Mpo+coy+ ¢,
ﬂ | X0,

(v=0,1,2)

ou les nouvelles constantes positives a,, a, ne dépendent pas des fonc-
tions F, 4,, . Pour étudier la fonction y(P), remarquons qu’elle est une
solution de 1’équation de Fredholm de la forme

(67) (P)+ f [ +oe)r e, 0p@ - 1(p)

l/detl aix)|

ou f(P) est une fonction déterminée par le second membre de 1’équa-
tion (63). Le noyau de l’équation (67) a une faible singularité précisée
par 'inégalité (19’). Cherchons d’abord une limitation pour la fonction f(P).
Observons que, d’aprés les théorémes 3 et 5, la fonction (56°) vérifie
inégalité ‘
(68) |Z4(P)| <

aiMp+a:Mpo, 4T+ T,
[11PCy°
7=1
analogue & 1’inégalité (66). Il en résulte, en vertu de I’hypothése (9),
P’inégalité
(69) |G[P, uy(P), us(P)]|
Ma[(arl-ax)MF+(az+az)MF91+(c+0) 02+ (¢'+8) ]+ Mg

” \PCylf

j=1
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et ensuite, en tenant compte de ’inégalité (65) et du théoréme 5, nous
aurons la limitation
as(Mp+ M o)) (Mg+as) +a,My(Mp+ Mpo+ 0o+ %)+ Mg

n

[1\pPc,F
=1

(70) If(P) <

ou a4, ag, a, sont des constantes positives, indépendantes des fonctions
F,@,g,u,p. En vertu de ’hypothése VII & la page 37 concernant le
probléme homogene, ’équation (67) a donc une solution unique, donnée
par le premier théoréme de Fredholm,

(71)  p(P) == /det|a(P)|f(P) + = [ R(P, Q))deb|a(Q)lf (Q)dQ
L

continue en tout point P # C; ou N(P, Q) est la somme de plusieurs
noyaux itérés et du noyau résolvant. Nous en concluons que la fonetion (71)
vérifie une inégalité

b(Mr+ Mpe,) (My+b')+b" Mo(Mp+ Mpo,+ 0.+ %)+ Mo

(72) lp(P) < -
ﬂ |PC;lf

de la méme forme que (70); b, b’, b’’ sont des constantes positives. Cher-
chons maintenant ’inégalité de Holder pour la fonction y(P). Dans ce
but, en s’appuyant sur les théorémes 3, 5 et sur les inégalités (62), (65),
nous aurons pour la fonction (56’) une inégalité de Holder

[ (Mp+ M 0,) + ¢} 05 + Chx,] | PP, ™
[|PC,||P,C, |t

(73) |#a(P) — uo(Py)| <

o P,Pe E,E',,, P e fb,l. En s’appuyant maintenant sur la seconde
des équations (63), sur les inégalités (7), (9), (65), (72), (73) et sur les
théorémes 2, 5, nous arriverons a 1l'inégalité demandée de la forme

(74)  |[w(P)—9(P1)l < (0( Mg+ kg + b)) [(MF o+ Mp)(Ma+ Mg+ kg +b1') +

|PP,|"

M M)+ b, Ma(Mp -+ M k :
+Ma(o+ %) +Mg)+ by Ma( Mp + FOL+ 02t %) + 0}[lPC'HP1Cu|]ﬂ+Iw

ou by, b1, bY, b, sont des constantes positives, indépendantes des fonctions
du probléme. Les fonctions transformées y(P) appartiennent done & la
classe S),’?, de méme que les fonctions ¢(P). En comparant les inégalités
obtenues (66), (72), (74) aux inégalités (62), nous pouvons dire que ’en-
semble E’, transformé de 1’ensemble E par les relations (63), fera partie
Annales Polonici Mathematlcl XIII 4
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de cet ensemble si les constantes du probléme Mz, Mz, Mg, Mg, kg, My, k,
sont suffisamment petites pour que les inégalités suivantes soient vérifiées:
a,Mp+a, Mpo,-+coy+¢'%, < 0y,
b(Mp+Mpe)(My+b)+ 0" Ma(Mp+Mr o1+ 02+ %) + Mg < 02
by(My+ kg +b1)[(MF oy + Mp)( Mg+ Mg+ g+ bY) +
+ Mg(0a+ %) + Mgl +bs Mog( My +Mp 0, + 02+ %) + K6 < #g .

(75)

Les conditions (75) étant vérifiées, nous démontrerons encore les deux
lemmes suivants.

Lemve 1. La transformation de Uensemble E par les relations (63)
est continue dans Vespace .

Démonstration. Soit une suite arbitraire {U"™) de points
U™ =[uf™, w™, i, ¢™] de l'ensemble E convergente vers un point
U =[uy, %, %3, ¢p] du méme ensemble au sens de la norme (60). Nous

avons donc

n
(76) U~ Ul =~ max sup [12P2r [ [ 10,0+ 1™ X) — u(X)]] +
v €

i=1

+ggg[ [ 1po;+*|g™(P)—o(P)l] > 0

i=1

8i m - oo. Conformément & la définition de la continuité d’une transfor-

mation, il est nécéssaire et suffisant de démontrer que la suite de points

V™ — o™, o™, o™, »™] transformés par les relations (63), tend vers

le point V = [v,, v, v;, ] de I’ensemble £’, correspondant au point limite
U = [y, %,, 4, ¢] par les mémes relations (63), c’est-a-dire que

lim [V*™—7V| =0.
Considérons pour cela la différence.
(17)  AP(X)—10(X)
— [ TZ, DELT, (D), u(T), (T -
S

—F[Y, uf(Y), u(Y), u(Y)]}dY + iff-(X, Qe™(Q)—9(@)1dQ .

La premiére intégrale 4; de cette somme vérifie, d’aprés la limitation

const

|I'.(X, Y)I < lX_:n
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et ’hypothése (5), 'inégalité suivante:

ke 3 |W™(T) — ()P

(78)  |4,(X)| < const JS f =0 bed ay

n
h’
< constkpmax sup [l YPy|) I I | TP e [ul™( X)) — u Y)l] T x
v YeS Je=1i

i ayY
S IXTNTP [] 170,70
Il en résulte, d’aprés I’hypothése (76),

X

(79) lim sup [| X Px["|4,(X)|] =0 .

m—o0 X€S

Pour étudier la seconde intégrale 4, de la somme (77), remarquons que,
d’apres les inégalités (62) et le théoréme 4, cette intégrale vérifie I’inégalité

(80) 4,(X)| < 22T %
’alxoilp

oll les constantes positives ¢, ¢; ne dépendent pas des fonctions ¢™, ¢.

Considérons maintenant un ensemble de cercles disjoints K; centrés
aux points de discontinuité C;. D’aprés l'inégalité (80), & tout nombre
positif ¢ on peut faire correspondre un rayon r(¢) de ces cercles suffisam-
ment petit pour que ’inégalité

(81) | XPxl [ [ 1XC;P+ e 14,(X)1 <&

1
goit vraie en tout pdint X de I’ensemble S situé dans les cercles K;(e).
Ajoutons que le rayon 7(e) est suffisamment petit pour que toute

circonférence du cercle K; coupe l’arc correspondant @,l en un seul
point. Les cercles K;(e) étant fixés, étudions ’intégrale 4,(X) lorsque
le point X de ’ensemble § est extérieur aux cercles K;:

n
(82) Xeol)=8—(D E)x8.
J=1
Dans ce but écrivons

(83)  4y(X) =[¢™(P%)—¢p(Pk)] Lf I(X,Q)dQ+

+ ,.f I(X, Q) {¢™(Q)— ¢"™(P%)]—[¢(Q)—¢(P%)1}dQ

4*
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Pk étant le point de ’ensemble L, non intérieur aux cercles K;, qui
est le plus rapproché du point X € w(e). La premiére intégrale dans la
somme (83) étant bornée, nous en concluons, en vertu de I’hypothése (76),
qu’an nombre arbitraire ¢ on peut faire correspondre un indice N (&) tel
qu’'on ait

n
@) 1XPxP [ [ 1X0#gm™PR) —o(Prl| [ X, Q)| <
j=1 L

§i m> N (e), X € w(e). Pour étudier le second terme A,(X) de la somme (83),
considérons un arc 77’ sur 6’;5,-,, contenant le point Pk, tel que les lon-

gueurs des arcs ﬁ’jr, Pl soient égales, si les points I’ et 1"’ sont exté-
rieurs aux cercles K;; dans le cas ol une extrémité I’ est située sur la

circonférence du cercle K;, on admet que la longueur de ’are TP% est

tout au plus égale & la longueur de l’arc Pj;?"; on fera une convention
analogue si ’autre extrémité I’ se trouve sur la circonférence du cercle K;, .

Décomposons maintenant la seconde des intégrales (83) en une
somme

(85) 43(X) = 45"(X) + 4157 X)

d’intégrales étendues a ’arc " et a la partie restante L — i7", En vertu

de la troisiéme des inégalités (62), 'intégrale étendue & ’arc 7 vérifie
l'inégalité

- ) PxQ|"¢ " dQ
(% 4] l X
(86) |42 (X)1<constx¢[l;!: xf [0,QF "% | P20,/

f |P%Q|* ™ dQ ]
|0;Px || QC;, ™" |

P’
Au nombre ¢ on peut donc faire correspondre une longueur 7(¢) de I’arc i
suffisamment petite pour qu’on ait

n

(87) xPxr [ [1X00*he 257 (X) < 2

jmi

quel que soit X dans ’ensemble w(e) = §—3 K;(¢) x 8. La seconde des
intégrales (85) reste réguliére, si X tend vers Px, donc au nombre £ on
peut faire correspondre un indice N’(e) tel qu’on ait

(88) xPs [ [ 12058+ 43573 < £

7=1
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si m > N'(e), X ¢ w(e). En rapprochant les inégalités (81), (84), (87), (88),
nous concluons que

n
(89) lim sup || XPxl" | [1X0;"|4,(X)l] =0
m—>oQ f-l
done, en tenant compte du résultat (79), nous aurons
n
(90) lim sup (| XPx” [ [1X €, oo™ Z)—v,(X)|] =0.
m—o0 XeS j=1

Il reste & étudier la différence y™(P)—y(P), ou y(P) est une solution
de 1’équation intégrale (63) et y™(P) de 1’équation analogue. On aura
done

(91)  ™(P)—p(P) =[E(P, o™, ud™, ™, uf™) — E (P, vy, Uy, Uy, U)]+

+ [R(P, QIE@, o™, u§™, ul™, ™) — E(Q, By, %o, Uy, %)]
L

ou Z est le résultat d’une opération fonctionnelle sur les fonctions
Doy Ugy Uy, Uy, définie par les termes intégrales de la seconde des rela-
tions (63). Il suffit d’étudier la différence des derniers termes, contenant
des intégrales & singularité forte.

D’aprés I’hypothése (9), nous aurons

(92)  |G(P, o™, &™) — G (P, vy, Ts)| < Mg[|o§™ — o] + |25 — 7]

ou les fonctions %,(P) sont déterminées par les formules (56') et les fone-
tions @i™(P) par des formules analogues. Moyennant des décomposi-
tions et des raisonnements analogues & ceux qui ont été faits pour les

intégrales (77) et (83), on arrive a la méme conclusion
n
(93)  lim sup| [ [IPOP*"oG(P, o™, @™ — G(P, v, us)] = 0.
m—o0 PeL = 5

Les autres composantes de ’opération = sont plus faciles a4 étudier et
on aura de méme

n
(90)  lim sup| [ [IPOPPZ(P, o, o, ui®, ud")—

r=1

—E(P, vy, Uy Uy, '“.)l] =0.

Il en résulte, en vertu de la formule (91), la propriété suivante

(95) lim sup [ [ [ IPC,P+oly™(P)—p(P)] = 0.

m—oo PeL peam]
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En rapprochant les résultats (90) et (95), on obtient
lim |[V™—V|| =0

m—00
et par conséquent le lemme 1 est démontré.

LEMME 2. L’ensemble E', transformé de Uensemble E par les rela-
tions (63), est compact.

Démonstration. Conformément & la définition de la compacité,
il est nécessaire et suffisant de démontrer que de la suite arbitraire {V™"}
de points V™ =[o{™, o™, ni™,»"™] de ’ensemble E’ on peut extraire
une suite partielle {V**™} convergente au sens de la norme (60).

Remarquons pour cela que, d’aprés les limitations (62), nous pouvons
faire correspondre au nombre positif arbitraire ¢ un rayon r(e) des cer-
cles K, centrés en C;, suffisamment petit pour qu’on ait (quel que soit m)

n
(96) [ [ 1Bty < 2

F=1
si le point P est situé dans les cercles K;. Les cercles K;(¢) étant fixés,
les fonctions y™)(P) sont bornées dans leur ensemble et également con-
tinues dans ’ensemble L’ de tous les points de L situés & 'extérieur des
cercles K;. Cette propriété est évidente pour 1’ensemble de toutes les
fonctions y™)(P), puisqu’elles vérifient la méme condition de Hélder (74).
En vertu de 'inégalité (66), nous pouvons maintenant faire corres-
pondre & tout nombre positif ¢ un ensemble fini de ¢+ ¢’ lignes fermées

(97) ¢ L3, oy Lot

situées & l'intérieur de ’ensemble S d’un c6té des lignes fermées L, ..., L,
et entourant chacun des ares l,1l,, ..., Iy, assez voisines de ces lignes
pour que les fonctions v™)(X) vérifient I'inégalité

n
(98) | XPx H X O o) < £
en tout point X de la partie S, de ’ensemble S limitée par les lignes (97).
L’ensemble S — 8, ne contient pas dans son intérieur les lignes 1,, I,, ..., ly
et dans cet ensemble les fonctions |XPx| et | XC;| ont des bornes infé-

(m)

rieures positives. Donc les fonctions v,”(X) sont continues dans la fer-

meture §— 8, de ’ensemble S— 8, et, en vertu du théoréme 5, elles sont
bornées dans leur ensemble et vérifient dans cet ensemble une méme
condition de Holder (quel que soit m)

(99) [o™(X) —o™(X,)| < H|XX,[".

En tenant compte des propriétés citées des fonctions y™(P) dans 'en-
ensemble L' et des fonctions »™(X) dans l’ensemble S8—§,, nous con-
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cluons, d’aprés le théoréme connu d’Arzeld, qu’il existe une suite {¥n)
d’indices telle que les séries partielles

W Py, (X))

soient uniformément convergentes, au sens habituel, pour P ¢ L', resp.
X ¢ §—8,. Nous pouvons done faire correspondre & tout nombre positif &
un indice N, tel qu’on ait

n
sup | [ [1P0, ey (P () | < £
PeL | ]

(100)

max_sup || Xl | [ 1X03 D) —olx)| < 5

»  XeS-5, iy

si m, 8 > N.. En rapprochant les inégalités (96), (98) (100), nous con-

cluons que
[7m — )| <

si m, 8 > N,. Or, 'espace A étant complet, cette condition de Cauchy
est & la fois nécessaire et suffisante pour la convergence de la suite par-
tielle {V*™} au sens de la norme (60). Le lemme 2 est donc démontré.

En s’appuyant sur les deux lemmes démontrés, nous concluons,
d’apres le théoréme cité de Schauder, qu’il existe dans ’ensemble E au
moins un point U* = [ug, ul, 42, ¢*] invariant relativement 3 la transfor-
mation (63), donc donnant une solution du systéme (56) d’équations
intégrales. En vertu des propriétés des potentiels généralisés (17) et (24),
nous avons les relations

oug ous
* — 70 ¥ — 7%
ul('X) - awl ’ 'ug(X) awz

en tout point X (z,, 2,) de ’ensemble 8, done les fonctions u3(X), ¢*(P)
vérifient le systéme d’équations intégro-différentielles (53), (55).

Observons maintenant, en vertu des hypothéses (2), (5) et le théo-
reme 5, que la fonction

O(Y) =F[Y, uw(Y), ui(Y), u3(¥)]

vérifie une condition de Holder dans tout domaine fermé S* situé & 1'inté-
rieur de ’ensemble 8, done, d’aprés le théoréme 6, la fonction trouvée
us(Y) vérifie 1’équation différentielle donnée (1) en tout point X de l’en-
semble S. D’aprés 1’équation (55) et le théoréme 1, cette fonction et ses
dérivées ont des valeurs limites qui vérifient la condition demandée (10)
en tout point P sur L différent des points de discontinuité C,. En outre,
en vertu du théoréme 4, la fonction u§ vérifie la condition (13). Nous
pouvons donc énoncer le théoréme suivant.
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THEOREME 7. 8¢ les conditions I-VIIL, précisées précédemment, sont
vérifibes, si les constantes My, Mp, Mg, Mg, M,, kg, k, du probléme sont
suffisamment petites pour que les inégalités (75) soient vérifiées, il existe au
moins ume fonction u(X) qui: 1) vérifie Véquation elliptique (1) en tout
point X de Vensemble 8, 2) vérifie la condition limite aux dérivées tangen-
tielles (10) en tout point P e L, différent des points C,, 3) vérifie la condi-
tion (13). ‘
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