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Le rapport mutuel des problémes généralisés
de Dirichlet et de Neumann

par Z. SzMyDT (Krakdw)

Dans la note [4] j’ai démontré 1’existence et I’'unicité d’une solution
d’un probléme de Dirichlet, relatif 4 un domaine plan et généralisé dans
ce sens que les données sur la frontiére sont des distributions d’ordre
fini m. Le probléme de Neumann, généralisé d’une maniére analogue,
a été traité dans la note [5].

A présent nous allons démontrer que la solution du probléme de
Dirichlet généralisé, 1’est anssi pour certain probléme de Neumann gé-
néralisé et inversement (cf. le § 3, Théoréme 1 et 2). Ceux résultats en-
trainent les Théorémes b et 6 concernant les propriétés limites des fonc-
tions - analytiques (cf. le § 5). D'autre part ils permettent de démontrer
Punicité des solutions du probléme traité dans [2] (cf. le Théoréme 4, § 4).

La démonstration des Théorémes 1 et 2 (cf. le § 3) sera basée sur
la théorie du potentiel logarithmique exposée dans la note précedente [6].

Avertons que les notations indispensables pour la lecture de la suite
sont introduites dans le § 1 de la note [6] et dans le § 1 de la présente.

§ 1. Notations. Admettons les notations introduites dans le §1
de la note précedente [6]. .
Soit Dm(X) l'espace réel de fonctions réelles f(2) e O™(Z) avec la

norme définie par la formule:
m

k)
Il = g max [7(s)]
On désignera par Dj,(ZX) lespace dual de Dp(X).

Par Dm(2Z, +) ‘Sera "désigiié t1’ensemble rdes- fonctions p -telles . que
2(2) € Dm(Z) et p(2r) = p(2) lorsque z ¢ X et 0 < 7 <7y; 7, 8t Un nombre
positif défini dans le lemme 2 de la note [6].

D’autre part soit Km(Z, +) lensemble des fonctions ¢ ayant les
propriétés suivantes: (a) ¢ € O™(Zy) pour chaque 0 <7 <7, (b) ]J’ri.l.:qi”(s)

= §(s) avec §r(s) = q[2(8)}, § = 0,1, ..., m uniformément dans Vinter-
valle 0 <s < L.
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A chaque fonction p(2) définie dans un domaine D de la variable
complexe 2 on fait correspondre la fonction p(z, y) des variables réelles
» et y définie pour (#,y)e.D par la formule

p(z,y)=p((*) lorsque =z2=uax41y.

En vertu du lemme 2 de la note [6] on peut faire la remarque sui-
vante:

Remarque 1. Si X et une courbe simple fermée de classe O™
et p € Dm(Z, +), la fonction p(z,y) est de classe O™ dans 1'ensemble
NGy,. ’

Soit » une fonction définie sur la courbe Zy: 2= 2(s) (}). Par le

symbole a—i- p(2¢) on va comprendre la fonection:
F4

2 @) = 000

y=vr v=yr

o=z

. 2 . .
Similement la notation o, p(2;) sera employée au lieu de la notation

. | @
plus précise: [mp(z)] .

g2y
En s’appuyant sur la Remarque 1 on démontre aisément le résultat
suivant:

Remarque 2. Si T est une courbe simple fermée de classe ™'

et p e Dp(2, +), la fonction %’- a;pﬁa;rtient & la classe Kp-1(%, +).
z .
Supposons que f e C°(X), On désignera par ¢;(2) la solution de l'équa-

tion intégrale

) [ 2@ g togle—tlds—ap(t) = 1)
b

et par yy(#).une solution quelconque de l'éguation
3 I3
2) [ 1(2) - logle— ] dss-+ m(8) = 1(2) +
§ z

dans laquelle la constante ¢, est convenablement définie. On sait bien
que deux solutions quelconques de l’équation (2) ne différent que par
une constante.

() Cf. [6], § 1, formule (1).
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§ 2. Enoncé des problémes aux llmites généralisés.

Proerime D (probléme de Dirichlet: généralisé). Soit donmée wune
distribution F e Dpp(X). Il s'agit de trowver ume fonction u, harmonique
& Vintérieur du domaine Q qui vérifie la condition

) tim. [ (2)(2,)doy = F[p (2]
o0 Lo

pour chaque fonction p e Dm(Z, +).

ProBLEME N (probléme de Neumann généralisé). Soit domnée une
distribution B € Dp(Z), un point z, ¢ Q ot une valeur réelle v,. On cherche
une fonction v, harmonique & Vintérieur du domaine 2, qui pour chaque
fonction p € Dy(Z, +) vérifie la condition aux limites généralisée

. v
@ lim ,_f P (5) 5 d5s, = Bl]
et la condition
(5) v(2) = .

Dans la note [5] nous avons établi (2) le résultat suivant qui nous
sera utile dans la suite:

Remarque 3. On obtient les problémes équivalents aux problémes
D et N si l'on remplace la classe Dn(Z, +) qui intervient dans leurs
énoncés par la classe Knp(Z, 4).

ProBLAME D. Soit donnée une distribution B e Din(Z), un point 2, € 2
et ume valeur réelle u,. Il s’agit de trowver une fonction w, harmonique
a Vintérieur du domaine 2, qui pour chaque fonction p € Dpu(ZX, -+) vérifie
la condition aux limites généralisée:

. ou
(6)] lim f »(20) 5G9 = Bl7]
¢t la condition
(7) %(29) = Uy .

§ 3. TarorEME 1. Supposons que X soit une courbe simple fermée
de classe C™°, Soit F e DL(Z) et soit @ la fonctionnelle définie par la
formule:

(8) G[f] =Flgs;] lorsque | eDn(Z)
ol @y désigne la solution de Uéquation (1). .

(*) Cf. [5], § 2, théordme 1 et § 6.
Annales Polonlci Mathematicl X VIII 3
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Sous ces hypothéses: '
(i) La jonctionnelle G e Dn(Z); la fonction

d
(9) u(z)=G[~a—%;10g|z—C|] lorsque 2 €eQ

est une seule fonction harmonique dans le domaine Q qui vérifie la con-
dition (3). La formule (8) définit une transformation biunivoque de Vespace
Dp(Z) en lui-méme.

(i) Si

(10) 0s(t) = [ 2(2) - logle—¢|de
I

1 I
et le symbole ai——v,(() a le sens precisé dans le § 4 de la note (6], alors
t

la fonctionnelle:
11) ML) = 6 |5 0300)

3’)’&;

appartient & Uespace Dpyo(X) et la fonction u vérifie les conditions:

. 0
lim [ p(2) oo dssy= M(p] pour chague ¢ Dsa( 5, +),
0 2 (]

u(z) = @ [ain; log|z,— CI] .

Démonstration. La partie (i) du Théoréme 1 résulte du théo-
réme 5 de la note [5] (ol bien du théoréme de la note [4]). Il suffit donc
de démontrer la partie (ii). A cet effet considérons le potentiel vy(f) dfi
4 la densité p(2) de classe 0™+*(Z). En vertu du théoréme 5 de la note [6]

ko ooe
il existe les dérivées ;? 52—-%(;) (k=0,1,..,m) et sont continues
¢ ong
lorsque ¢ € 2. Vu que G € Dp(X), la formule (11) définit une fonctionnelle
kinéaire dans ’espace Dy4e(2), qui est continue en vertu du théoréme 6
de la note [6]. La fonctionnelle M[p] appartient done & 1’espace Dyrae(Z).
Soit p(2) une fonction quelconque de classe Dp+2(2, +). En vertu
du théoréme 5 de la note [6], des relations (9) et (11) on a ()

. ou . 0 d
?_{'gtofp(ze)%ds% =]iﬂe[mi[P(zo)%log]zo—f|d3ze]=M[p].

Le théoréme 1 se trouve ainsi complétement démontré.

(®) Cf. aussi le lemme 1 de la note [2].
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THEOREME 2. Supposons que L est une courbe simple fermée de olasse
O™ et que B e Dp(X), B{1]=0. Soit H la fonctionnelle définie par la
formule

(12) H[f]=Blx(2)] lorsque feDn(Z)
ol xy() déstgne une solution quelconque de Véquation (2).
Sous ces hypothéses:
(i) H eDyp(2X), H[1]1=0 et la fonetion

(13) v(z) = H[loglz—Z|]+k lorsque zeQ,
o .
(14) k = v,—H[log|z,—¢|]

est la seule fonction harmonique dans le domaine Q2 qui vérifie les condi-
tions (4) et (5). La formule (12) définit wne transformation biunivoque de
Vespace des distributions B, B € Dp(X), B[1]= 0 en lui-méme. La trans-
jormation inverse est domnée par la relation

(15) Blp] = H[Xy]

ou la fonction Xp est définie par la formule
0
(16) X0) =0+ [ 965 logh—tlds.
(i) La fonctionnelle

(17) E(p]= H[Jp(z)log]z—é‘ldsz] +% [ p()ds

appartient & Vespace Dp(ZX) et la joncm'on: v(z) vérifie la condilion aux
limites généralisée

].in: fv(ze)p (2)ds;, = K[p] pour chaque peDy(Z, ).
0z,

Démonstration. La partie (i) du Théoréme 2 résulte du théo-
réeme 2 de la note [56]. Pour démontrer la partie (ii) remarquons qu’en
vertu du théoréme 4 de la note [6] la fonctionnelle K[p] définie par (17)
appartient & ’espace Dp(Z).

Soit p(2) une fonction arbitraire de classe Du(2', +). En vertu du
théoréme 2 de la note [6] et des notations (13) et (17) on obtient (%):

lim [ pe)o(ep)dss, =% [ p(2)dsat+HmE| [ p(z,)logle,—&|dse) = Elp],
0 1, z L
ce qui achéve la démonstration du Théoréme 2.

(*) Cf. le renvoi (3).
3*
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Les Théorémes 1 et 2 entrainent les corollaires suivants:

CoROLLAIRE 1. Soit m un nombre entier mon négatif et soit X wune
courbe simple fermée de classe O™*°.

Alors la solution du probléme N peut éire mzse soit sous la forme (13)
sott sous la forme

0
(18) v(2) = G[a—ﬁlogh—c |] lorsque 2z ef2

ow les distributions: @ eD,’,,(Z‘), H e Dp(2) et la constante k sont conve-
nablement choisies.

Ohaque distribution H e Dp(2), H[1]= 0 détermine la distribution
@ € D, (2) telle que:

Hflogle—{|l= @ [8_2; log|¢e—¢ |] lorsque zef2.

Démonstration. Soit donné le probléme N (cf. le § 1). En vertu
du Théoréme 2 la fonction (13) est une solution de ce probléme et en
méme temps elle I'est pour le probléme D dt A la distribution F[p]
= K[p] o K[p] est défini par la relation (17). La partie (i) du Théo-
réme 1 assure donc l’existence d’une distribution G e Dy (ZX) telle que
la relation (18) soit satisfaite.

Supposons que H € Dn(Z), H[1] = 0. Pour achéver la démonstration
du Corollaire 1 il suffit de s’appuyer sur la partie démontré ci-dessus
et sur le fait que la transformation définie par la formule (12) est
biunivoque.

CoROLLAIRE 2. Soit m wun nombre entier non négatif et soit X une
courbe simple fermée de classe O™*°,

Alors la solution u du probléme D ‘peut étre mise soil sous la forme (9)
soit sous la forme

(19) u(2) = H[log|e—{|]+ % lorsque 2zeQ

o les distributions: G € Dp(Z), H € Dpio(Z), H{1]1 = 0 et la conslante &
sont convenablément choisies (5).

Ohaque distribution @ € Dp(ZX) détermine la distribution H e Do 2
telle que H[1]1=0 et que la relation suivante est satisfaite:)

7
H[loglz—¢|]— & [Wloglz— C|] =const lorsque =zef.
¢

(*) La constante % intervenant dans la formule (19) ne peut pas 8tre supprimée.
Pour s'en rendre compte il suffit ‘d'examiner le probldme de Dirichlet dans lequel X
coincide avec la circonférence du cercle unitaire et F[1] # 0.
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La démonstration du Corollaire 2 est tout & fait analogue que celle
du Corollaire 1, c’est pourquoi nous l’omettons.
Avant d’@oncer le théoréme concernant 1’existence d’une solution

du probléme D faisons la remarque suivante:

Remarque 4. Supposons que X est une courbe simple fermée de
classe O™ (m > 1) et que BeDp(Z), B[1]= 0. Alors la fonctionnelle

(20) Fip) =5 ) (p)—F [p(0n)an]
% Z
appartient & l'espace Dp_1(Z) et on a

(21)] Fig) =7 | 2| = Bla).
THEOREME 3. Supposons que L soit une courbe simple fermée de classe
O™* et que B[p] e Dp(Z), B[1]=0.

Alors le probléme D admet une et une seule solution w(z). Blle est
donnée par la formule

(22) u(z) = ¢ -3%log|z—-5|]+c lorsque 2z eQ
c .

o la fonotionnelle G est définie par les formules (8) et (20) et ¢ = ug—
2
—G[-én—clog]zo-—-q] .

Démonstration. Il est évident que la fonction «(2) définie par
la relation (22) est harmonique & l'intérieur du domaine £ et vérifie
la condition (7). D’autre part, en vertu du Théoréme 1 et des Remar-
ques 3 et 4 on a:

(23) tm [ g(z,)u(2,) sz, = Flq)+e [ g(2)ds:
=0 5, z

pour chaque fonction ¢q € Kp,—s(2Z, +).
Vu la Remarque 2 on déduit de la relation (23) que

. op _ nlop
tim [ Zuteds, = 7|57
Zp
pour chaque fonetion p e Du(Z, +), et en vertu de (21) on obtient:

ling p(ze)%dsz,,:B[p] pour chaque peDm(2, +).
0 2

La fonetion (22) vérifie done aussi la condition (6).
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Remarquons que chaque fonetion v, conjuguée harmonique de wu,
vérifie 1a condition aux limites: '

lim f p(ze)%dsz,,:B[p] pour chaque p ¢ Du(Z, +).
0

L'unicité de la solution du probléme N entraine donc celle du pro-
bléme D (*). Le Théoréme 8 se trouve ainsi complétement démontré.

§ 4. Dans la note [2] nous avons considéré le probléme suivant:

PROBLAME A (7). Soient données les distributions B € Dn(ZX) et F e Dy( Z).
On cherche une fonction v harmonique & Vintériewr du domaine 2 gus
pour chaque fonclion e Dpn(Z, +) vérific les conditions aux limites
généralisées:

. '. ov
(24) ;ggf 2 (2) g ds, = BLP],
(25) lim [ p(z)0(2) dsz, = F[].
0 3,

THEORRME 4. Soit X wne courbe simple fermée de classe C™° et sup-
posons que F, B e Dp(X).

Sous ces hypothéses, la conditton nécessaire et suffisante pour que le
probléme A admette une solution v c’est que

(26) B[loglz—-(l]*Fl%hglz—C]]= 0 lorsque #4Q.
t
8i la condition (26) est satisfaite la fonction

(27) 'v(z)=%{B[logp—(]]—ﬁ'[g@:logiz—ﬁ]} lorsque 2z eL2

est la seule solution de probléme A.

Démonstration. Supposons que la condition (26) soit satisfaite.
Bn vertu du théoréme 7 de la note [3] (%), 1a fonction (27) est une solu-
tion du probléme A et par conséquent vérifie la condition (25) pour
chaque fonction p de classe Dp(X, +). Il résulte du Théoréme 1 qu'une
telle fonction est unique done v(2) est la seule solution du probléme A.

(%) Cf. ler conditions (5) et (7).
(") Le probldme A, come nous l'avons remarqué dans la note [2] (cf. [2], p. 28)

peut 8tre considéré comme une généralisation d’un probléme résolu par L. Amerio
dans la note [1].

() A cet effet il suffit admettre que X est une courbe simple fermée de classe O™*®,
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Supposons maintenant que le probléme A admette une solution v (2).
Alors évidemment B[1]= 0 et en vertu du Théoréme 2 il existe une
constante k& telle que

(28) Fp] = Hpr(z)10g|z—C]dsz]-l—kjfp(z)dsz,

ol la fonctionnelle H est définie par la formule (12). Choisissons arbi-
trairement un point 2 ¢ 2 et remarquons qu’en vertu des relations (28),
(18) et (16) on obtient successivement:

29)  Bllogl—¢l)—F |5-logle—¢|

9
~ Bllogls—¢l)—H | [ log|i—t|7-logls—¢| s
z

‘ 9
=H[-Xlog|z-c[(C)—-f108|t—c| éalog|z—t|ds¢]

z

2 , :

=H[1c10g|z—£|+ flog|t—z|ﬂlog|t—5|dst—J log|t—¢|an-i¢log|z—t| ds;].

z b

En s’appuyant sur le théoréme de Green on déduit de la relation (29)
que (°)

Bllog|z—(|]—F [%c logle— ¢|] =H[0]=0.

La relation (26) en résulte, car le point z.était choisi arbitrairement
4 Pextérieur de £2. Le Théoréme 4 se trouve ainsi complétement démontré.

§ 5. Valeurs limites généralisées des fonctions analytiques.

THEHEOREME 5. Soit X une courbe simple fermée de classe C™° (m > 0),
20€82, B[ple Dpp(X) et B[1]=10. Soit enfin w,= Uy+1iv, une valeur
complexe quelconque.

Sous ces hypothéses il existe une et une seule fonction w(z) qui est
analytique & Dintérieur du domaine Q et vérifie les conditions suivanies (*°):

(30) w(29) = Wy ,
et
(31) lim f P (2g) - 1110 (2)1d5z, = Blp]

pour chaque fonction p e Dp(2, +).

(*) Cf. [6]: la démonstration du lemme 7 et le renvoi (¥¥).
(®) Rw désigne la partie réelle et Iw la partie immaginaire de la fonction w.
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Sost F la fonctionnelle définie par la formule (20) et soit G[f] = F[ey],
H[f]= Blyy] o% ¢4 et x; désignent les fonctions introduites dans le § 1.
Ceci admis, la fonction w(z) peut 8lre mise sous la forme suivante:

(32) w(z)=c+G[%Elog|z—C|]+i{k-{—H[loglz—Cl]} lorsque 2z eQ

o la constante k est donné par (14) et o=uo—G[-;n—clog|zo—C|]. BEn

outre on a
(33) lLim [p(z)w(z,)ds, = F[p] +iK[p]+0 [ p(e)ds,
0 z, z

pour ohaque fonotion p e Dm(Z, +),
et

34) lﬂmz‘f P (5) - 0 (2p) e, = M [p] +iBp]

pour chagque fonction P € Dpiy(2, +),
ot K désigne la distribution donnée par la fMub (17) et M gelle définie
par les relations (10) et (11).

Démonstration. En vertu du Théoréme 2 il existe une et une
seule fonction v(2) qui est harmonique & I'intérieur du domaine Q et vé-
rifie les conditions: v(z,) = v, et

(35) lm fp(zg)ﬁds, = B[p] pour chaque p eDp(X, +).
00 zo aﬂz (4 .

Soit .
(36) w(2) = u(2)+iv(2) lorsque =zef2
ou %(2) est la conjuguée harmonique de v telle que %(z)) = u,. Il est
évident que la fonction w(z) est 1'unique fonction analytique dans le
domaine 2 qui vérifie les conditions (30) et (31).

Remarquons qu’en vertu du Théoréme 2 on a en outre:

(37) v(z) = H[loglz—|]+% lorsque zeQ2
et de plus

(38) El}ol fp(zq)v(z,)dsz, = K[p] pour chaque p eD,;.(Z‘, +).
Zy .

D’autre part il découle de la définition de la fonction wu(2) que:
'u(zO) = uo et

. on .
liil(’l‘-fp(z’p)-a—s—dsz, = B[p] powr chaque p eDn(Z, +).
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En vertu du Théoréme 3 la fonction u(2) admet la représentation:

(39) u(g) = G[%]oglz——t|]+o. lorsque zef2
L
et le Théoréme 1 elitraine les relations suivantes:
(40) lim [ p(a)u(z)ds: =Fpl+o [p(z)ds.
>0 Zp P
pour chaque p € Dpy(X, +),

(41)  lm f %) 2, a“(z") dsz, = M[p] pour chaque P € Dmpa(Z, +).

La relation (32) résulte immédiatement des relations (36), (37) et (39).
Les relations (36), (38) et (40) entrainent 1’asgertion (33), tandis que (34)
résulte de (36), (35) et (41). Le Théoréme 5 se trouve ainsi compldte-
ment démontré.

THEOREME 6. Soit X une courbe simple fermée de classe O™ (m = 0),
2pe 2 et F e Dp(ZX). Soit enfin u, une valeur réelle quelconque.

Sous ces hypothéses il ewiste ume et ume seule fonction w(z) qui est
analytique a Vintériewr du domaine £ et vérifie les conditions suivantes:

(42) R[w(2)] = %,
(43) tim f P (2) L[ (2,)] dss, = F[p]

pour chaqué fonction p eD,,. 2, +).
8i Z est ume courbe de classe O™, la fonction w(z) peut éfre mise
sous la forme:

= H[log|z—{|]+ k+1G [%—10g|z— C|] lorsque ze¢Q,
. :

o la distribution G est domné par la formule (8), la distribution H est dé-
finie par (12) avec B[q]= F'[4] et la constante k est donnée par (14).

Démonstration. Le Théoréme 1 entraine la premiére partie du
Théoréme 6 et la relation:
(44) I[w(z)]=6& [;n— logls— C[] lorsque zeQ.
¢

En vertu des Remarques 2 et 3 on déduit de la relation (43) que

. 0 0| __ ot
lim f 9(20) 55 1[w (%)1dss, = —F [5] = F'lq] = Bl4]
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pour chaque fonction ¢e Dmyi(Z, +) et vu les relations de Cauchy-
Riemann, on obtient de suite

]
(46) 101_1.:;1 fq(za)%R[w(zo)]dsg,_,= Blg] pour chaque ¢eDmy(Z,+).
e

Il résulte du Théoréme 2 et des relations (42) et (45) que
(46) R[w(#)] = H[logle—[]+ % lorsque =zeQ.

En rapprochant les relations (44) et (46) on achéve la démonstration
du Théoréme 6.
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