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Sur une inégalité différentielle a Pargument retardé
par K. ZiMA (Katowice)

Soit I’équation différentielle de la forme

(1) ¥t =[Flyt—s)ar(t,s)+f(t), te[4,B), B< 4oo.

Pour t << A on a y(t) =¢(t) {{2], p- 53).
Sur I’équation (1) nous faisons les hypothéses suivantes:
(a) F(z) est une fonction définie et nondécroissante pour
2 € (—o0, 4 00).
(b) r(t,8) est une fonction définie dans l’ensemble 0 < &8 < oo,
A <t < B et nondécroissante par rapport 4 s pour chaque te[A4, B).
(e) f(¢t) est une fonction définie dans l’intervalle [4, B).
Moyennant ces hypothéses nous allons démontrer le théoreme suivant:

THEOREME I. Si la fonction z(1) est différentiable et satisfait aux con-
ditions suivantes

() 2(t) = @(t) pour t<A
(B) 2(t) > [ Flat—s)dr(t,s)+(t) pour te[4,B),
0
alors y(t) < z(t) pour te(A, B), ou y(t) est une solution de 'équation (1)

avec la fonction initiale ¢(t).
Démonstration. Des hypothéses (z), (a), (b), () résulte Pinégalité

2(A) > [ Fle(A—s))dr(4, s)+(A)

> [ Flp(A—s)dr(4,s)+f(4) =y'(4).

Nous avons done
(i) 2'(4) >y'(4),
(i) 2(4) > p(4) =y(4).
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De P’inégalité (i) et (ii) résulte l’existence d’un intervalle (4, 7) tel que
2(t) > y(t) si te(A, 7). Soit 7, la plus grande des valeurs de ¢ pour les-
quelles l’inégalité 2(t) > y(f) a lieu, si te(A,7,). Pour le point 7, nous
obtenons les relations

3 z(to) = ¥y(7o),

(1) 2'(7) < Y'(7q) -

D’autre part, en vertu de 1’hypothése () nous obtenons

2(t0) > [ Fla(ro—$)) dr(ry, 8)+7 (o)

> [ Fy(ro— 8))dr(zo, 8) + (7o) = ¥'(zo) -

Ainsi 2'(7y) > ¥'(1,), en contradiction avec I'inégalité (jj). Point 7, ne peut
donc pas appartenir & l'intervalle (A, B), ce qui démontre le théoréme I.

THEOREME II. 8i dans le théoréme I mous remplagons les hypothéses
(x), (B) par les suivantes '

(«) 2(1) <e@(t) pour t<A,

(B) 2(t) < [ Fle(t—s))dr(t,s)+f(t) pour te[A,B),
0

on peut démontrer d’une maniére analogue que dans Dintervalle (4, B)
on a Uinégalité z(t) < y(t).

Application des théorémes I et 11 a ’évaluation des inté-
grales des équations correspondantes. Nous admettons pour
Péquation (1) les mémes hypotheses (a), (b), (¢) que dans les théorémes I
et II et de plus, nous admettons

(d) fd'r(t, 8) est convergente pour chaque te[4, B),
0

(e) supp(t) =K < +oo.
Comparons a P’équation (1) 1’équation différentielle sans argument
retardé

(2) 2 =|F)|-M®)+[f)]+e,
ou M(t) = f dr(t, s), ¢ > 0 arbitraire. En nous appuyant sur ces hypo-
0

théses nous allons démontrer le théoréeme suivante:

THEOREME III. 87 z(t) est pour t € [A, B) une intégrale de I’équation (2)
avec la condition initiale z(A) > K et z2(t) = 2(A) quand t < 4, et si, de
plus, y(t) est une intégrale de Véquation (1) dans Uintervalle [A, B) pour
la fonction initiale @(t), alors pour te (A, B) on a Uinégalité y(l) < z(t).
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Démonstration. Il résulte de la définition de la fonetion M (t)
et de I’hypothése (b) que M (¢) > 0. Donc chaque intégrale de I’équa-
tion (2) est une fonction nondécroissante. En vertu de ce fait et des
hypotheses (a), (b) nous obtenons

00

[ Fleit—s)art, ) +1(t) < [ Fla)drt, s)+ 1)

0

<|FP(z)|- MO +i)+e =2(1).

La fonction z(t) satisfait donc & l’inégalité (a) et (B). Les hypotheéses
du théoréme I sont donec vérifiées; pour t e (4, B) on a done l’inégalité
y(t) < z(t), ce qu’il fallait démontrer.

THEOREME IV. Si dans le théoréme III on remplage Uhypothése (e)
par Uhypothése (e) info(t) = k, alors dans Dintervalle (A, B) on a Dinégalité
z2(t) < y(t), ou z(t) est une intégrale de I'équation

F=—|FE)|-MO)—|f@)]—e, 2(4)<k
et  z(t) =z(t) pour t< A,

el y(t) est une intégrale de Uéquation (1) avec la fonction initiale ¢(1).

ExXEMPLE. Si ’on pose F(z2) =z, ’équation (1) prendra la forme

(1%) y(t) = [ y(t—s)dr(t, s)+1(4).
0

Si, de plus, la fonction initiale ¢ (t) satisfait & la condition sup|e(t)| = K > 0
alors, en vertu des théoremes III et IV, pour l’intégrale y(¢) de ’équation
(1*) nous aurons 1’évaluation

2(t) <y(t) <a(t) pour te(4,B),

ou z(t) est une intégrale de 1’équation 2z’ = M (t)-z2—|f(t)|—¢ avec la con-
dition initiale 2;,(A) = — K, et z,(t) est une intégrale de ’équation 2’ = M (t)2
+7(t)+¢, avec la condition z,(A) = K.

Apreés avoir effectivement déterminé la fonction z,(t) et 2,(f), et passé
4 la limite avec & nous obtenons l'inégalité suivante

t 1 s
ly ()| <exp[ﬁf M(s)ds]°{Af |f(s)|-exp[—if M(v)dx|ds +-K]} .

L’évaluation donnée ici été démontrée d’une autre manieére par A. D.
Myszkis ([2], page 55).
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Généralisation des théorémes I-IV aux systémes d’inéga-
lités différentielles. Considérons le systéme d’équations différentielles
de la forme

(10) y;(t) szv(yl(t—' 8)7 sty yﬂ(t— 3)) d'rv(ty 8) +fv(t)7 te [A’ B) ’
0
(l/-(t)‘—“Pv(t) POUI' tQA, 1’21,2, ...,n.

Pour le systéme (1°) nous admettons les hypothéses suivantes
(a°) Fy(ty, ..., un) est une fonction définie pour —oo < u, < + oo,
v =1,2,...,n, et nondécroissante par rapport a u, pour » =1, 2, ..., n.
(b°) 7,(t,8) est une fonction définie pour s e[0, + o) et te[A, B)
et nondécroissante par rapport a s pour te[A, B).
(c®) f,(t) est une fonction définie pour te[4d,B), » =1,2,..,n.
Moyennant ces hypothéses nous allons démontrer le théoreme suivant:
THEOREME I°. Soient z(t), » =1, 2, ..., n, des fonctions définies dans
DVintervalle (— oo, B) différentiables dans Dintervalle [A, B) et satisfaisant
aux condilions sutvantes

(«°) () =@ft) powr t<A, v=1,2,..,7n,

(Bo) z:'(t) >fF,(zl(t—s), see zn(t_s)) dT..(t, 3) +fv(t) ’ le [A7 B) ’
’ y=1,2,..,n.

Alors dans Vintervalle (A, B) mnous avons les inégalités z,(t) > y,(t),
y=1,2,..,m, ow {y,(t), Ys(l), ..., Yn(t)} est une intégrale du systéme (1°)
avec les functions initiales @,(), @s(1), ..., @a(t).

Démonstration. Des hypothéses (a°), (b°), («°) résulte que pour
chaque » =1,2,...,n, on a

4A) > [ Fp(A—8), ., palA—38))dr(4, 8)+1,(4) =yl(4), c.a.d.,
.0

(i 2(A4) >y (A) pour v=1,2,..,n,

(ii®) WA) Ze(d) =y(d), »v=1,2,..,n.

Il résulte de P’inégalité (i) et (ii®) qu’il existe des nombres z,,» = 1, 2, ..., u,

tels que pour chaque » on a ’inégalité z,(t) > y,(t) lorsque ¢t € (4, 1,).
Soit 7y la borne supérieure des valeurs de ¢, pour lesquelles 1'inégalité

2,(t) > u,(t) est verifiée, si ¢ e (4, 7)). Soit de plus 79 = min (], 73, ..., Ta).

Nous allons montrer que 7, n’appartient pas & I'intervalle (4, B). Il est

évident que le point 7, satisfait aux relations

(i°) 2(10) = Yo(Ta) ,

(i°) Z(te) < yulwe) -
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D’autre part, en vertu de I’hypothése (8°) nous obtenons
252) > [ Folar(t—8), s 2altS — 8) dro(a, 8) + fol22)
0

= f Fa(@/l("g —8); wrey YnlTo —3))dr(7gy 8) + folta) = ¥a(7a)

c.a.d.
2o(Ts) > YolTa) -

L’inégalité obtenue est en contradiction avec 'inégalité (jj°) se qui prouve
que le point 7, n’appartient pas 3 l'intervalle (4, B).

Donc, dans tout lintervalle (4, B) on a Pinégalité z,(t) > v.(2),
y=1,2,..,n.

On démontre d’'une maniére analogue le théoréeme suivant:

THEOREME II°. Nous admettons sans modifications les hypothéses (a°),
(b°), (c®) du théoréme 1° et dans les hypothéses (o°) et (B°) nous changeons
dans le sens des inégalités, c’est-a-dire

(x°) a(t) <elt), t<4, v=1,2,..,n,
(8% A(t) < [ Fa(t—s), .., za(t—8))dnit, 8)+1(1), te[4,B).

Alors on a pour te (A, B) Vinégalité z,(t) < y(t), » =1,2, ..., n.

Evaluation des intégrales du systéme (1°) par une inté-
grale du systéme correspondant d’équations différentielles
ordinaires. On peut associer univoquement au systéme (1°) le systéme
suivant sans argument retardé

(20) u; = i{va(ula-'°9u")|'Mv(t)+lfv(.t)|+€v}’ 4 =1921 ey My

ou M,(t) = f dr,(t, s) et & > 0 est d’ailleurs arbitraire. Nous allons for-
0
muler le theoreme suivant:

THEOREME III° (IV®). 8%l existe dans Uintervalle [A, B) une solution
{u,(t),y ...y un(t)} du systéme (2°) avee la condition initiale u,(A) > supe,(t)
(u4) < info,(t)) pour v =1,2,..,n, alors dans Vintervalle (4, B) on
a Dinégalité

uy(t) > y(t) (uv(t) < yr(t)) v=1,2,..,mn,
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o {yy(t), ys(t), ..., Ya(t)} est une solution du systéme (1°) avec les fonctions
initiales @, (1), ..., pa(l).

Le démonstration du théoréme III® (IV°) est analogue & celle du
théoreme III (IV).
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