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Pour un systéme d’équations différentielles ordinaires ou ce qui
revient au méme pour une équation différentielle vectorielle

(0.1) X =1, X)

dans 1’espace euclidien a4 un nombre fini de dimensions le probléme
d’existence et d’unicité d’une solution X (t) = (xy(?), ..., 24(?)) admettant

une valeur donnée X, = (a7, ..., y) en un point donné t, (probléme de
Cauchy) a trouvé au cours de quelques derniéres dizaines d’années une
résolution & peu prés compléte. Cependant la généralisation la plus immé-
diate du probléme de Cauchy connue sous le nom du probléme linéaire
général, et qui consiste a chercher une solution X (f) = (:cl(t), veey Zn(t))
de ’équation (0.1) satisfaisant & un systéme d’équations linéaires

n

(0.2) 2 @i %i(t;) iy F=1,.,mn,

et pour laquelle les questions d’existence et d’unicité différent qualita-
tivement des mémes questions posées pour le probléme initial, reste
toujours bien loin d’étre résolue de facon satisfaisante (voir par exemple
le travail récent de R. Conti [6]). La situation est bien plus grave par
ce que du point de vue d’applications ¢’est le probléme linéaire et surtout
quelques-uns de ses cas particuliers qui s’avérent beaucoup plus impor-
tants que le probléme de Cauchy. Il suffit de mentionner les problémes
aux limites pour les équations différentielles du second ordre posés par
le calcul des variations, la physique mathématique et la technique.
Pour ’équation différentielle d’ordre n

(0.3) ™ = f(t, @, 2, ..., 2®D)

un cas particulier du probléme linéaire général a été traité déja vers
la fin du siécle passé par O. Nicoletti [17]. Dans le probléme de Nicoletti
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qu’on appelle aussi probléme d’interpolation (M. Biernacki [3] et J. Mi-
kusinski [16]) on cherche une solution z(t) de ’équation (0.3) admettant
en n points donnés ¢, ..., {, des valeurs données r,, ..., 7, ce qui réduit
le systéme d’équations linéaires (0.2) au systéme suivant

(0.4) () =71, .y Xa)=rn, a<li<..<tl<b.

Par la méthode des approximations successives Nicoletti a démontré
Pexistence d’une solution au moins de ce probléeme pour les seconds
membres de 1’équation (0.3) lipschitziens et pour des intervalles (a, b)
suffisamment petits. Ce probléme d’existence a été repris vers 1930 de
fagon plus moderne par R. Caccioppoli [4] qui dans ses considérations
utilisait des méthodes (le principe du point invariant des transforma-
tions continues) plus fines que la vieille bonne méthode de Picard. Plus
tard, en suivant la voie indiquée par Caccioppoli, S. Cinquini [5], G. Zwir-
ner [23], [24] et d’autres ont considérablement complété ses résultats.
D’autres résultats complémentaires ont été récemment obtenus par
O. Arama [1], [2], C. Foiag, G. Gussi, V. Poenaru [7] et A. Levine [15].
M. Biernacki et J. Mikusinski dans les travaux cités ci-dessus s’occu-
paient d’un autre point de vue du méme probléme pour les équations
linéaires.

La question de I'unicité des solutions du probléme de Nicoletti pour
les équations linéaires a été posée en 1929 par Ch. de la Vallée Poussin [21]
(voir aussi G. Sansone [19], p. 183) de la facon suivante: étant donnée

une suite arbitraire de n nombres positifs L, ..., L,—;, on considére la
classe L d’équations linéaires
(0.5) 2™ = pp_y() 2™V 4 ... +po(t) 2 +p ()

a coefficients pg(t), ..., pn-1(t), p(t) continus dans l’intervalle <0, + oo)
et bornés

(0.6) |Po0) < Lyy  wory  [Paa(t)] < Ln—s

et on démande de déterminer la longueur maximale de l'intervalle <0, h)
tel que pour toute équation de classe L le probléme d’interpolation posé
pour un systéme arbitraire de n» points (i, 7), ..., (ts, 7») satisfaisant
a l'unique condition 0 <, < ... <ty < h admette au plus une solution.
Le probléme d’unicité ainsi posé a été résolu de fagon définitive pour
les équations linéaires du second ordre et de maniére partielle pour les
équations d’ordre supérieur. Dans le méme travail de la Vallée Poussin
a étendu ces résultats aux équations non-linéaires en démontrant que
les évaluations de la longueur h qu’il a trouvées pour le probléme (0.5)
et (0.6) restent valables pour les équations (0.3) & second membre
f(t, 24y ..y @p—y) lipschitzien en 2, ..., 2,—; avec les constantes Ly, ..., L, ;.

Le travail de Ch. de la Vallée Poussin a depuis servi de modéle
et du point de départ de toutes les considérations ultérieures concernant



Lezistence et Vumicité des solutions du probléme d’interpolation 255

Punicité du probléme de Nicoletti. Ses évaluations ont été améliorées
de diverses maniéres par A. Levine [13], [14] (pour les équations d’ordre
arbitraire), S. Zaidman [22] (pour les équations linéaires d’une forme
particuliére d’ordre arbitraire), A. Lasota [10] (pour les équations du
troisiéme ordre) et d’autres. Pour les équations du second ordre, pour
lesquelles les évaluations de de la Vallée Poussin sont les meilleures pos-
sibles mais assez compliquées, on en a trouvé des plus simples bien que
moins précises (Ph. Hartman, A. Wintner [8], Z. Opial [18]).

Dans la présente note nous nous proposons de montrer comment,
pour le probléme de Nicoletti, les questions de 1’existence et de 1'unicité,
envisagées jusqu’a présent séparément, se relient 1’'une & I’autre. Nos
premiers résultats sur ce sujet ont été déja exposés d’une fagon un peu
différente dans [12]. La présente note se compose de trois parties. Dans
la premiére on énonce et on démontre le théoréme général d’existence
de solutions du probléme d’interpolation (théoréme 1), ainsi qu’un théo-
réme concernant 1’'unicité (théoréme 2). Dans la seconde on en tire quel-
ques conséquences immédiates (théorémes 3-7) et dans la troisiéme on
y ajoute quelques remarques complémentaires (théoréme 8).

Dans c¢e qui suit nous nous bornons & envisager les équations (0.3) aux
seconds membres continus et les équations linéaires & coefficients con-
tinus, mais cette restriction n’a rien d’essentiel. Une extension de nos
résultats aux équations plus générales et aux problémes plus généraux
que celui de Nicoletti est bien possible — voir & ce sujet A. Lasota [11].

1. Théorémes généraux

1. Nous admettons une fois pour toutes que la fonction f(t, x,, ...,
<y Zn-1), le second membre de 1’équation différentielle (0.3), est définie
et continue dans 1’ensemble

D:a<t<b, —oco< @< +00y e..y —00<Tpy < 400,

Dans le probléme d’interpolation (0.3), (0.4) que nous allons considérer
les points 2, ...,1, de Vintervalle {a, b) sont supposés distinets et fixes.
Les nombres 7y, ..., ¥, sont arbitraires.

A ¢oté de I’équation (0.3) nous allons envisager les équations linéaires
homogénes

(1.1) 20 = pp_1(t)2®) 4 .+ po(t)a
a coefficients continus dans l’intervalle <a, b). Il est évident que pour

toute équation linéaire homogéne (1.1) le probléme d’interpolation
homogeéne

(1.2) z(t) =...=z(th) =0
admet la solution z(t) = 0.
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THEOREME 1. Supposons que la fonction f(t,xy, ..., Tn_1) Satisfasse
dans Vensemble D & Vinégalité
n—1

(1.3) ]f(t’ Loy -y wn—l)l < M+ 2 —Pi(t)lmil
i=0

o M est une constante non-négative et Py(t), ..., P,_,(t) sont des fonctions
continues, non-négatives dans Uintervalle {(a, b)>. 8l existe un ¢ positif

tel que pour toute équation (1.1) & coefficients continus satisfaisant aux
inégalités

(1.4) |2:() < Pft)+e, a<t<b; 1=0,..,0—1,

le probleme homogéne (1.2) n’a que la solution x(t) = 0, le probléme d’inter-
polation (0.3), (0.4) admet au moins une solution définie dans tout Dinter-
valle <a, b).

2. Avant de passer a la démonstration du théoréme 1 nous allons
démontrer le lemme suivant:

LeMME 1. Soit R un mombre positif arbitraire. Dans les hypothéses
du théoréme 1 pour toute équation linéaire non homogeéne (0.5) & coefficients
contif‘n,us dans Vintervalle {a,b) et y satisfaisant aux inégalités

(1.5)  [pt)| < Pi(t), |p(t)| <R, a<t<b;i=0,..,0—1,

le probléme d'interpolation (0.4) admet une et seulement une solution. Toutes
ces solutions sont bornées en leur ensemble au sens de la norme

n
(1.6) e Ol = 2, max|a(t)].
i=0 <G,
Démonstration. Soit

z(t) = Cigy(t) + ... +Cren(l) +9(?)

la solution générale de l’équation (0.5); les fonetions ¢,(?), ..., pa(t) for-
ment un systéme fondamental de solutions de I’équation homogene asso-
ciée. Les fonctions py(t), ..., pn-1(t) qui satisfont, d’aprés I’hypothése, aux
inégalités (1.5), satisfont 4 plus forte raison aux inégalités (1.4). Donc,
pour ’équation homogéne (1.1) associée & (0.5) le probleme homogeéne (1.2)
n’admet que la solution identiquement nulle. Cela veut dire que le sys-
téme d’équations linéaires

Cipi(ts) + ... +Caqnl(t;) =0, i=1,..,n,

n’admet que la solution C; = ... = C, = 0. Le déterminant de ce systéeme
est donc différent de zéro et, par conséquent, le systéme d’équations

Cipi(ts) + ... +Crpa(ty) +o(8) = 74, t=1,..,n,

a une et seulement une solution quels que soient les nombres 7y, ..., 75.
La premiére partie du lemme se trouve ainsi démontrée.
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Soit w(t) le polynéme d’interpolation du degré au plus égal & n—1

tel que l'on ait w(t;)=1r (¢ =1,...,n). Le changement de variables
y=2z—w(l)

a chaque solution x(f) du probléme (0.5), (0.4) fait correspondre une
solution y(¢) de 1’équation

(1.7) Y™ = Pra(B) Y™ 4 ...+ po(D)y + ¢ (1)
telle que
(1.8) Yy(t) = ... =y(ty) = 0.

On a la formule
(1) = Pr-1()w®D(t) + ... + po(t)w (t) +p (1)
et, par conséquent, I’évaluation suivante

n—1

lg(8)] < R—E—Z max (P;(t)| w(2) (t)]) &

=0 f{a,b>

Le polynome w(t) et, par suite, la constante ¢, ne dépend pas des coeffi-
cients py(t), ..., Pn-1(t), p(t). I1 nous suffit donc de démontrer que pour
toute équation (1.7) & coefficients continus satisfaisant aux inégalités

(1.9)  Ip|<Pdt), la®)<Q, a<t<b;i=0,..,n-1,

les solutions du probléme homogéne (1.8) sont toutes bornées au sens
de la norme admise. A priori deux cas sont possibles.

1° Il existe un entier positif ¥ tel que pour toute solution y(f) de
Péquation (1.7) satisfaisant aux conditions (1.8) on ait en un point ¢, de
Pintervalle <a, b):

n—1
(1.10) D 199t)| <.
t=0

2° Quel que soit D’entier k, il existe une équation (1.7) aux coeffi-
cients continus satisfaisant aux inégalités (1.9) pour laquelle le pro-
bleme (1.8) admet une solution y.(t) telle que

(L.11) INTZOEY

dans tout lintervalle <a, b).

Si c’est le cas 1° qui a lieu, de 1’équation (1.7) il résulte d’abord
Pinégalité

(1.12) ZWD <Q+K D |y



258 A. Lasota et Z. Opial

ou
K = maxmax (Py(1)+1) .
i <La,b)

Puis, en vertu des évaluations bien connues de E. Kamke ([9], p. 151)
-de (1.10) et (1.12) il vient

n—1 .

D |y9(0)] < (k+Q)exp K (b—a)

i=0
et enfin, en revenant 4 (1.12), on en tire une borne supérieure pour la

somme
n

Dy

=0

et la démonstration de la seconde partie du lemme est ainsi achevée.
Le cas 2° est impossible. En effet, posons

(1.13) a(m):{wllwl pour |z[>1,

T pour |zl <1
et choisissons & suffisamment grand pour que l'on ait @ < ¢(k—»n). Pour

k aingi choisi la fonction #,(t) satisfait & une équation de la forme (1.7)
qui peut s’écrire comme suit

n—1
(1.14) ¥ = D) (pilt) + &) ¥ (1)
1=0
ol on a posé
(%)
ed(t) = n_lqu)a(y" @ 0, met.
yé; a (y(?)(t)) y(ﬁ)(t)

Les fonctions &4t) sont continues (en vertu de 'inégalité (1.11) les fonc-
tions ¥(t), ..., y5*~"(1) ne peuvent pas s’annuler toutes en un point) et on

a de facon évidente

) <@/ (D 1v ()| —n) <@k—m) <5, a<i<b;i=0,..,n—1.

=0
Il en vient en raison de (1.9)
!pa(t)+8¢(t)l<P¢(t)+£, a<t<b; i=0,...,n—1.

La fonction y(f) est donc une solution d’une équation homogeéne (1.14)
4 coefficients satisfaisant aux inégalités (1.4). Par hypothése, ¥.(f) ne
peut satisfaire aux égalités (1.8) sans s’annuler identiquement dans l’inter-
valle {a,b). On obtient ainsi une contradiction avec I'inégalité (1.11).



L’existence et U'unicité des solutions du probléme d'interpolation 259

Le cas 2° est donc¢ impossible et le lemme 1 se trouve compléte-
ment démontré.

3. Démonstration du théoréme 1. La fonction f(¢, 74, -.., T,—1)
peut s’écrire dans la forme suivante

(L.15)  f(ty Zyy ey Tn1) = Zpi(ta Loy ooy Ta—1)Tt+q(ty Ty oooy Tn—1)
i=o

ou on a posé

Pilty @y ) = f(t, @y ) (M + D) Pi)asl) ™ Plt)a(z), i=0,..,n—1,

7=0

q(t, 2o,y ...) = f(t’ Toy )(M+ Z__:Pf(t)[a"ll)—l X

n—1
x (M + D) (Bl@)—alan) Ps(t)ay).

j=0
La fonction a(z) est définie par les formules (1.13) et g(z) est éga,l a +1
pour 2 > 0 et & —1 pour z < 0. L’égalité (1.15) est bien facile & vérifier
par un calcul. Il est aussi aisé de démontrer que les fonctions p¢(t, z,, ...)
(t=0,..,n—1) et q(¢, z,, ...) sont continues dans ’ensemble D et qu’elles
y satisfont aux inégalités

(116)  [pult, @y )| < Pi(t),  q(t, @, )| < M+ Z mazx Py(t),
i=0 (@
1=0,..,n—-1.
Dans Despace C" '(a,b) de fonctions x(¢) m—1 fois contintiment
différentiables dans 'intervalle (a, b>, muni de la norme lla:(t)"n 1 (cf. la
formule (1.6)), nous envisageons ’application

T: ¢"'(a, b)>C"a,b)

qui & chaque fonction z(t) e C" '(a, b) fait correspondre la solution z(t)
de I’équation linéaire

n—1

& = D pilt, 0(1), ..., &B=(1)) 29 +q(t, B(2), ..., 2n=D(1))
=0

satisfaisant aux conditions
Z(tl) == 7'1, veey Z(tn) = 7’1. .

Des inégalités (1.16) et du lemme 1 il résulte immédiatement que
Papplication T est définie dans tout I’espace C" *(a, b) et qu’elle applique
cet espace en un ensemble borné de ’espace C"(a, b), ¢’est-a-dire en un
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ensemble relativement compact dans Pespace C" '(a,b). En plus, de
Pidentité (1.15) il vient que tout point invariant de cette application
est une solution du probleme d’interpolation (0.3), (0.4). Done, pour
achever la démonstration du théoreme il suffit de faire recours au théo-
réeme bien connu de J. Schauder [20] et vérifier que 'application T est
continue dans lespace C" '(a, b).

Soit {xx(t)} (k= 0,1, ...) une suite arbitraire d’éléments de ’espace
C" Y(a, b) telle que

lim «’(t) = 2(t), i=0,..,n—1,

k—o0

uniformément dans 'intervalle {a, b)>. Soit 2;(t) = Ta(t) (k=0,1,...). On a

20) = ) pilty @lt), ) #) +alt, o), ), k=0,1,...,
i—0

d’ou il vient

n—1

d(t)—20(t) = X palt, (), ) (@O —0) Fealt), k=1,2,...,
i—o
ou
n—’l
a(t) = 2, (Befty ault), ) —pelt, @(t), ...} 267(t) +

-
(=]

+ q(t, o), -..) — q(t, 2o(2), -..)
et de fagon évidente
(1.17) lim &(t) =0
k-»00
uniformément dans lintervalle {a, b).

Si pour un indice k la fonetion e4(f) s’annule identiquement dans
Pintervalle <(a, b), il en est de méme de la fonction z,(t) —2,(t) car dans
ce cas c’est la solution d’une équation homogeéne a coefficients satis-
faisant aux inégalités (1.4) et s’annulant aux points ¢,, ..., tx. Si &(t)s£0,
la fonction auxiliaire

u(t) = (2i(t) — 24(t )/mait]sk )N, k=1,2,..,

est une solution de ’équation linéaire

u® = 3 pi(t, @lt), ...) u® 4 ei(t)/max |ex(t)]

{e=0 {a,b)

a coefficients satisfaisant aux inégalités

)y )| < Pu(t), \e,,(t)/zga,b§|ek(t)|\ <1, i=0,..,n—1.
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En vertu du lemme 1 les normes ||ux(?)||» sont bornées dans leur ensemble.
Done, en raison de (1.17) on a

Hm ||2(2) — 2p(t)]ln = lim max | ex(t)] [|#x(t)|l» = O .
k—o0 k—oo {a,b>

L’application T est donc continue et le théoréme 1 se trouve ainsi dé-
montré.

4. Supposons que le second membre de 1’équation (0.3), la fonction
f(ty @y, ...y @n_1), satisfasse dans I’ensemble D i la condition de Lipschitz

n—1

(118)  [F(ty @, ooy Taca) =1 (s Ty ooy Taca)| < D) Pa(t)|f — 1)

1=0

a coefficients Py(t), ..., P,—i(t) continus et non-négatifs dans l’intervalle
{a, b>. Il en résulte que la fonection f(t, x,, ..., ¥,—1) remplit Pinégalité (1.3)
car on a de facon évidente

| (ty Ty oeey wn~1)l <l|f(@,0,.., 0)' +|f(ty Zoy eny Ta1)—f(t, 0, ..., 0)]

n—1
< max [f(t, 0, ey O+ D) Py(t)| 24| -
a,

1=0

Done, a une équation dont le second membre est lipschitzien au sens
de l'inégalité (1.18) on peut appliquer le théoréme 1. Mais nous allons
montrer que pour de telles équations on peut démontrer bien d’avantage:
non seulement l’existence, mais aussi I'unicité de solutions du probléme
d’interpolation envisagé. On a notamment le théoréme suivant:

THEOREME 2. St la fonction f(t, zy, ..., Xn_y) satisfait dans 'ensem-
ble D & la condition de Lipschitz (1.18) et s'il existe un & positif tel que pour
toule équation (1.1) a coefficients continus remplissant les inégalités (1.4)
le probléme homogéne (1.2) n’a que la solution identiquement nulle, le pro-

bléme d’interpolation (0.3), (0.4) admet une et seulement une solution définie
dans Vintervalle <{a, b).

Démonstration. Comme nous avons déja remarqué dans les hypo-
théses du théoréme 2 l’existence d’une solution au mcins du probléme
d’interpolation (0.3), (0.4) résulte immédiatement du théoréme 1. C’est
seulement 1’unicité de cette solution qui reste 4 démontrer.

Soient z,(t), x,() deux solutions de 1’équation (0.3) satisfaisant aux
conditions (0.4). Pour u (1) = x,(t)— z,(¢) de I'inégalité de Lipschitz (1.18)
on tire P'inégalité

n—1

(1.19) um(t)| < ) Pa(t)|ud(t)] .

=0

-,
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En plus, on a
u(ty) = ... =u(ty) = 0.

Posons w(t) = ku(t) (k =1,2,...). En multipliant par % les deux mem-
bres de I'inégalité (1.19) on en tire la suite d’inégalités

(1.20) uP()] < Z Pi)|ud)|, k=1,2,..

1=0

11 est facile de vérifier que la dérivée i (t) peut s’écrire sous la forme
suivante

(1.21) u(t) = 2 pi(t)u() +q(2)
avec
P ()
pi(t) = n‘—(f) a(uk (t)) w(t), =0, vy —1,
1+ g Py(t)|ui (1))
et

q(t) _ n_fl’gc")(t) (1+2 ( ( (7) ) ug)(t)))uﬁ)(t)) .

1+ Y Pyt -

7=0

Dans ces formules la fonction a(x) est définie par (1.13) et f(z) = sgnz.
I1 est aisé de vérifier qu’en vertu de (1.20) on a les inégalités

[pe(t)] < Pu(t), ]q(t)|<1+2P¢(t), i=0,..,n—1.

Du lemme 1, de (1.21) et des conditions ux(?,) = ... = ux(ls) = 0 il résulte
qu’il existe une constante N telle que

n

D <N, k=1,2,..,

=0
c’est-a-dire
n
Dud)| <Nk, k=1,2,..,
=0
d’ou il vient immédiatement que la fonction u(t) est identiquement nulle
dans l'intervalle <{a, b).

5. Il est & remarquer que la démonstration de I'unicité de solutions
du probléme d’interpolation que nous venons d’exposer dans le n° pré-
cédent se raméne i la démonstration du lemme suivant qui n’est pas
sans intérét pour lui-méme:
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LEMME 2. Soit x(t) une fonction de classe C" dans Vintervalle {a,b>
salésfassant aux conditions z(1) = .. =x(ls) =0 (a <t < .. <1y <Db)
et a Dinégalité différentielle linéaire d’ordre n

n—1

lam(t)] < D Pu(t)|a(1)|

=0

@ coefficients Py(t), ..., Pn_1(t) continus et non-négatifs. 8’il existe un e po-
setif tel que pour toute équation linéaire (1.1) dont les coefficients satisfont
aux inégalités (1.4) le probléme homogénme (1.2) n’ait gque la solution identi-
quement nulle, la fonction =z(t) s’annule identiquement dans tout Vinter-
valle {a,b).

2. Applications

1. Dans I’énoncé du théoréme 1 le systéme de points ¢, ...,¢, de
Yintervalle <a, b) est supposé fixé a 1’avance. Il en est de méme du sys-
téme de fonctions Pyt), ..., P,_1(t). Par contre, le systéme de valeurs
1y --.» a que la solution cherchée de P’équation (0.3) doit prendre aux
points t,,...,%, a da étre fixé dans la démonstration du théoréme (la
borne supérieure des normes des solutions envisagées dans le lemme 1
dépend de facon essentielle des nombres 7,, ..., 7;), mais non pas dans
son énoncé. Autrement dit, les points t,,...,%¢, étant fixés de maniére
3 satisfaire aux hypothéses du théoréme, les valeurs r,, ..., 7, peuvent
varier de facon tout & fait arbitraire et, par conséquent, le théoréme 1
assure l’existence d’une solution au moins non pas pour un probléme
d’interpolation fixé, mais pour toute une variété 4 n» paramétres r,, ..., ra.
de tels problémes.

Par contre, les fonctions Py?), ..., P,—,(t) étant données, la condi-
tion imposée aux points ?,, ..., ¢, de remplir les hypothéses du théoréme 1
restreint considérablement le choix de ces points dans Pintervalle <a, b).
On sait qu’un tel choix est toujours possible et méme de l’infini de ma-
niéres: tout systéme de points ¢, < t, < ... < 1, < i, remplit cefte con-
dition pourvu que la longueur de l’intervalle (¢;,1%,) soit suffisamment
petite (ceci résulte immédiatement des évaluations de de la Vallée
Poussin [21]; cf. aussi ci-dessous, théoréme 3). Mais en dehors de cette
situation simple la question du choix admissible des points ¢, ..., t, de-
vient extrémement délicate. Il suffit de dire que toutes les solutions con-
nues de cette question sont d’une méme forme, & savoir donnent des
évaluations de la longueur des intervalles dans lesquels les points %,, ..., ts.
peuvent varier de fagcon arbifraire et ne concernent, 3 de rares excep-
tions pres, que le cas le plus simple ou toutes les fonctions Py(t), ..., Pr_1(t)
sont supposées constantes. Depuis le premier travail de de la Vallée.
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Poussin sur ce sujet, mentionné dans l'introduction, la question de 'uni-
cité du probléeme d’interpolation est toujours traitée de fagon qui laisse
de c6té I'importante question du rdle que jouent dans ce probléme les
distances mutuelles des points t,, ..., {,, leur répartition etc.

C’est pour cette raison que toutes les applications du théoréme 1
qu’on va exposer ici auront la méme forme: on va prendre 1’une aprés
Pautre les conditions d’unicité connues qui déterminent, en fonction des
Py(t)y .oy Pp_1(t) (supposées constantes pour la plupart de cas), la lon-
gueur h de lintervalle dans lequel les points %, ...,{, peuvent varier
arbitrairement et on va reformuler le théoréme 1 en y remplacant 1’hypo-
thése de l'unicité de la solution identiquement nulle du probléme homeo-
géne par ’hypothése que la longueur de l’intervalle {(a,b) ne surpasse
pas h.

2. En améliorant les résultats antérieurs de de la Vallée Poussin [21],
A. Levine [13], [14] a démontré que pour 1’équation différentielle linéaire
homogéne (1.1) & coefficients continus dans ’intervalle <a, b) toute solu-
tion du probléme d’interpolation homogéne (1.2) s’annule identiquement
pourvu que ’on ait ou bien ’inégalité
n—1

Ak _1yn1
E (0 k,a') max [pp-i(t)| + (n—1)" (b—a)"max |po(t)| <1,
. > <a,b)

n*n!
k=1 (a,b

ou bien l’'inégalité
n k
Z (]z)—a) a max |p,_x(f)| <1.
k=1 2%k [%1] ![E] | @b

En rapprochant ce résultat de Levine aux théorémes 1 et 2 on en tire
immédiatement le théoréme suivant:

THEOREME 3. S¢ la fonction f(,xy, ..., Tn—1) satisfail dans Uensem-
ble D a Vinégalité

n—1
lj(t1w0’°--7$n—l)l<M+ Pt|mil
im0
ot les constantes non-négatives h = b—a, P, ..., P,_; satisfont a Vune
des imégalités

n—1
¥ n—1)""1_,
Tc_!P"_kJ'—(n_"vzl—h P°<1,

(2.1)
ke=1
(2.2) an . [k—_hk]:]'[k]YPn_k<1,

k=1 27k 3

30!



L’existence et Vunicité des solutions du probléme d'interpolation 265

pour toute suile de poinis (1,,7)), ..., (ta,7a) (@ <t < ... <t < b) le pro-
bleme d’interpolation (0.3), (0.4) admet au moins une solution définie dans
tout Dintervalle <{a,b).

Si la fonction f(l, @y, ..., T,—1) satisfait a la condition de Lipschitz

n—1
|F (8 @0y ooy @n1) —F (T, @y oevy Tp—1)| < 2 Piloi— i,
1=0

cetie solution est unique.

En effet, pour la démonstration on n’a qu’a poser dans le théoréme 1
Pyt) = Py (¢ =0, ..., n—1) et constater que les inégalités (2.1), (2.2) sub-
sistent lorsqu’on y remplace les constantes P,,..., P,_, par Py,+e, ...,
ciey Pn_1+€ (¢ >0) pourvu que ¢ soit suffisamment petit. La seconde
partie du théoréme résulte immédiatement du théoréme 2.

3. Dans certains cas une évaluation plus précise de la longueur de
lintervalle {(a,bd> dans lequel tout probléme d’interpolation admet au
moins une solution peut étre tirée du théoréme suivant:

THEOREME 4. St la fonction f(t, x,, ..., T,_1) satisfait dans Densem-
ble D a Vinégalité

|F(t, oy <rey Tn—s)| < M+ D) Py(t)|es]

1=0

avec les fonctions continues Py(t), ..., Pp_1(t) remplissant U'inégalité

n—1
N 1 -
(2.3) D= (k1) (b e p, (), <1
k=0

OU Qyyeery Gp_1y Pry vooy Pr—1 SONL des mombres positifs et

b 1/a
Ve t1/8e =1, 1POk=( [[POFE) , *=0,.,n-1,

a

pour toute suite de points (ty,71), ..) (tny7a) (@ < < ... <1y < D) le pro-
bléme d’interpolation (0.3), (0.4) admet au moins une solution définie dans
tout Uintervalle <{a, b).

De méme que dans la démonstration du théoréme précédent on
constate facilement qu’il est possible d’ajouter & chaque coefficient
Pyt), ..., P,_1(t) une constante positive ¢ sans changer 1’inégalité (2.3).
Cela étant, le théoréme 4 résulte du théoréme 1 et d’un théoréme de
A. Levine [13], qui assure l’unicité de solutions du probleme homo-
géne (1.2) pour toute équation homogeéne (1.1) dont les coefficients satis-
font a l'inégalité (2.3).
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Notons qu’une application immédiate du théoréme 2 donnerait, de
méme que dans le cas précédent, une condition suffisante de 1’unicité
de solutions du probléme d’interpolation (0.3), (0.4).

4. A une équation du troisiéme ordre
(2.4) 2" =f(t, 2,2, ")

s’appliquent de facon évidente les théorémes 3 et 4, mais outre cela on
a dans ce cas le théoréme suivant:

THEOREME 5. St la fonction [(t, xy, &, z,) définie et continue dans
Vensemble D: a<t<b, —oco<x4< 400 (¢t =0,1,2) satisfait dans cet
ensemble o Vinégalité

[f(y @oy @1y @)| < M +Po|ao| +Py |2, | + Py,
o les constantes h = b—a et Py, Py, P, sont telles que
(2.5) P,hj4 + P, k32 +Poh¥272 < 1,

pour toul systeme de trois points (t,, 1,), ({s, 72), (I3, 73) (@ < 1, < t, < 13, < b)
Déquation (2.4) admet dans Vintervalle {a,b> au moins une solutton x(i)
telle que x(t,) = 71y, ®(l). = 7y, (t;) = 75.

81 la fonction f(t, ,, ©,, 2,) satisfast dans D & la condition de Lipschitz
par rapport auzr vartables xz,, z,, T, avec les constantes P,, P, et P,, celle
solution est unique.

La démonstration de ce théoréme résulte immédiatement du théo-
réme 1 et du fait, démontré par A. Lasota [11], que pour toute équa-
tion linéaire homogéne du troisiéme ordre

x""" = pa(t)x' +pi(t)x" + polt) @

dont les coefficients p(t), p,(t), p.(t) sont continus dans l'intervalle {a, b)
et bornés par les constantes P,, P, P, satisfaisant & DI'inégalité (2.5),
toute solution qui s’annule trois fois dans l’intervalle <{a,b)> est identi-
quement nulle. La seconde partie du théoréme est une conséquence du
théoréme 2.

5. Passons enfin aux équations du second ordre. Pour une équation
linéaire homogéne
(2.6) z'" = p(t)z’ + po(t)w

& coefficients continus dans intervalle <{a, b)> posons

2m = max |p,(t)|, & = max |p,(t)|.
(a,b> {a,by

De la Vallée Poussin [21] a démontré que toute solution de 1’équation
(2.6) qui s’annule en deux points de l'intervalle {(a, b) est identiquement
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nulle pourvu que I'on ait

)
(2.7) b— a<2fu2+2mu+k
Dans le ecas ou m > 0 on peut remplacer dans cette inégalité le signe
de Yinégalité forte par celui de l’inégalité faible et 1’évaluation de la
longueur de lintervalle <{a,b) est la meilleure possible. Il en résulte
immédiatement le théoréme suivant:

THEOREME 6. S¢ la fonction f(t,x,,x,) continue dans Uensemble
a<t<bh —oo< < +o00, —o0< & < +o00, satisfait dans cet ensemble
a Dinégalité

11ty @y 21)| < M +E[@| +2m]|m, |
o les constantes m et k sont choisies de facon & satisfaire a Vinégalité (2.7),
pour tout couple de points (t,, 1), (L, 7)) (& < t, < t, < b) Déquation

(2.8) z'’ = f(ty z, .’L")
admet au moins une solution x(t) telle que
(2.9) z(h) =1, () =r,.
Si la fonction f(t, z,, x,) est lipschitzienne par rapport aux variables

xz, et x, avec les constantes k et 2m, cetle solution est unique.

Il est & remarquer que l'intégrale gqui figure au second membre de
Pinégalité (2.7) se calcule explicitement, mais la formule qu’on en ob-
tient est assez compliquée. C’est pour cela qu’il est souvent plus com-
mode de remplacer (2.7) par une inégalité moins précise mais beaucoup
plus simple (voir Z. Opial [18])

dm(b—a)+k(b—a) < n2.
6. Z. Opial [18] a démontré que si ’on a l’inégalité
V2 maxy/(i—a)(b— 1))+ max(i—a)(b—1pyH)] < 2,

toute solution de 1’équation (2.6) qui s annule en deux points de l’inter-
valle <a, b) est identiquement nulle. De 1la méme facon que dans les cas
précédents on en tire immédiatement le théoréme suivant:

THEOREME 7. St la fonction f(t, x,,x,) continue dans Uensemble
a<t<b —oo<xTy< +00, —00< & < + 00, satisfail dans cet ensemble
a Vinégalité

If(t’ Toy wl)l < M‘]‘Po(t)[”f'ol +P1(.t)lwll
ou les fonctions continues Pyt), Py(t) remplissent la condition
V2max ) (t—a)(b—1t) Py(t) + max(t—a)(b—t) Py(t) < 2,
{a,b;

19*
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pour tout couple de points (i, 1,), (L, 1) (@ <1, <1, < b) Véquation (2.8)
admet au moins une solution satisfaisant aux conditions (2.9).
8¢ la fonction f(t, x,, x,) satisfait & la condition de Lipschitz

[f(2, @5, @) — (2, oy 3,)] < Po(t)| @5 — o] +Po(t) |21 — 24|

celte solution est unique.

8. Remarques complémentaires

1. Dans ’énoncé du théoréme 1 encore un point obscur reste a élu-
cider. On y suppose que le second membre de ’équation (0.3), 1a fonction
f(t, gy ooy £n_y), satisfait a 1’inégalité (1.3) et on y ajoute I’hypothése
que pour ’équation homogéne (1.1) le probléme d’interpolation homo-
géne (1.2) n’a que la solution identiquement nulle toutes les fois que
les coefficients de cette équation satisfont aux inégalités (1.4). Or, pour
obtenir les seconds membres de ces inégalités on augmente d’un ¢ po-
sitif les coefficients correspondants du second membre de I'inégalité (1.3)
ce qui peut paraitre bizarre et nullement nécessaire. Nous allons mon-
trer que, au contraire, la constante ¢ joue un role décisif et sans elle
le théoréme 1 serait faux.

En effet, envisageons 1’équation du second ordre

(3.1) ' +2|x'|+|z]=0.
La fonction f(t, x4, 2,) = —|z| — 2|2,| satisfait de facon évidente & 1'iné-
galité

|f(t, @, 21)] < 1a| + 2|2
Aux équations linéaires homogénes
(3.2) ' = p(t)a’ +po(t)x
a coefficients continus et tels que
[Po)| <1 et |p(f)<2, 0<t< +oo0,

appliquons le théoréme de de la Vallée Poussin cité dans le n° 5 du para-
graphe précédent. Pour m = k = 1 il en résulte que toute solution x(¢)
d’une équation (3.2) satisfaisant aux conditions aux limites

(3.3) z(0)=0 et x2(2)=0

s’annule identiquement dans l’'intervalle <0, 2>. D’autre part, il est aisé
de vérifier que la fonction

Cte—* 0<
(3.4) 2(l) = { o pour
C(2—t)e-2 pour 1<
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est une solution de ’équation (3.1) satisfaisant aux conditions
z(0)=0, z(0)=C et x(2)=0.

Le second membre de 1’équation (3.1) est lipschitzien en x,, z,, on a done
Punicité des solutions, et, par conséquent, toute solution z(f) qui s’an-
nulle pour ¢ = 0 est forcément de la forme (3.4) et s’annule aussi pour
t = 2. Donec, aucune solution x(t) de 1’équation (3.1) ne peut satisfaire
aux conditions aux limites suivantes

(3.5) z(0)=0 et x(2)=1.

En résumé, le probleme (3.1), (3.5) n’admet pas de solution bien
que toutes les solutions du probléme linéaire homogéne (3.2), (3.3) soient
identiquement nulles.

2. 11 est souvent commode de parer & cet inconvénient en énoncgant
le théoréme 1 sous une forme un peu différente.

THEOREME 8. Supposons que la fonction f(i, 2y, ..., Tn—1) Ssatisfasse
dans Densemble D a Vinégalité

n—1

(3.6) ]f(t,wo,...,w"-1)|<M+ZP¢]m¢[

oww M est une constante non-négative et les constantes P, ..., P,_, sont
supposées positives. Admettons en plus que, quelles que sotent les fonctions
continues Po(t), ..., Pu—1(t) remplissant les conditions

IPo(t)I < Py, ceey an—l(t)| < Pp

et la suite de points 1y, ...t (6 <t < .. <ta<<b), le probléeme linéaire
homogéne (1.1), (1.2) n’admette que la solution identiquement nulle.

Dans ces hypothéses pour tout systéme de points (ty,71), ..., (tny 7s)
(a<t, <..<ty<b) il existe au moins wune solution de Uéquation (0.3)
satisfaisant aux conditions (0.4).

Le théoréme 8 différe du théoréme 1 en ce qu’on y suppose 'uni-
cité de solutions du probléme linéaire homogéne (1.1), (1.2) non pas pour
un systéme particulier de points t,, ..., ¢, mais pour tout systéme de n
points de l’intervalle (a, b) et en ce qu’on envisage l’intervalle ouvert.
En revanche, les constantes de majoration P,, ..., P,_; sont les mémes
pour la fonction f(¢, z,, ..., £,—1) et le probléme linéaire (1.1), (1.2).

Démonstration du théoréme 8. Soit ¢, ..., {, une suite donnée
de points (a <t, < .. <ty <b). Nous allons montrer qu'il existe une
solution x(¢) de 1’équation (0.3) définie dans tout l'intervalle (i, tn)>
et satisfaisant aux conditions (0.4). En vertu de P’inégalité (3.6) il est
facile d’en déduire que cette solution est prolongeable sur tout l'inter-
valle (a, b).
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Prenons deux nombres ¢ et d tels que 'onaita <c <t et t, <d < b,
et désignons par s(?) la fonction linéaire qui applique l'intervalle (¢, t,>
sur lintervalle <{¢, d>. Posons

u=s(t) et y(u)=wxs"u).

Par ce changement de variables de 1’équation (0.3) avec les conditions
aux limites (0.4), envisagée dans l'intervalle <%,, {,> on obtient 1’équation

1 ,
(3.7) Yy = G, gy ) (g =811 >1)
envisagée dans l'intervalle (¢, d) avec les conditions

(3.8) y(s(t)) =...=y(s(ta)) =0 (c=3(t) <..<s(tr) =4d).

Il est évident que pour achever la démonstration du théoréme il
suffit d’établir l’existence d’une solution du probléme (3.7), (3.8). Le
second membre de 1’équation (3.7) satisfait, en vertu de (3.6), & 'inégalité

1

n—1
' qT,,,f (s_l(u)a Yoy @Y1y «++» T"-l?/n—l) < M+ ZP’J ¢yl .
i=0

Les constantes P,q—®, ..., P,_;q"! sont plus petites que P,, ..., P,_,. Par
I’hypothése toute solution y (%), définie dans ’intervalle (a, b), de 1’équa-
tion linéaire

Y™ = Pp 1 (u) Y™ 4.+ polu)y

a coefficients py(u), ..., pn—1(u) satisfaisant aux inégalités |pe(u)| < Py
(t=0,..,n—1;a <u<D>b) et telle que ’on ait (3.8) est identiquement
nulle. Il en est de méme de toute solution de ce type de I’équation (3.9)
envisagée seulement dans l'intervalle <{¢,d)>, vu la possibilité de pro-
longer les coefficients et les solutions de (3.9) sur tout lintervalle <a, b).
Done, en vertu du théoréme 1 appliqué au probléme (3.7), (3.8), il en
résulte I’existence d’une solution y(#) de ce probléme, définie dans 'inter-
valle {¢, d). De la, par la formule z(f) = y(s(t)) on obtient une solution
du probléme (0.3), (0.4), définie dans Dlintervalle <,,1,>, solution qui,
comme nous avons déja remarqué, est prolongeable sur tout l’inter-
valle (a, b).
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