S. TRYBULA (Wroctaw)

OCENA FREKWENCJI W POPULACJI ELEMENTOW NALEZA-
CYCH DO KLAS NIEREPREZENTOWANYCH W PROBCE(")

Zaléimy, ze populacja generalna jest podzielona na skonczong Iub
przeliczalng ilodé klas. Zalézmy dalej, ze istnieje przepis pozwalajgcy
rozstrzygngé, czy dwa elementy dowolnie wybrane z populacji nalezg
do réznych klas, czy nie. Z populacji pobieramy, zgodnie ze schematem
Bernoulliego, probke o licznodei n. Na ogét nie wszystkie klasy beds
reprezentowane w prébee. Jak ocenié frekwencje w populacji elemen-
tow nalezgeych do klas w prébce niereprezentowanych ¢ Podamy klase
statystyk, ktore beda nieobeigzonymi estymatorami tej frekwencji.

Oznaczmy przez »{), zmienng losowsy zdefiniowans w nastepujacy
sposodb: vi}n =1 wtedy i tylko wtedy, gdy w danej prébce o licznosci
n ¢-ta klasa jest reprezentowana k razy. W pozostatych przypadkach
w%)ﬂ = 0. Jezeli przez p; oznaczymy nieznana frekwencje i-tej klasy
w populacji, to warto$é oczekiwana E(v{)) bedzie réwna

(1) B = Pfl =1) = (;”) PE(L—p)" ",

Oznaczmy przez v, sume ) whedy

(2) B(3,) = ) B(fh) = (';j) D pka—p.
U i

Zdefiniujmy zmienng losows uf); uf, = ps, gdy w danej prébee o licz-
noci n i-ta klasa jest reprezentowana k razy, i ,u% = 0 w pozosta-
tych przypadkach, Zmienna pu,, = Yuf), jest frekwencja elementéw

i

(*) Frekwencja elementéw w populacji nalezacych do klas niereprezentowa- .
nych w prébce jest zmienng losowa. Dlatego tez termin estymator oznaczajacy sta-
tystyke pozwalajaca ocenié wartoéé tej frekwencji jest miepoprawny. Anglicy nazy-
waja taka statystyke predict function. MoZe nalezaloby wymy$lié nowy termin, np.
predykior. Termin prognoza, spotykany w polskich publikacjach, uwazam w danym
przypadku za niezreczny.
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w populacji nalezacych do klas %k razy reprezentowanych w proébee.
Jej wartosé oczekiwana jest réwna

3) Bluw) = 3 Bl = 3 0P (ufls = pi) = ( ) Z T

Z wzoru (2) wynika

m

(8) r 8 m—8

(4) m—E("’r+s+1,N+m+1 = ZP + (1— pz)N_ [(7:) (1 —p;) ]:
( r+s41 )

gdzie m>s. Polézmy

(5) ; ‘ = 2 N—I—m—l—l Vrrst1, Nymy1-
| = ( r+s+1 )

Z wzoru (4) otrzymamy

E(xw) = ( )222@’“1 i)™ [(?) pi(1—p)" | =

= (1;7) 2 pl-'f M1 —p)¥ T [ij (Z") pi(l— pi)’”‘“: =

8=0

Pt (1 —p)V 7,
-()2

a wiee ostatecznie
(6) _ E("s-",;\)f) = E(pen) (m=0,1,2,...).

Zmienna losowa x{7) jest kombinacja liniows zmiennych %, .eiy vymy1s
to jest ilodci klas majacych w prébece o licznosei N-+m-+1, r--s+1
reprezentantéw. Zmienna u.ny jest lgczng frekwencja elementéw nale-
zaeych do klas majacych r reprezentantéw w prébee o licznodei N. Gdy
m < N, zmienna losowa moze stuzyé do oceny frekwencji elementéw,
nalezgeych do klas r razy reprezentowanych w danej prébee o licznosci N.
W szezegllnodei statystyka

" (m)

s | _ ‘

= 8=§0 (N—l—m—l—l) Vs41, Nomi1 (m = O; 17 2,.. )
s+1
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moze stuzy¢ do oceny frekwencji elementéw niereprezentowanych w prébee.
Przypusémy np., ze z populacji stéw zawartych w polskich dziennikach
z 1957 roku pobrano, zgodnie ze schematem Bernoulliego, prébke
o licznogei 10000. Aby ocenié frekwencje stéw, ktérych w prébee nie spot-
kano, losuje sie np. 5 dodatkowy@h stow z populacji (m = 4) i obhcza,
sie warto§é statystyki x{y . Wzér (6) powiada nam, ze statystyka 28 0000
jest nieobcigzonym estymatorem wartodei oczekiwanej teJ frekwenc;ji.
Dla r =01im=0,1 mamy-

»0 1

Yo N = m’ﬁ,zwu

1 1 2

o N — N—|-2 i’1,N+2"|‘ (N—I—l)(N—l—2) Yo N 2~

Ogolnie biorge, przy matych r i N >m wspotezynniki przy v,,e,1 xime
we wzorze (b) szybko maleja, gdy s — m. . :

Mozna obliczyé wariancje zmiennej x,(,"f\), ‘Wystarczy skorzystad
Z WZOréw '

BG4 = (k)p,(l P~
v%)nv%') =0, gdy k#I,

n!

%=1 pipi(L—pi—p)" 7 (i #7)

i rozbié E[»%— E(#{})T na kombinacje liniows wartosei oczekiwanych
wyrazen r§§)nv§” Otrzymany rezultat jest jednak bardzo skompliko-
wany i nie bede go tutaj podawal.

Statystyki »%y maja te zalete, ze przy ich uzyciu zbedna jest
informacja o ilofei klas w populacji. Czesto, Jak np. w podanym wyzej
przykladzie, informacji takiej brak.

Zmienne losowe w;, byly badane przez réznych autoréw, np.
Gooda [1]. Postuzyly one, miedzy innymi, do oceny frekwencji p; oraz
do oceny ilodci klas w prébee o licznosei aN (o > 1), gdy dana ]est prébka
o liczno§ci N.
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Praca cytowana

[1] L. J. Good, The population frequencies of species and the estimation of
population parameters, Biometrika 40 (1953).
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