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L’étude qui suit trouve son origine dans un article de Rosser et
Schoenfeld ([4], p. 243). Ces auteurs indiquent que les majorations et
minorations qu’ils viennent d’obtenir, d’une part pour la fonction de Tcheby-
chef 0, d’autre part pour le k-ifme nombre premier p,, leur permettent de
montrer que

(*) O0(p) = klogk pour k> 13.

Or une étude directe de 0(p,) montre par exemple que (voir proposition
2 ci-dessous)

k
0(py) = klogk+iloglogk pour k > ko,

dés que I'on a une majoration simple de type Tchebychef
O0(x) <cx avec c>1 et x> xq(c).

On a donné dans [3] une preuve élémentaire de () et nous nous
proposons d’étudier ici plus en détail le comportement asymptotique de 6(p,)
pour une suite de nombres premiers généralisés.

Soit 2 = (p )N+ UNE Suite strictement croissante de réels

l<p<py<...<p. <...

et tendant vers linfini.

Cette définition des nombres premiers généralisés est celle de Horadam
[2]. Elle différe quelque peu de celle de Beurling [1], que I'on aurait pu
aussi choisir pour cette étude.

On pose

a(x)=ns(x)= Y 1, 0(x)=05(x)= Y logp.
' s
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Nous dirons que f (x) = g(x) s’il existe xo > 0, a > 0, b > 0 tels que pour
X > Xxo on ait

af (x) < g(x) < bf(x).

Nous nous proposons ici d’étudier le comportement asymptotique de
k

0(py) = 103(1_[ Pi)'

i=1
La proposition suivante est classique:
PrROPOSITION 1. Les quatre affirmations suivantes sont équivalentes:
(a) n(x) = x/log x;
(b) 8(x) = x;
(©) p = klogk;
(d) 0(p) = k(logk+loglogk+0(1)), k > 2.
Si 'on remplace dans (a) la relation =~ par I'inégalité <, on obtient une
proposition analogue.
PROPOSITION 2. Les quatre affirmations suivantes sont équivalentes:
(@) 3c; >0, Vx> 1 n(x) < ¢, x/log x;
(b) Ic; >0, Vx>1 6(x) <c,x;
(¢) 3c3 >0, Vke N* p, = c klogk;
(d) 3c,eR, Vk =2 6(p) = k(logk+loglogk+c,).
Il n’est pas possible d’inverser les inégalités dans cette proposition; nous
avons seulement:
PROPOSITION 3. On considére les quatre affirmations suivantes:
(@ 3¢y >0, Vx> 1 n(x) = ¢, x/log x;
(b) Ic; >0, Vx>1 6(x) = c, x;
(c) 3c3 >0, Vxe N* p, <ciklogk;
(d) 3cseR, Vk =2 0(p) < k(logk +loglogk+c,).
Alors on a les implications:

(b) = (a) = (¢) =(d).

Il n’y a aucune difficulté a démontrer ces trois propositions.
Un contre exemple a I'implication (a) = (b) peut €tre construit de la

fagon suivante: soit xoeR; on concentre e °/x, nombres premiers dans
[xo, Xo+ 1], puis on procéde de méme pour e° est ainsi de suite.
L’étude de l'implication (d) = (c) fait I'objet du théoréme suivant:

THEOREME. Soit P = (py)xen+ Une suite strictement croissante de réels > 1
et tendant vers l'infini, veérifiant:

(1) 0(p) < k(logk+loglogk+0(1)), k=2

(2) il existe une fonction g(x) positive croissante pour x = 1 telle que (a) g(x)
= 0(xlogx), (b) p, = klogk/g(k) et (c) g(x) tend vers Pinfini avec x.
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Alors il existe ¢ > 0 tel que pour tout ke N*

(3) px < cklogklogg(k).
Ce résultat est le meilleur possible puisque I’on peut construire une suite
P = (p,) verifiant (1) et (2) et telle que

PYO Dx
>1.
@ hm e klog g (0

Démonstration. (a) Nous avons

k
Y logi > klogk—k+o(k),
i=2
k
Y loglogi > kloglogk+o(k),
i=2

k
Y logg(i) < klogg(k) puisque g croit.
i=2

Par suite
k
6(py) = Y, (logi+loglogi—logg(i)),
i=1
donc
(5) 0 (py) = k(logk+loglog k —log g (k) — 1+ 0(1)).
On a donc

0 (Progerry + 1)) — 0 (D)
< (klogg (k) + k) (log (k (log g (k) + 1))+ log log (k log g (k) + k) + O (1))
—k(log k+log log k —log g (k) + O (1))

< klog g (k)(log k +log log k + log log g (k) + O (1)).

Comme d’autre part
6 (Psogerry +x) — 0 (Pr) = (k logg (k)— 1) log py,
il vient
log py < logk+loglogk+loglogg(k)+O(1).
(b) D’aprés (5), si 'on pose

Px = max (k

klogk_)
" gk )
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on peut trouver N, tel que
0(px,-1) < N, (log N, +loglog N, —logg(N,)).
On choisit py, = N,log N, logg(N,)—1.

Supposons avoir déterminé une suite N,, N5, ..., N, =N et la suite
(P)n<n telles que
(6) Vn < N 6(p,) < n(logn+loglogn),
) Vq' < q O0(Ng-1) < Ny (log N, +loglog N, —logg(N,)),
@) Vq' < q py, = Nylog N, logg(Ng)—1

et prolongeons la suite (p,) jusqu’a une valeur N'= N_,,, de telle sorte

by

qu’elle vérifie (6), (7), (8) avec N’ a la place de N. On aura alors construit une
suite vérifiant (1) et (4).
Soit M le plus grand entier tel que
Nlog Nlogg(N) = nlogn/g(n).
Posons

pnt+(n—N)/(M—N) pour N<n<M,
nlogn/g(n) pour n> M.

Démontrer (6) pour N' > M revient 3 montrer que
Vn< M 0(p,) < n(logn+loglogn).

Soit

N, (log N +loglog N —log g (N))+(n+1— N)(log N +loglog N +log log g (N))
< n(log n+loglogn).

Considérons |

f(x) =(x+1—N)(log N +loglog N +loglog g (N))
+ N (log N +loglog N —log g(N) + c)— x (log x + log log x).
La dérivée

f'(x) = (log N +1loglog N +log log g (N) —(log x + log log x))

(%e5)
-1+
log x

est décroissante, s’annule en x, et f(x,) = g(xo) avec

1 .
g(x)=x (1 +@)—N(logg(N)+loglogg(N))

+log N +loglog N +loglog g (N).



NOMBRES PREMIERS GENERALISES 337

Comme f'(Nlogg(N)) <0, on a
N < xo < Nlogg(N).

g(x) étant croissante, il vient

£ (x0) < g(Nlogg(N)) <0.

La fonction f(x) admettant un maximum négatif, il s’ensuit que (6) est
démontré.
Pour n> M on peut écrire

6(p) < M(logM +loglog M)+ Y (logk+loglogk—Ilogg(k))

k=M+1
< n(logn+loglogn—logg(n)—1+o0(1)).
On peut donc choisir n assez grand pour avoir
0(px-1) < N'(log N'+log log N'—log g (N"),
par suite (7) est réalisé.

Applications. (1) Si £ vérifie (1), alors (2) est satisfait pour g(k) = a klogk
(x > 0) et par suite '
P < ck(logk)?.

(2) Si & vérifie (1) et si py+y = p+a pour a > 0, alors p, > ak et (2) est
satisfait pour g(k) = alogk et par suite

P < cklogkloglogk.

Remarque. Une Ilégére modification dans la démonstration du
théoréme permet de démontrer:
Pour a > 0 donné, il existe une suite £ vérifiant (1), (4) et py+, = p+a.

(3) Si 2 vérifie (1) et l'inégalité de Brun-Titchmarsh
n(x)—n(x—y) <2y/logy pour y>1,
alors (2) est satisfait pour g(k) =a > 0 et alors
P = klogk.
ProBLEME. Si Fon suppose que p, = k(logk)(1+0(1)), alors
6(py) = k(logk+loglogk—1+0(1)),

mais la réciproque n’est pas vraie.
Si I'on suppose

_ loglog k
B(p,‘)—k(logk+loglogk l+0( log k )),

alors nécessairement p, ~ klogk.
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P 1338. Que peut-on dire si 'on suppose un ordre supplémentaire dans
le développement de 0(p,) a savoir:

loglogk 1
0(p) =k (logk+log logk—1+ logk +0 (logk))?
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