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Quelques formules intégrales
pour les fonctions analytiques
des plusieurs variables complexes

par F. BIERSKI (Krakow)

1. Introduction. Soit D un domaine borné de ’espace C" de =
variables complexes' 21y %3y «vy 2, f(2) une fonection analytique dans D,
continue dans D, ol z = (2;, ..., 2). 1l existe plusieurs formules intégrales
pour f(2), come celle de Cauchy ([5], [4]), de Weil ([10]), de Martinelli-
Bochner ([2], [6]), de Fantappié ([3]), de Temliakov ([9]), de Aizen-
berg ([1]), de Opial-Siciak ([8]). Toutes ces formules sont de la forme

(1) 12)= [ D ®ulf(s)1Iuz, 8)ds
S k

ol § est une variété 34 m dimensions contenue dans D, m étant un des
nombres n, n+1, ..., 2n—1; ds est un élément de § au point s € §, Dy est
un operateur linéaire, D, Tx(¢, ) est une fonction de deux points z, s, dite
noyau de Dl'intégrale, et la some D est étendue 3 k=1, ..,p, oll p est

un entier fixé pouvant étre égalg 1.

La formule (1) sera dite m-dimensionnelle, si la variété S est & m di-
mensions (*). Le noyau >, Ix(z, s) peut étre une fonction analytique des
coordonnées du point z ou non. Par exemple, les formules de Cauchy et de
Weil sont n-dimensionnelles 4 noyau analytique et la formule de Marti-
nelli-Bochner est (27n—1)-dimensionnelle &4 noyau non analytique. Les
formules de Cauchy et de Weil sont valables pour des domaines spéciaux
dits polyédres analytiques et la formule de Martinelli-Bochner pour des
domaines assez généraux.

Le but de ce travail est de donner la construction de quelques for-
mules intégrales (n—+ p)-dimensionnelles, ol p parcourt tout les nombres
0,1,..,2—1, aux noyaux analytiques pour les domaines dits % -cer-
clés (2).

(*) 11 est clair que si § est la frontiére de D, la formule (1) est (2»—1)-dimension-
nelle. Dans certaines formules l'operateur & (f) est égal & COf, ol O est une constante.

(*) Prémitres formules (n+ p)-dimensionnelles ont été trouvées par E. Marti-
nelli ([7]); les formules de Martinelli sont & noyan non analytique.

Annales Polonlei Mathematlcl XVIIT 11




164 T. Bierski

2. Lemmes. Nous allons commencer par deux lemmes. Soit 2 un
nombre naturel > 2, soit s, = 0 et sx, mx des nombers entiers nonnégatifs
pour k = 1, ..., n. Introduisons pour p = 0,1, ..., »—1 la notation

asrgp _ (SoF81+-.. +8p)! (511+1+m10+1) (sf. +’mn)
(2) Bapilen = 80181 !...8p! 8p+1 '\ sa
Mp+1+...+Mp=80+5+...+5p

ol la sommation est étendue 4 tous les systémes de nombres entiers non-
négatifs mpi1, ..., Ma dont la somme est égale & 48, + ...+ 8p. Les lemmes
suivants sont facile & démontrer:

LemMe 1. Pour chaque p =0,1y...,8—1 on a Z’\égal@'té

(3) BBoE1...8p — (81+ wee +v5'n+ '”l“p—l)!
: T T solsy ! 8p! (Spart e S n—p—1)

LeMME 2. 8¢ les variables uy, ..., un, réelles ou complexves, satisfont
pour chaque p =1,..,n—1 auzx inégalités

(4) [+ oo+ |Upl+ |uk) <1 pouwr k=p+1,..,n,

on a pour p=1,..,n—1 les développements

n [ <]
-1 8p814..8: 8 8. 8
(5) [[ G—w—mtp—wu)™ = D) Batsrufu®. ulr.
k=p+1 814000, 8p=0

Ce développement reste vrai pour p = 0 si Pon remplace son c6té gauche par
n

k]_]l (1—ur) ™" et les conditions (4) par les swivantes: |ug| <1 pour k=1,...,n.

3. Formules intégrales pour les domaines nu-cercles. Un
domaine borné D C C" est dit domaine n-cerclé complet, si avec tout point
29 D chaque point 2, remplissant la condition {Jex| < |&%, k=1, ..., n}
appartient aussi ¢ D.

THEOREME 1. Si wune fonction f(2) est analytique dans un domaine
n-cerclé complet D et continue dans D, alors & tout point z e D il existe un
point frontiére ¢ € 8D tel, que

(6) 2kl < 8|  powr k=1,..,n
et que pour chaque p =1, ..,n—1 on a la formule (?)

(7 &)=

1 % _‘&_ a_p n—1 h—p1
(21:1',)"’ & & o in &’[ {Btp R L (SRR Cﬂt)]}t=1(1—7p) Idv, ...dvp

(?) t est un paramétre réel remplissant la condition: 0 <t < 1.
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o Cy est le cercle |zx| = |lkl, k =1, ..., n, Sp est le simplexe a p - dimensions
(8) Sp={(T1yy72) 0 << < ... <Tp< 1)} powr p=1,..,m—1,
et I est le noyau donné par la formule:

n

9) = [] A—0Uw
k=p+1
o
(10) U?’G é-l +T¢ 2+ + C:p 1“p+1ctp k-

Dans le cas p = 0 la formule (7) doit étre remplacée par

e R A L | (-2

Démonstration. I’existence du point { ¢ 2D remplissant (6) eat évid-
ente. Dans le policylindre (6) la fonction f(z) est évidemment développable
en la série

(7) f(2) =

(2]
(11) FE) = D Gpad

ViyeeryUn =0

absolument convergente, done il suffit de démontrer la formule (7) dans
le cas du monéme f(z) = cr*...25". Pour k= p+1, ..., n les expressions

—i"}‘(fz )

+ oo+ (Tp—Tp-1)

Cz Z ‘+(1—711)

sont nonnégatives et plus petites que 1, done en vertu de (5) et (9) on a

(12) 2 B ]— [ (’_” - )
-]
o 'on doit poser 7, =0 et 1j—7j—y = 1—1p pour j=p+1,..,n
Posons dans le cété droit de (7) f(&il, ..., Cat) = (&)™ ... (Cat)™. En
tenant compte de (11) et des formmles

[} T\ '
13 ur—m—ld!- . :’;"—sn_ld — (ZTE'I,) pour =0 ’
(13) C{ iy, c{ e At

n

ol 6 = D' (vr—st)?, on trouve
1

(14)  f(2) = (h+ .o+ Va+n—1) .. (V3 + .+ Va+n—p)ee?...20" Bopisi H
11*
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ol

H = f t‘;l(‘ta— Tl)u’ e (Tp— Tp_l)vp (1— Tp)uﬂ+1+“'+”"+ﬂ—p-1dr1 can dtp
Sp

ol v (vt Ot —p—1)! .
h (0,4 ... +on+n—1)!

Il en suit d’aprés (3) que le coté droit de (7) se réduit & e2*...2", c.q.f.d.
Le théordme 1 peut 8tre généralisé comme il suit:

THEOREME 2. 8¢ la fonction f(2) remplit les conditions du théoréme 1
on a dans le nm-cylindre (6) pour chaque p =1,..,n—1, et chaque
§=0,1,..,p les formules:

(15)  f(2)

1 ([ (7
@iy & g Gn g o

[tn-lf(ﬁta vy Eat) i1 (1 —Tp)n_p_le—idfl wdTp

o Oy et Sp sont définis dans le théoréme 1 et le noyau I,_; est donné par la
formule
. n
aﬂ"] ey -] -
(16) I, ;= {at”" [t" 4 [ [ (1— Upt) ]}‘_1 [ef. (10)].

k=p+1

Démonstration. D’aprés (16) et (b) on a comme dans (12)

n
i ' T —Tj— 8
[t"' F—-1 tal+...+an Bi;’,‘i:'{:f?,?ﬂ ] Y( g j—1 zj) ]
! {1 {1
81,00028,=0 j=1

ol Von doit poser 7y =0 et 7,—vj_1=1—1p pour j=p+1,..,n La
série entre [ ] est absolument convergente pour chaque ¢, 0 <<? <1,
et chaque 7 ¢ Sp et par suite elle est différentiable terme 4 terme. Comme
dans le théoréme 1 il suffit de démontrer la formule (15) dans le cas,
ou f(z) se réduit 3 un seul terme cz™...2"". En remplacant dans le coté
droit f par ¢(£,8)™...(Lat)™ et en tenant compte de (17) et (13) on constante
que le c6té droit de (15) se réduit a c2™...2™, c.q.f.d.

Remarque 1. Les noyaux I et I,—; des formules (7) et (15) sont
analytiques par rapport aux variables 2, ..., 2,. L'intégration est étendue
& des variétés & (n+p) dimensions, p = 0, 1, ..., n—1; ces variétés peuvent
étre situées partiellement dans l'intérieur de D.

Ll

7
(17) 111—7' = at-p—j

4. Formules intégrales pour les domaines n-cerclés con-
vexes. Considérons dans O le domaine n-cerclé complet A défini par
la formule
(18) A= {2 x| <7me(v), k=1, ...,0},

"Sn-1
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ol les 7x(v) = 7k(T1, ...y Tn—1) sont des fonections positives continues dans
le simplexe S, = {7: 0 <11 < Ty, < ... < T3 < 1}, et supposons que les
fonctions rx(7) soient choisies de maniére que le domaine (18) soit iden-
tique avec

. Tn—1—Ty-2
19) A= () for il o B e
1—Tp
+ 7a(T) Izﬂ|<1}

Le domaine A est alors n-cerclé convexe et complet ([8]).

Soit 2 un point queleconque fixé dans 4, p un des nombres 1,2, ..., n—1
et T'p une variété pouvant dépendre de 2 & p dimensions contenue dans S,-;,
définie dans le cas p < n—1 par un systéme de (n—p—1) équations

(20) T =@ty -y o)y J=p+1,.,n-1,

dont les seconds membres sont continus dans le symplexe (8) et tels qu'aux
points = € T, on ait les inégalités

(21)

lel"'r )1|2|+ +Tp 1:1E'_1|1J|+ 2yl <1,

7%(7)
k=p+1,..,n,

ol 2y, ..., %y sont les coordonnées du point fixé z. Dans le cas p = n—1
soit Tp = S,—;; dans ce cas l'inégalité (21) est satisfaite dans S,-; par
définition.

Désignons par wpx pourp =1, ..., n—1, ¥ = p-+1, ..., n, ’expression

’1

AT

T e
(22) ’"'pk=;m3 “’zrl- ()

ol 2z est le point fixé dans 4 et v e T'; ne dépend que des variables (4, ..., Tp).
D’apres (21) le produit

T 7ol ’;_1 iyt o) Rt

n

Jo= ] @—um™

k=p+1

est developable en la série entiére

o0
T —Ti1 iy,
(23) Jp= ) B, [ [ ( ek mz,)
814000987 =0
ol 7 =0, 7;—1;—y = 1—71p pour § = p+1, ..., n, absolument convergente
pour tout 7 e Tp remplissant les conditions (21). Admettons que dans le
cas p = 0 la variété (20) se réduit & un seul point =" = (13, ..., Ta—1) € Sn_1,
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que les inégalités (21) se réduissent aux suivantes: |ex|/rx(z°) < 1 pour
k=1,..,n et que les expressions (22) prennent la forme: ug, = 6~ *rzy/ry(10),
n

pour k¥ =1,..,n Dans ce cas J, = ] A—wuo)™" et la formule (23)
K1

prend la forme
n n

SRS (S )

80).00s 3 =0 J=1

car d’aprés (3) Bg..s, = 1.

THEOREME 3. S la fonction f(2) est analytique dans le domaine n-cerclé
convexe et complet A défini ‘par (19) et continue dans A, alors pour tout
point zed et tout p=1,..,n—1 on a la formule

(24) (o) = f dpn f v [1" 7 (ry(x) €™t ..., 7al7) € ) [ucr X
1]

X (1 — Tp)n—p_ldeT]_ oao dT»p

ot la variété Tp C 8, est définie par (20) et J, par (23).
Dans le cas p = 0, dans lequel la variété Ty se réduit & un seul point
0 e 8p—1, la formule (24) p'rmd la forme '

(25) f(z)

(2 3 f dpu (ry(0) 37, ..., ra(10) 6980} T, .

Démonstration. Comme dans les théorémes précédents il suffit de
démontrer les formules (24) et (26) dans le cas ol f(2) se réduit & c2i...25".
En remplacant dans les c6tés droits f par o(r e )™...(r,e®" )", ol
Ty = 7k(t) et 7 € Ty, et en tenant compte de (23) et (23') et des formules

2 2

F om0 10w 00,
0 0 0 pour O #0,

n
ot 8 = ) (vx— 8x)® on obtient (14) d’olr résultent les formules (24) et (25).
1

THEOREME 4. 8i la fonction f(2) remplit les conditions du théoréme 3,
alors powr towt point zed, pour chaque p =1,..,n—1 et chaque
§=0,1,..,p on a la formule

(26) [(o) =

o . .
f don f pe [1" 7 {ru(x) €t ..., 7a() €)%

X (1—1)"? M pmydry...drp

(2)
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ol

a’ﬂ“‘f i1 i _
(27) J-p_.j = -tp—_j[t ! ” (1—upkt) 1:[1-1.

k=p+1

La démonstration de ce théoréme est analogue & celle des théore-
mes 2 and 3.

Remarque 2. Les formules (24), (25) et (26) sont (n-+ p)-dimension-
nelles, p = 0,1, ..., n—1, aux noyaux analytiques. I’intégration est éten-
due 4 une variété & (n-+p) dimensions située sur la frontidre du do-
maine 4. Les formules (7’) et (25) sont identiques.’

Remarque 3. Dans les cas p =n—1, §=0,1,..,n—1, les for-
mules (26) sont équivalents aux formules (2n—1)-dimensionnelles: a) de
Temliakov ([9]) pour » = 2, b) de A. Aizenberg ([1], p. 35) pour » > 2
et ¢) de Z. Opial et J. Siciak ([8]) pour »n > 2.
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