P. LEJA (Krakéw)

KONSTRUKCJA FUNKCJI ODWZOROWUJACEJ KONFOREMNIE
DOWOLNY OBSZAR PLASKI JEDNOSPOJNY NA KOLO

1. Wstep. Niech D bedzie dowolnym obszarem plaskim jednospédj-
nym o brzegu zawierajacym wigeej niz jeden punkt i #=a dowolnym punk-
tem tego obszaru. B. Riemann wypowiedzial twierdzenie, Ze isinieje

funkoja
(1) w=g(2)

analityozna w obszarze D, odwzorowujqoa ten obszar konforemnie na kolo?)
K{|w|<1}, tak ze punkiowi z=a odpowiada $rodek w=g(a)=0 kola K
(rys. 1). Funkeja odwzorowujaca g(2) jest dokladnie jedna, gdy zadamy,
by jej pochodna ¢’(z) miata w danym punkcie 2=a warto§é rzeczywista
dodatnig. .

Twierdzenie to okaza-

o sigp wasne zar6wno dla
teorii funkeji analityez-
nyech, jak i w zastosowa-
niach matematyki w tech-
hice, totez podano wiele do-
wodéw istnienia funkeji
odwzorowujacej. W prak-
tyce jest potrzebne wy-
Znaczenie dla danego ob- Rys. 1
8zaru D i punktu z=a
funkeji g(2) lub przynajmniej skonstruowanie jej z dowelnie duzym przy-

lizeniem. Znane jednak dowody twierdzenia Riemanna nie zawieraja
na ogét dogodnej dla celéw praktycznych konstrukeji funkeji szukanej®).

1) Tzn. wezelkim dwém rétnym punktom 2, i 2, obszaru D odpowiadajg réine
wartofei g(z,) i g(2;), & zbi6ér wartodei w=g(2) pokrywa cale kolo K. Odwzorowanie
konforemne jest réwnokatne z zachowaniem zwrotu.

1) Oryginalny dowéd Riemanna zawieral pewne luki. Pierwszy poprawny dowéd
podat Koebe [1), [2]. Kilka dowodéw pochodzi od Carathéodory’ego [3] i innyeh.

Zastosowania Matematyki II 1
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W niniejszym artykule podam dla najogélniejszych obszaréw °)
opis dofé prostej konstrukeji funkeji g(2). Konstrukcja ta nadaje sie,
jak sadze, do obliezetr praktyeznych.

2. Punkty ekstremalne. Oznaczmy przez B brzeg danego obszaru D
i tak przesunimy uklad wspéhzednych, by dany punkt z=a znalazl sie
w poeczatkun wspélrzednych. Mamy wiee 6=0 (rys. 1). Przeksztaleenie

9 1
(@) ==

odwzorowuje brzeg B obszaru D na brzeg I' pewnego obszaru nieograniczo-
nego G na plaszezyzZnie zmiennej ¢ (rys. 2). Brzeg I jest zbiorem domk-
niefymi ograniczonym, bo punkt ¢ =oc nie lezy
na. I" jako obraz punktu 2= 0 nie lezacego na B.
Niech » bedzie dowolng ustalong liczba
naturalng 1,2,... Obierzmy na I' uklad
n 41 punktéw dowolnyeh ¢&,&y,...,8, 1 oz-
naczmy przez V(Lo,8h,...,8,) iloczyn wszyst-
kich wzajemnych odleglodei tych punktéw od
siebie, tj.
(3) V(Coaci""yé‘n)_z n iCi"Ckl-

o<i<ksn

Gdy punkty &o,4,...,4, zmieniajg sig na I iloezyn (3) réwniez uiega
zmianie i osiagga pewne maksimum. Niech uklad punktéw

(4) 7’071,7”171.’ vy "nn

zbioru I' bedzie taki, by iloczyn V(%onsMins---+%nn) DYl mozliwie naj-
wigkszy, to jest by dla wszystkich ukladéw £y,&,...,¢, na I' zachodzila
nier6wnosé

(8) V(CosCiyer s )V (Nonsnse v s Mnn) -

Uklad punktéw (4) spelniajgcych warunek (5) nazwijmy n-tym wkia-
dem ekstremalnym odpowiadajacym obszarowi D, a poszezegéine punkty
(4) punkiami ekstremalnyms. Punkty (4) leza na I', wige punkty 1/nen,
1/Mipy-+«y1/9un le3a na brzegu B obszaru D *). Kazdej liczbie naturalnej »
odpowiada co najmniej jeden uklad ekstremalny (4); gdy jest ich wigcej,

3) Obszar D moze byé ograniczony (jak na rysunku 1) lub nie. Gdy nie jest
ograniczony, moze mieé punkty zewnetrzne lub nie.

4) Jezeli obszar D nie jest ograniczony, to punkt 2= occ moze leze¢ na brzegu B
t wtedy I' zawiera punkt {= 0. Jedna z liczb (4) moze byé wéwezas réwna zeru, & jej
odwrothofé 1/x;, = cc.
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wybieramy jeden z nich w sposéb dowolny. Jezeli zmienimy porza-
dek punktéw ukladu (4), uklad pozostanie ekstremalny:

3. Funkcje aproksymacyjne. Majagc dany uklad ekstremalny (4)
oznaczmy przez i, dla k=0,1,...,n wyrazenie
(6)  Bon={(Tn— 2how) -+ (Then = M) (Mhen— Meg10) - - - (hiem — 7)™
Jest to srednia geometryczna wszystkich odleglodei punktu 7, od pozo-
stalych punktéw (4). Mozemy zalozyd, ze punkty (4) s3 tak uporzgdko-
wane, by bylo

(7) T |

Dowodzi sig®), ze ciagi {do,} i {d.s) sa zbieine, oba do tej samej granicy
dodatniej d: ) '

(8) lim dg, = lim d,,= d >0.
Granica d zalezy oczywidcie od zbioru I' (a przez to od brzegu B obszaru
D) i nosi nazwe rozwartosei lub $rednicy pozaskorczonej zbioru I Wobec
nieréwnodei (7) kazdy eciag {d,m], gdzie k zalezy od m i przybiera jedng
z wartosei 0,1,...,n, jest réwniez zbiezny do graniey d.

Oznaczmy przez ¢,(z) dla k=0,1,...,» funkcje analityczng okre-
$long za pomocy punktéw ekstremalnych (4) przez wzér

(9)  ginle)= : . B
V{1~ 205) . (1 — 2010) (1 — 210 - - - (1 — 2110)

Przy czym warto§é mianownika w punkecie z= 0 niech réwna sig¢ 1. Przy

tak unormowanym ipianowniku kazda funkeja (9) jest w obszarze D

jednoznaczna, bo obszar jest jednospéjny. Funkeje (9) 83 przyblizeniami

szukanej funkeji odwzorowujgcej (1), mozna bowiem udowodnié
TWIERDZENIE®). Ciqg |gu,(2)] jest ebiesny w obszarze D do funkoji

analitycenej g(z),

(10) iim Ion (2) = g (2),

ktéra odwzorowuje obszar D na kolo |w| <1, tak ze g(0)=0 ¢ ¢'(0)>0.
Zbiesnodé (10) jest jednostajna w kazdym obszarze domknietym ¢ ogra-

niozonym, zawartym wewngtrz D.

%) Por. J. Gérski [4].
®). Dowé6d nie jest opublikowany, mozna go jednak otrzymsaé opierajge sie na
pracach {511 [8].
1*
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7 istnienia granic (8) i (10) latwo wywnioskowad, ze kazdy ciag
{91 (2)}, gdzie k zalezy od w i praybiera jedng z wartodei 0,1,...,m, jest
réwniez zbiezny w obszarze D do tej samej funkeji odwzorowujacej?):
(11) lim gy, (2) = g(2).
wn—>00
Mozna przy tym okazaé, ze funkeje (9) spelniaja przy wszelkich & i » nie-
réwnosd

(12) 1< (2)]

na brzegu i zewnatrz obszaru D i ze przy kazdym ustalonym z najmniejszy
z modwow |go,(2)],1010(2)],- ., |gnn (2)| spelnia nieréwnogé

(13) rg;zlgkn(zndwl

na calej plaszezyznie.

4. Wnioski i uwagi, Niech 2, bedzie dowolnym ustalonym punktem
obszaru D. Aby obliczyé wartosé funkeji odwzorowujgcej g(z) dla 2=z,
z danym przyblizeniem, wystarczy wyznaczyé dla dostatecznie duzego
wskaZnika n polozenie punktéw ekstremalnych (4) i nastepnie obliezyé
wartos$é funkeji-(9) dla z=z,. Wielko§é wskainika n zalezy od zgdanego
przyblizenia; mozna go oszacowaé znajae obszar D i odleglosé punktu z,
od brzegu B.

Funkecja (9) jest do$é prostego ksztaltu, wiec obliczenie g,(z,) nie
przedstawia trudnosei. Gléwna trudnosé polega na wyznaczeniu dla da-
nego n punktéw ekstremalnych (4). Polozenie tych punktéw na brzegu I"
mozna by, jak sadze, wyznaczyé eksperymentalnie. W tym celu naleza-
loby rozmiescié na I'" uklad n punktéw materialnych mogacyeh si¢ poru-
szaé¢ swobodnie p6 I' i odpychajacych sie z sila odwrotnie proporcjo-
nalng do odlegloéeis). Polozeniom ukladu w réwnowadze stalej odpowia-
daé bedg uklady ekstremalne.

Zauwazmy, ze funkeje (9) maja na brzegu obszaru D bieguny w pun-
ktach 1/9ons1/Miny-++s1/fan. Mimo to, eciag [ng;nl O (?)|} zmierza na

brzegu B do$é szybko do granicy 1, bo na mocy (12) i (13) mamy

l<min|y,,,,(z)|<7l‘/n+ 1 dla zeB.
(%)

7) Wynik ten utrayma sie, gdy we wzorze (9) czynnik dyy, zastapimy przez czynnik
staly d= Hm dgy,.
N=>» 00 .
8) Mamy.nadzieje, 6 czytelnicy rozwing mysl” Autora podajac projekty reali-
zaeji tego pomysiu (Redakeja).
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®. JIES (Kpaxas)

IIOCTPOEHHUE OYHKIHH KOHD®OPMHO OTOBPANAIOUEH
OPOU3BOJABHY IO OJHOCBA3HY IO OBJIACTH B KPYT

PLSIOME

Nycre D mpouaBobHafd OJHOCBASHAA 00aacTh, KOTOpOit rpanuna B He cBopaTcH
K efuHCTBeHHOHW Toukxe. Ilpenmonarad, 4To TouKa 2= 0 mpmBagnexur k D, ofosma-
uyuM yeped I' oGpas rpanuusl B mpn oroGpaskenuu {=1/2. IIYCTH g, yNynse« s CHC-
TeMa n+1 Touek Ha I', IpM KOTOPHX NpOM3BeJeHHe

II I'l‘n - ﬂm!
0gi<k<sn

NPpUHUMAET MaKCcUMaJibHoe 3Havenue. OGo3HAUMM

G = | (Mw— 7o) -+ + (M — ’7k--1.n) (74 — ’7k+1,n) oo Tln — M) W"

% 1HocTpoUM PYyHKIUH

z

Im ()= — d,
V—2n,)... (0= 2my_y ) (1 — 20 0) oo - (1= 21,,)

nag k=0,1,...,n.

B ‘paGore mowasmBaerca, uro B o6xactu D cymecrsyeT mpeuex
Lim g, (2)=g(2)
1—>00

He 3aBHCAN(UHE oT MHAeKca k (k MOMeT MEHATHCH BMECTE ¢ n) M 4TO QPYHHJUA w=g(2)
KOHQopMHEO W BBAMMOOAHOBHAYHO OoToGpamkaer obaacts D B Kpyr |w|<1, mpuuem
g(0)=0 u ¢'(0)>0.
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F. LEJA (Krakow)
CONSTRUCTION OF THE FUNCTION MAPPING CONFOR-MA_LL_}_’
AN ARBITRARY SIMPLY OONNEQTED DOMAIN UPON A CIRCLE
SUMMARY.

~ Let D be an arbitrary simply connected domain, with the boundary B, con-
taining more than one poini. We assume that the point 2=0 belongs to D and
denote by I’ the image of the boundary in the transformation (= 1/2. Let

Tiow s Mins ++ o2 e DC & s8ystem of n+1 points of I, which maximizes the produet
H Iﬂm - nlm"
0Ri<kEn
Let

By = 1 Mg — Non) ++ - (hew — M 1) (pn— 771;4'1,") v o o AW = ) !ll',
and let us construct the functions

G (2) = : d, for k=0,1,....n.
V(l—2n,) .. (1— 20y ) (1= 274,0) - - - (1 — 20,,)

The paper shows the uxistence of the limit

li_g; 9 (D) =g(2)

in the domain D and its independénce of the index k (k may vary along with ),
and that the function w=g(2) maps conformally the domain D upon the ecircle
lwj<1 in such a way that ¢g(0)=0 and ¢'(0)>0.
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