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Connexions linéaires conjuguées
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1. Introduction. Dans cette note on étudicra les connexions (lindaires)
conjuguées. On utilisera la définition suivante.

DEFINITION 1.1. Deux connexions I' et I définies sur un espace
fibré principal P(M, @) sont dites g-conjuguées, ou ¢: G — G est un endo-
morphisme du groupe @, §’il existe un espace fibré réduit P,(M, H?) de
P(M, @) de groupe structural

HY = {£cG: 9(§) = &},
tel que pour toute section ¢: U — P,, on a
ot = Lp-c*tw,

oll w, © sont les formes de I' et de ]’, Zo: £(G) > Z(Q) est Pendomor-
phisme de l’algébre de Lie induit par ¢, c*w est I'image réciproque de o
par o (par conséquent o*w est une 1-forme sur U a valeurs dans Z(@)).
L’opération Lpoo*w est définie de la maniere suivante: (Lg:o*w),
= Yp-(c*w), pour z quelconque dans U (voir aussi [4]).

Dans [4] il a été démontré que si ¢ est un automorphisme involutif,
cette définition s’accorde avec la définition de W. Wiediernikov introduite
dans [10]. Evidemment, si ¢ n’est pas involutif, la relation ,,I" et I" sont
g-conjuguées” n’est pas symétrique, et par suite, il vaut mieux dire
,, I est g-conjuguée avec I. Cependant, dans la suite, on utilisera la
terminologie ,,I" et I sont @-conjuguées’’.

Au point de vue de la théorie des connexions conjuguées définies
sur P(M, @) deux probléemes sont trés importants — le premier, c’est
de déterminer les endomorphismes du groupe structural G (en particulier
les automorphismes involutifs), et le deuxieme, c’est de donner une inter-
prétation géométrique d’un couple (I, I') de connexions g@-conjuguées
pour tout endomorphisme ¢ du groupe G.

Le but de cette note est de donner des réponses a ces questions dans
le cas des connexions linéaires sur M, c’est-a-dire des connexions définies
sur ’espace fibré (principal) L(M) des repéres linéaires avec le groupe
linéaire GL(n, R), » = dim M, comme groupe structural.
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Grice au théoreme démontré par Kucharzewski et Zajtz [7] on
peut donner une classification complete des endomorphlsmes du groupe
GL(n, R). Nous rappelons ce théoréme.

THEOREME 1.2. Soit h: GL(n, R) - GL(n, R) un endomorphisme de
classe C*. Alors h est défini par Uune des trois formules:

(1.2.1) h(X) = G(det X),
(1.2.2) h(X) = e(det X) |det X|*CXC,
(1.2.3) B(X) = e(det X)|det X |*C(X Y C,

ot ae R, Ce GL(n, R), I est la matrice unité, G: R—{0} — GL(n, R) une
fonction telle que G(1') = G(1)G(t') pour ¢, '« R —{0}, ¢t ¢: R—{0} > R—
— {0} est Vune des doux fonctions: e(t) = 1 ou e(t) = sgmt,

Le théoréme de M. Kucharzewski et A. Zajtz est un peu plus général;
il donne Ja classification des endomorphismes quelconques (aussi non-
-continus). Pour obtenir le théoréme de la forme donnée ici il suffit
d’observer que toute fonction ¢g: R —{0} — R — {0} continue (et par con-
séquent de classe C™) telle que g(it') = g(t)g(¢’) pour t, '« R — {0} peut
&tre éerite sous la forme g(t) = e(t)|t|"

On observe que dans les formules (1.2.2) et (1.2.3) les matrices C
et ¢' = |detC|~'/*C définissent le méme endomorphisme, et par suite on
peut toujours supposer que |det(| = 1.

Ce théoréme permet de trouver tous les automorphismes involutifs
du groupe linéaire GL(n, R). On a

TukoREME 1.3. Soit h: GL(n, R) >~ GL(n, R) un automorphisme
involutif de GL(n, R) et de classe C°. 8¢ n = 0 (mod2) alors h est définit
par Dune des deux formules:

(1.3.1) h(X) = e(det X)|det X|*CXC,
ot & est le méme que dans le Théoréme 1.2, a(na+2) =0 et C* = 11,
(1.3.2) h(X) = e(det X) |det X|°C(X )07,

o £ est le méme que dans le Théoréme 1.2, a(na—2) = 0 et |detC| =1,
¢ = 40. 8i n =1 (mod2) h est défini par Uune des deux formules:

(1.3.1") h(X) = |det X|*C X0,
ot a(ma+2) =0 et C* =1,
(1.3.2") h(X) = |[det X|°C(X~Y)C!,

ot a(na—2) =0 et |detC| =1, C' =1I.

Dans cette note on va considérer les endomorphismes des types
(1.2.2) et (1.2.3). Dans le section 5 on démontrera le théoréme principal
(Théoréme 5.2). Il donne une interprétation géométrique d’un couple
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de connexions linéaires conjuguées par rapport & un endomorphisme
des types (1.2.2) ou (1.2.3). Ensuite, on considérera des cas particuliers.

2. Densités. Dans cette note ¢ sera toujours I'une des deux fonction
définies ci-dessous:
e(t) =1 ou bien £(¢) = sgmt.
On considére toujours ¢ comme une fonction définie sur R — {0} — elle
est de classe C™. _
On rappelle qu’une e-densité (1) du type (1, 1) et de poids a est définie
si, & toute section locale o: U — LM (ot LM note I’espace fibré des repéres

linéaires dont la base est M) on fait correspondre une matrice T, de telle
maniére que pour ¢, ¢ =¢ X, X: U ->GL(n, R), on a

(2.1) T, = ¢(det X)|det X| " XT, X"

D’une fagon analogue, une famille {T,} de matrices définit une e-densité
du type (2,0) et de poids a, si 'on a

(2.2) T, = e(detX)|det X | °XT, X,
et une e-densité du type (0, 2) et de poids a, si 'on a
(2.3) T, = e(detX)|det X | ¢(X )T, XL

Si X =(X{]et X! = [X%.], on peut exprimer ces formules de la maniére
suivante: '

(2.1) th = e(det X)|det X |~ ¢ X XJ.,
(2.2") 17" = g(det X)|det X | ™"t X7 X7,
(2.3") tyy = e(det X)|det X |t X} X7..

Les tenseurs s’identifient & des e-densités du type correspondant et
de poids a =0, ol ¢ = 1.

DEFINITION 2.4. Etant donnée une e-densité 7' du type (4, j), 1 +j = 2,
et de poids a. T est dite de genre C, ou Ce (R™)", si un voisinage de chaque
point admet une section ¢: U —> LM telle que T, = C.

Maintenant on va prouver quelques propositions dont nous aurons
besoin pour démontrer les théorémes principaux de cette note.

ProprosiTION 2.5. Etant donnée une matrice Ce GL(n, R).

(a) Il existe ume correspondance bijective entre les e-densités du type

(*) Dans la terminologie classique on utilise les noms de G-densité et de W-den-
8ité (si ¢ = 1 ou &(t) = sgmt). La terminologie proposée ici sera plus commode pour
nous, car elle permettra d’exprimer nos propositions sous une forme homogéne
(voir [5]).

4 — Annales Polonici Mathematici XXVII.2.
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(1, 1), de poids a et de genre C, et les s-densités du type (1, 1), de poids — a
et de gemre C.

(b) Il existe une correspondance bijective entre les e-dewsités du type
(2, 0), de poids a et de genre C, et les e-densités du type (0, 2), de poids —a
et de genre C™'.

8i T et T sont deus densilés associées au moyen dune de ces correspon-
dances, alors pour toute section o: U — LM, on a
TG - (TU)_I'
La démonstration de cette proposition est triviale. (On observe que
T,eGL(n, R), car Ce GL(n, R).)
PROPOSITION 2.6. Etant donné un endomorphisme
Pecai GL(n, R) > GL(n, R),
Peca(X) = e(det X)|det X|°CXC™!
et soit
Hy, = {XeGL(n, R): g.cu(X) = X).
Il existe ume correspondance bijective entre les espaces fibrés réduits

P(M, H,y,) de LM et les e-densités du type (1, 1), de poids a et de genre C.

Si P(M, H,;,) et T sont associés, alors pour toute section o: U —P on a
T, =0C.

Démonstration. Etant donné un espace fibré réduit .P(M, H,q,)
de LM.

Pour o: U — LM on pose
T, = e(det A)|det A|7* ACA™!,

ou A: U -~ GL(n, R) tel que o, = 0+ 4 est une section de P(M, H,,).

Tout d’abord on observe que 7', ne dépend que de o. En effet, soit
A': U —->GL(n, R) une autre application telle que o, = o-A’ est une
section de P. Alors o, = 0y- Y, ol ¥: U — H,,, c’est-a-dire

e(det Y)|det Y|°CYC™' = 7,
et grice a la formule
0A" =0y =0yY =0 (AY),
ona A" = AY. Il en résulte
e(det A')|det A’ A’ C(A")!
— e(det A)e(det Y)|det A |det Y| “AYCY 147!
= ¢(detA)e(det Y)|detA|™"|det ¥| A (e(det ¥)|det Y|*CYC )OY'A™?
= e(det A)|det A" A0A™, '
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car (e(1))* = 1. Maintenant, il suffit de vérifier que la famille {T,} définit
une ¢-densité du type (1, 1), de poids a et de genre C. Soient o, ¢': U — LM
deux sections et X: U -~ GL(n, R) tel que ¢ = ¢'*X. On peut choisir A:
U — GL(n, R) tel que o, — o-A soit une section & valeurs dans P. Comme
g, =0 (X4), on a

T, = e(det XA)|det XA|""XAC(XA)™}
= ¢(det X)|det X| X (¢(detA)|det 4| ACA™) X
— g(det X)|det X|*XT X%,

c’est-a-dire la formule (2.1) est satisfaite.

Si ¢ = o, est une section & valeurs dans P, alors 7', = C, c¢’est-a-dire T
est de genre C.

Réciproquement, étant donnée une e-densité T' du type (1,1), de
poids « et de genre C. D’aprés la Définition 2.4, on peut trouver un re-
couvrement {U,} de M et des section o,: U, — LM telles que T, = C.
Soit X,z: U,n Uz —GL(n, R) tel que o, = o5 X5 sur U, n Uy. D’aprés
la formule (2.1), on a

C = 'E(detXaﬂ) |dethupl_aXapCXa—ﬁl .
On peut transformer cette formule de la maniére suivante:

C_l = E(detXuﬁ) Idetxaﬁla.xaﬁo_lx;;,
C—IXaﬂ = E(detxaﬁ) Idetxup‘axaﬁa_l,
X5 = e(det X ;) |det X" 0 X507,

c’est-d-dire X5 est une application & valeurs dans H,y,. Alors, d’apres
la Proposition 5.3 dans [6], p. 58, il existe un espace fibré réduit P (M, H g,)
de LM, et un seul, tel que o, est une section & valeurs dans P.

Ce raisonnement achéve notre démonstration.

PROPOSITION 2.7. Etant donné un endomorphisme

Veca: GL(n, R) -~ GL(n, R),
Peoa(X) = e(det X) |det X|°C(X 1) 0!

et soit

HeOa = {XE GL(’"” -R): "10:Ca(-X) = X}’
Il existe une correspondance bijective entre les espaces fibrés réduits
P{(M, H,,) de LM, et les e-densités du type (2, 0), de poids a et de genre C.

Si P(M, H,y,) et T sont associés, alors pour toute section o: U — P, on a
T, =C. '
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La démonstration de cette proposition est pareille a celle de la pro-
position précédente. Si P(M, H,-,) set donné, la e-densité T associée
a cet espace firbé réduit est définie de la maniére suivante. Soit 6: U — LM
une section, et soit A: U - GL(»n, R) tel que ¢, = o+ A est une section
a valeurs dans P. On pose

T, = e(det A)|det A|~* ACA",

3. Dérivée covariante mixte. Etant donnée une connexion linéaire I”
sur M, soit o sa forme.

Comme GL(n, R) est une partie ouverte de R — (B™M™, Palgébre de
Lie #,(R) = & (GL(n, R)) s’identifie (de la maniére canonique) & (R"™)"
Soit E; la matrice dont tout élément est zéro, sauf pour I’élément situé
a l’intersection de la i-éme colonne et de la j-éme ligne qui est 1. Alors
{E}}sj_1,...n st une base de &,(R) (base canonique).

Maintenant, pour toute section o: U — LM, la forme o*« s’écrit
d’une maniere unique:

(3.1) o*ew = (u{:E;:,

ou w;: sont des 1-formes ordinaires (a valeurs dans R) sur U. Pour tout
point z de U

(3'2) O’(.’E) = (vl(w), tery vn(m))
est une base de T, M, et soit
(3.3) {v*(2), ..., 2" (@)}

la base duale de T; M, c’est-a-dire v'(z)(v;(x)) = 6} pour ze U. Ensuite
toute forme o; s’écrit d’'une maniére unique:

(3.4) o} = I 0%,

ol I'j; sont des fonctions sur U de classe C°. I'}; sont dits les coefficients
de I" par rapport a o.

Si o, 6': U — LM sont deux sections et X: U — GL(n, R) est 'appli-
cation telle que ¢’ = ¢-X, et si l'on note I';, I'i.;. les coefficients de I’
par rapport & o et & ¢’ Tespectivement, et si X — [X:{] et X! = [X%],
alors on a

(3.5) Iy = Iy XEXE X+ o, (X5) XY,
ol o () = (v (V), ..., Ve (@) (2).

(3) On rappelle que tout vecteur veT, M s’identifie 4 une application v: €% (M, z)
— R, R-linéaire et telle que v (fg) = v(f)g(x) +f(x)v(g).
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(On observe que si (U, ¢) et (U', ¢') sont deux systémes de coordonnées
locales sur M, et si

c: U—->LM, o(x) = (Oilzy -+ Onls),
o': U _>Lﬂ-[’ o'(x) = (al'la:’ sy a’n’[z)

sont les sections associées & (U, ) et & (U’, ¢') respectivement, alors la
formule (3.53) prend la forme
e, — 1t i‘L_L, i{ky _6_w’_ @_'_ 0*a’
TN gt 028 027 0a' 0aF oa’]
voir [51.)

Réciproquement, en donnant pour toute section o: U — LM d’un
systéme des fonetions I’,ﬁj tel que les formules (3.5) sont satisfaites, on
définit une connexion linéaire I', et une seule, sur M. La forme » de I
est définie par (3.4) et (3.1).

DEFINITION 3.6. Etant données deux connexions linéaires I' et I

sur M, soient I7; et 1",’,"]- les coefficients de I' et de I" respectivement par
rapport & une section ¢: U — LM. Soit T une e-densité du type (3, j),
1+j = 2, et de poids a. La dérivée covariante mixte VT de T par rapport

a un couple (I, f‘) est une ¢-densité du type (¢,j+1) et de poids a, telle
que ses coefficients par rapport a o sont définis par les formules suivantes
(oit on note I, = I'}; et ¢ est donné par (3.2)):

(3.6.1) Vot = v, (8) — alyti — Tt + Tt
dans le cas ¢ =j =1, ou

(3.6.2) V0 — o, (17) — al ¥ -+ Th 15 I} g
dans le cas i = 2, 3 = 0, ou enfin

(3.6.3) ) th(‘i)j = 'Uk(tij) - a-r'ktij_ FI?; tis— I:itsj

dans le cas ¢ =0, j = 2.

On observe que si T' est un tenseur (c’est-a-dire, si a = 0 et e(f) = 1)
cette définition coincide avec la définition introduite par Norden [9] (?).
De plus, dans le cas I' = j’, cette définition coincide avec la définition
classique de la derivée covariante d’une densité.

4. Endomorphismes induits. Le but de ce paragraphe est d’établir
des formules pour les endomorphismes induits

Ly: L,(R) > ZL,(R) = £(GL(n, R)) = (R"",

ol ¢ est un endomorphisme du groupe lindaire.

(?) Cette notation a été aussi introduite par Norden [9].
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On introduit les notations suivantes:
e: GL(n, R) —GL(n,R), &(X) =¢(detX)I,
h,: GL(n, R) - GL(n, R), h(X) = |detX|"X,
kg: GL(n, R) -~ GL(n, R), ko(X) =CXC™,
l: GL(n,R) -~GL(n,R), I(X) = (XY,

ol ae R, Ce GL(n, R) et I est la matrice unité.
On prouve le lemme suivant:

LEMME 4.1. On a les formules suivantes:

(4.1.1) Le = id,

(4.1.2) Lh,(E}) = (ad} 6L -+ 6} 67) E2,
(4.1.3) Lko(E}) = cleP BT,

(4.1.4) ZLUE) = —Ej,

ot {Ei} est une base canonique de Z,(R) (pour la définition, voir § 3),
C = [c;:], c!' = [&]

Démonstration. On rappelle que si ¢ = (¢}) est un endomorphisme
du groupe linéaire alors

) 0
(20 ) ~

La formule (4.1.1) est triviale. Pour démontrer la formule (4.1.2)
on observe que h, = (h%), ol

h2(X) = |det X|"2?.
n
Comme det X = ) ;. 4}(X), ol A}(X) ne dépend pas de z} et A5(I) = o},
K=1
alors

a . .
o7 (GetX) = S A5(X) = Aj(X)

et par suite

7] A
(6:1}" hg)(X) = aldetXI"“‘sgm(detX)A}(X)w‘q’+|detX|“6f6f,,
i

a 7 i
('W hgi) (I) = ab}6? + 876}

()

Il en résulte la formule (4.1.2).
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On observe que k. = (kf), ot kJ(X) = cfxgc;. Alors

a i P sr st =S =i P

6m’ ky 1 (X) = ¢) 9] 6.¢; = c,cf

et 'on en déduit la formule (4.1.3).
Pour démontrer (4.1.4) on observe que I = (I7), ou I¥(X) = z2(X)
et ziw; — of. (On a Z;(I) -= 6;.) De I'égalité zlx; = 67, il vient

0 s 7
(Oa:{ xq)w + 7260, = 0

et par conséquent

. ,
()@ = =z, |

(I) = — 6767,
i ) - -

Il en résulte la formule (4.1.4).
On en déduit immédiatement

PropOSITION 4.2. Soient

$ocat GL(n, R) > GL(n, R),

Poca(X) = e(det X) |det X|*CXC ™,

Yeoo: GL(n, R) -~ GL(n, R},

Yeca(X) = e(det X) [det X|"C(X 1O,

ot CeGL(n, R) et ae R. On a

(LPeca) (B)) = (a8 0]+ ¢iT)) B,
(Lyeca) (Ej) = (a8} 0;— ¢ T°) Ey,

(4.2.1)

ot O = [¢!] et 7! =[] dans le cas de la premiére formule ou bien C = [¢¥)]
&t C ! = [c,,] dans la cas de la seconde.
Pour démontrer cette proposition il suffit d’observer que

Q.0a = E0h0ko, Yeoa = EOh_g,0kgol,
car #(fog) = (If)o(Zy).

5. Connexions linéaires g-conjuguées. Dans ce paraglaphe on utilisera
la notation (4.2.1). On va démontrer

PROPOSITION 5.1. Soient I' et I' deuw conmemions linéaires sur M.

(a) Pour que I' et I' soient @ o.-conjuguées il faut et <l suffit qu’il existe
un espace fibré réduit P(M, H,o,) de LM (0% H,o, = {X: @,0.(X) = X})
tel que pour des coefficients par rapport a toute section o: U — P on ail

Iy —al} 6 — e Iy, = 0.
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(b) Pour que I’ et I soient Vecu-CONjuguées il faut et il suffit qu’il existe
un espace fibré réduit P(M, H,.,) de LM (ot H,g, = {X: 9.00(X) = X})
tel que pour des coefficients par rapport & loute section o: U — P, on ait

F;ij—arkéj—*‘cirasjr;r =0.

(Pour les éléments de C on utilise la notation de la Proposition 4.2.)

Démonstration. (a) D’aprés la Définition 1.1, pour que I' et r
soient ¢.-,-conjuguées il faut et il suffit qu’il existe un espace fibré réduit
P(M, H,,) de LM tel que pour toute section o: U -~ PM

(5.1.1) 6* 0 = L, 6% 0,

oit » et @ sont les formes de I' et de I’ respectivement. D’apres (3.1) et
de la formule

Ly (0] ) = o] Lo(B)),

en utilisant la Proposition 1.2, on trouve que la formule (5.1.1) est équi-
valente a

) I T Jar S —
w; —adjo,— ¢ Ciwy = 0,

et, d’aprés (3.1), cette dernicre formula est équivalente a
ﬁﬂ,—aé{]wk—céagrf, =0

(pour toute section o: U — P).

La démonstration de la partie (b) est analogue.

Maintenant on va démontrer le théorémme fondamental de cette note.

TutoriME 5.2. Etant données deux connewions linéaires T et I’ sur
M, soient ¢.cq € Yoo les endomorphismes du groupe linéaire GL(n, R) définis
par (4.2.1), o n = dim M. Pour que I' el I" soient ¢,q,-conjuguées (respective-
ment Y,o.-conjuguées) il faut et il suffit qu’il existe une e-densité T de poids a,
du type (1, 1) (resp. du type (2, 0)) et de genre C telle que

V[vIrT - O.

Démonstration. Soient I' et I" deux connexions P.ca-CONjuguées
(resp. ¥.c.-conjuguées), autrement dit (grace a 5.1), il existe un espace
fibré réduit P(M, H) de LM, ou H = H,, (resp. H = H,,,), tel que
(5.2.1) Il —adil— eIy, =

(resp. f’,ij—aéffk+ci’ésj s, =0),
pour toute section o: U — P ([7, et I:,ﬁr sont les coefficients de I" et de I°

par rapport & g, et C = [ci], 7' = [¢}] (resp. C = [¢V], C7' = [¢;])).
D’aprés la Proposition 2.5, Pespace fibré P(M, H), ou H = H,,, (resp.
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H — H,,) est déterminé d’une maniére unique par une e-densité 7 du
type (1,1) (resp. du type (2, 0)), de poids a et de genre C. Pour toute
section ¢: U — P, C est la matrice des coefficients de T par rapport & o.
Alors, d’apres la Définitions (3.6.1) (resp. (3.6.2)), on a

(5.2.2) Vot = v, () — ol Iy — I ti+ Tt
= —ac, Ty— LT, + I ¢,
=(— 6Jl:rk_c:6frl::p+flij)cj
(resp. Vt ¥ = o, (t%) — at’? I, + TP + rioe
— —ad? I+ I, e s
= (—adj It "5y L+ I ™).

Il en résulte que VT = 0, et réciproquement, si V, T = 0 et P(M, H)

est espace fibré réduit associé a T, alors les formules (5.2.2) sont satis-

faites pour o: U — P et, par suite, les formules (5.2.1) sont aussi vraies.
Ce raisonnement démontre notre théoréme.

COROLLAIRE 5.3. Soient ¢.c = Qg € Yer = Pecay 0% @ = 0. Les con-
ditions suivantes sont équivalentes:

(a) I' et I sont @e-CONJUGUERS (reSP. Y, -Conjuguées).
(b) Il existe ume e-densité T du type (1,1) (resp. du type (2,0)), de
poids 0 et de genre C telle que V, T = 0.

(¢) Il existe une e-densité T du type (L, 1) (vesp. du type (0,2)), de
poids 0 et de genre O telle que V pT = 0.

On introduira les notations suivantes.

Si G est une ¢-densité du type (+, ) et de poids a (r, § 2= 1) on note
C}'o G,oui<r j<s, la e-densité du type (» —1, s —1) et de poids a dont
les coordonnées sont obtenues des coordonnées de G par contradiction du
i-¢me indice supérieur et du j-éme indice inférieur.

Si G et F sont des e-densiés des types (r, 8) et (p, q), et de poids a et g
respectivement dont les coordonnées sont

ky...k
Gjl Js ‘Fl e

1-0lg 0
on note § = GRF la e-densité du type (r+p,s+¢q) et de poids -3
dont les coordonnées sont définies par les formules

~ ) T Tph i R
(5.3.1) i ln =G| ll i,

On observe que, si G et I' sont des e-densités du type (1, 1) ot de
poids a et f = 0, alors

(5.3.2) Vr(Clo(G®F)) = Ol o((Vrii@)R I -G (Vi 1)),
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et si G et F sont des e-densités des types (0, 2) et (2, 0) et de poids a et
f = 0 respectivement, alors

(5.3.3) VrCLlo(GRF)) = Cho((Vrr@)QF + G (Vi F)).

(On observe que ces formules ne sont plus vraies si § = 0. Dans les symboles
Vg et Vi gy, Pindice k est toujours considéré comme le derniér indice;
3 ce point de vue, les notations gii) et g, sont plus conséquentes.)
Démonstration du Corollaire 5.3. 11 suffit de démontrer 1’équi-
valence des conditions (b) et (¢). Soit T 1a e-densité associée 3 T de la
maniére définie par la Proposition 2.5. Comme Cjo(T® T~) =, o0 ¢ = 2,
j=1pour ¢ et ¢ =1, 34 =2 pour y,, et V.6 =0, alors les formules
(5.3.2) et (5.3.3) donnent 1’équivalence des conditions (a) et (b).
COROLLAIRE 5.4. Soit v = yp,c, o €(t) =1 et C = I. Pour que deux

connexions linéaires I' et I sur M soient w-conjuguées il faut et il suffit
qu’il existe un tenseur métrique g sur M lel que

Verg =0 (ouw bien Vyipg = 0).

Démonstration. D’apres le Corollaire 5.3, il suffit d’observer, que
pour qu’un tenseur g du type (0, 2) soit un tenseur métrique il faut et
il suffit qu’il soit de genre I. En effet, si ¢ est un tenseur métrique, alors
il définit Pespace fibré L*( M, g) de repéres orthogonaux (par rapport i g) —
¢’est un espace réduit de LM, et pour toute section o: U — L°, les coor-
données de g par rapport a ¢ forment la matrice I. Réciproquement, si ¢
est un tenseur du type (0, 2) et de genre I, alors il est symétrique et posi-
tivement défini, c’est-a-dire il est un tenseur métrique.

Ce cas a été considéré par Norden [9].

COROLLAIRE 5.5. Soit ¢ = @0, 0 () =1 et

0 1
C = [ _1, 3] eGL(2n, R).
(I, est la matrice unité dans GL(n, R).) Pour que deux connexions linéaires I’
et I' sur M (dim M = 2n) soient @-conjuguées <l faut et il suffit qu’il exriste
un tenseur g du type (1,1) tel que

Cio(gRg) = —8 et Vrpg =0 (ou bien Vorg = 0).

Démonstration. Soit g un tenseur du type (1.1). D’apres le Théoréeme
5.2, il suffit de vérifier: pour que g soit de genre C il faut et il suffit que
Cio(g®g) = —o.

On suppose que g est de genre C; alors, par définition, pour toute
section o: U — LM la matrice g, des coefficients de g par rapport & o
s’écrit sous la forme

g, = XCX™,
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ou X: U —GL(2n, R). Alors on a

[Cfo(g®g)]a = (ga)2 = XC’ZX—I = _Ign,
car C* = —1,,, et par suite Clo(g®g) = - 6.
Réciproquement, soit g tel que C30o(g®g) = — 4. g définit un auto-

morphisme G: TM — TM tel que, si {v;,...,7,,} est une base de T', H
alors
G(v;) = g: (2)v;,

ol [¢7] est la matrice des coefficients de ¢ par rapport & une section o:
U —- LM définie dans un voisinage de x telle que o(x) = (v, ..., ¥3p,)
(z est fixé). G ne dépend ni de la base {v,, ..., v,,}, ni de o.

Maintenant, soit z, un point quelconque de M. Il existe un champ
v,: U —TM de vecteur tel que v,(x) #* 0 dans un voisinage de z,. Soit
w, = Gov,: U—TM. 11 est clair que pour ze U les vecteurs v,(x) et
w,{x) sont linéairement indépendents. Alors v; et w, définissent un sous-
-fibré vectoriel ¥ de TM|U, dimFE = 2, et G(E) = E car G2 = —1d.
Pour U suffismment petit, il existe un sous-fibré vectoriel ¥ de TM | U
tel que TM|U = E@QF et G(F) = F. Comme dim¥ = 2(n—1) on peut
construire, par récurrence, des champs v;,w;: U —~TM de vecteurs
(6,7 =1,...,m) tels que Gov; =w, et (v,(x), ..., 0, (%), wy (&), ..., w,(x))
= g(x) est une base de T, M. ¢ est une section de LM définie dans un
voisinage de z, et il est immédiat que g, = C. Ce raisonnement achéve
la démonstration.

Ce cas a été considéré par Cruceanu et Miron [3]. Le tenseur g définit
une structure presque complexe sur M.

COROLLAIRE 5.6. Soit ¢ =g, o e(t) =1 e C =I,®(—1,_,)
¢ GL(n, R). Pour que deux conmexions linéaires I et I'sur M (dim M = n)
soient g-conjuguées il faut et il suffit qu'il existe un tenseur f sur M du lype
(1, 1) et d’ordre s tel que Cio(fQf) =f et V,op(2f—6) = 0.

Démonstration. D’aprés le Corollaire 5.3, il suffit de démontrer:
pour qu’un tenseur g du type (1, 1) soit de genre C il faut et il suffit que
f = }(g+6) soit d’ordre s et Cio(f@f) =f.

Tout d’abord on suppose que g est de genre C. Si o: U - LM est
une section telle que g, = O, alors f, = }(g,+1I) = I, 0 est d’ordre s.
Enguite, pour tout ¢: U — LM, on a '

9. = X0X 7,
ou X: U - GL(n, R), d’ou il vient
(Clo(f@f))s = (f)! = L(g.+1I)
= g +20,+1) = g, +I) =f,,
car g2 = XC? X' =1 (C* = 1I).
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Réciproquement, on suppose que f vérifie les conditions: (1) f est
d’ordre s et (2) Cio(f@®f) =f Pour démontrer que g — 2f— 6 est de
genre C il suffit d’observer que f est de genre B = 1,00, .. f définit
un endomorphisme F: TM > TM. Soient F, = ker(F —id) et E, = ker F.
E, et E, sont des sous-fibrés vectoriels de 7'M tels que TM = E,QE,
et dim £, = s (on observe que FoF = F). Dans un voisinage de chaque
point de M il existe done des champs v,,...,v,: U ->TM de vecteurs
tels que {v,(x), ..., vs(x)} est une base de (E,), et {v . (2), ..., v,(®)} est
une base de (F,),. Comme Fov; = v; pour 1<¢<s et Fov; =0 pour
s+l<j<< myalorsf, = I,®0,_,, ouo(z) = (v,(a), ..., v, (%)), ¢’est-a-dire f
est de genre B = I, HO0,,_,.
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