M. KRAKOWSKI (Lo6d%)

O PEWNYCH FUNKCJACH ZWIAZANYCH Z FUNKCJAMI
BESSLA

W niektérych zaga&niem’ach elektrotechnicznych, dotyczacych prze-
plywu pradu zmiennego w ziemi, wystepuja calki o ogélnej postaci

f ¢~#eomhitnidi Do takich zagadniert nalezg:

1° obliczenie impedancji wlasnej petli, utworzonej przez przew6d
napowietrzny i przez ziemie, przy zalozeniu, Ze przewodzaca warstwa
ziemna ma ograniczong grubofé, a pod spodem znajduje si¢ nieprzewo-
dzaca warstwa skalna [17];

2° obliczenie impedancji wlasnej petli, utworzonej przez przewdédd
napowietrzny i przez ziemie, przy zalozeniu, ze na duzej glebokosci pod
powierzchnia ziemi znajduje sie plaska warstwa ziemna przewodzgca
bardzo dobrze;

3° obliczenie impedancji wlagnej obwodu, zlozonego z kabla podziem-
nego oraz ziemi jako przewodu powrotnego, przy zalozeniu, ze przewodzaca
warstwa ziemna jest bardzo gruba.

Blizsze badanie wykazuje, ze calki [ e #cosht+nt gy przedsfa;wiajae cie-
0

kawe funkcje zwigzane z funkcjami Bessla. Niniejsza praca zajmuje sie
badaniem wlasnodei tych funkeji.

Rozwazmy na wstepie funkeje M, (2), okreslong w nastepujacy spo-
s6b:

(1) M,(z) = fe‘“""“sinhptdt,
0

przy czym p oznaczs liczbe rzeczywista, 2 zad liczbe zespolon@ Latwo
wykazaé, ze powyzsza catka jest zbieina bezwzglednie i” jednostajnie
wzgledem z w dowolnej plaszezyinie rez > o, > 0.

Udowodnimy, ze funkeja M, (2) spelnia niejednorodne réwnanie
Besgsla

21 1 ’ p2 pe

(2) ] (z)+;y (z)—(1+z-,)y(z) =

22

-2
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Istotnie,

L
¥ (2)+ ;y' (2)—y(2) =

oo ) ]
' 1
= fe“mh‘sinhpt(coshzt—l)dt———fe““""“sinhptcoshtdt =
2

0
(-]

1
_fe—zcoshtsmhptmnhﬂtdt—;fe #o0sht ginh ptcoshtdi.
o 0

Oalku]ac przez czesci osta,tmap catke otrzymu]e sie

(z)+ Y "(2)—y(z) =

&I"a

[=,2]
f e~%°*h¢cogh ptsinhidi;
0

jefli tu takze calkowanie wykonamy przez czedci, to otrzymamy réw-
nanie (2).

Zwr6émy uwage, iz funkcja M, (-z) jest nieparzysta wzgledem indeksu
P, tzn,

(3) M_p(2) = —M,(2);
wlasnogé ta wymka natychmiast z przedstawienia carlkowego (1) funkeji
M, (2).

Funkeja M, (2) ma wlasnodci bardzo zblizone do wiasnofci zmodyfi-

kowanej funkeji Hankela K, (2), ktérej postacig catkows jest ([2], str. 350,
wzér 6.444.1)

4) . K,(z) = f 6~ #°%*0 aogh pidt.
0

Wyka.Zemy jedng z tych wlasnodei. Korzystajac z wyrazenia (1) mozemy
napisad

My1(2) = [e*htsinh(p+1)tdt,
’ (1}

M,_,(2) = [e*°obginh(p~1)tdt.
0
Waér sinho—sinhy = 3sinh}(s—y)cosh}{z+y) daje

M, (5)— M, (2) = 2[ 67 ¢ cogh ptsinhtd;
o .
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calkujac tu przez czedci, otrzymujemy
(5) My (2)— My 1 (2) = 2¢7% 24 (2p|2) My (2).

W podobny sposéb mozna wykazaé jeszcze inne wilasnodei:

aM,
My (R)+My_y(2) = 2 F
2
am 2 -
z_;i‘z__zf +pMp(z) = —e -—-—z]up._l(z)!
) (lﬂ’[ z
(6) zdzp —pMy(z) =e " —zM,,,(2),
d D i » Pl a2
ZPM, ()] = = M, ()= e,

d
- (2P My(2)] = —2 "M, (2)+2"" 1"

Wilasnosei zmodyfikowanej funkeji Hankela K,(2) ([3], str. 93) otrzy-
muje si¢ z (5) i (6) przez skreflenie wyrazéw zawierajgcych e °.
Funkeja K,(2) spelnia ponadto réwnanie rézniczkowe ([3], str. 91)

(7) ¥ (@) +(Lj2)y (2)—(1+p%/e)y (2) = 0.

Za pomocy zaleznodci (5) mozemy w prosty sposéb znaleié wyraze-
nia dla funkeji M, (z), ktérych rzad p jest liczbg calkowita. Z wzoru (1)
wynika, ze M,(z) = 0. Po uwzglednieniu zaleznosci (3) ze zwiazku (5)
dla p = 0 otrzymujemy M,(z) =e */z; dla p =1 z (5) otrzymujemy
M, (2) = (2¢7°[2)(141/2) itd. Powyzsze wyniki sa zgodne z obliczeniem
bezposrednim przez calkowanie wyrazenia (1) przy odpowiednich war-
tosciach p.

Funkeja M,(z) jest szczegélnym rozwigzaniem réwnania rézniez-
kowego (2), natomiast rozwigzaniem ogélnym réwnania rézniczkowego
uproszezonego (7) jest wyrazenie

CyIp(2)+ 05Ky (2),

w ktérym O, i C, 83 dowolnymi liczbami statymi, I,(z) zaé jest funkeja
Bessla ,,urojonego argumentu”. Mozemy zatem, na podstawie znanego
twierdzenia, napisaé ogélne rozwigzanie réwnania rézniczkowego (2)
w postaci
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(8) Y(2) = O L, (2)+Cy Ky (2)+ My (2).

Calke (1) mozna obliczy¢ w ogélnym przypadku, gdy p = = jest liczba
naturalng. Napiszemy funkeje M,(2) w postaci

(9) M) = f(-i—)

Powyzej obliczyliémy funkcje M,(z) oraz M,(z); w tym przypadku
fi(1/2) =1 oraz fy(1/z) = 2(1+1/2). Na podstawie wyrazenia (5) obli-
czamy w prosty sposéb zalezno§é rekurencyjng dla funkeji f,, okreslonej
wzorem (9); podstawiajac » = 1/z otrzymujemy

(10) fa1 (@) —fra (@) = 24-2n2f,(2).
Bedziemy poszukiwaé funkeji f,(#) w postaci wielomianu (n—1)-go

stopnia, tzn.

n—1

fa(@) = D afPa*.

k=0

Zalézmy ponadto, ze af’ = 0, gdy k > n. Jedli podstawimy wyra-
Zenie na f,(x) do wzoru (10), to po wykonaniu elementarnych przeksztatl-
ceni otrzymamy

Nn—2

n ” -
aftth 4 Za}c"“)w" = af" V4 Za},""'”w"+2+-2n2 af™ . z®.
_ k=1 k=1 k=1
~ Z tej rownodci otrzymujemy zaleznofci rekurencyjne dla wspélezyn-
nikéw af: '
(11)  af* =af V42, ") =af' V42naf), (R >1).
Udowodnimy teraz, ze wyrazZenie

. & nt+k

(12) o PR () ety k<n,
‘ 0, gdy k>=n

spelnia zalesnogei rekurencyjne (11). Jezeli ¥ = 0, to bardzo prosty ra-
¢hunek wykazuje spelnienie pierwszej zaleznofci (11). W praypadku & > 1
drugy z zaleznofci (11) mozna napisaé w postaci -

(18) o —af? = 2(n—1)al*V.

Wykorzystujao nastepnie wzér (12) dla ¥ < n—1 otrzymujemy
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m_ ,n-2 __ ok n-+k _ n+k—2\1
G =2 k![(%-}—l) ( 2k+1 )|

2k k! [ (n+%)! (n+k~—2)!]_
: —

T @k D) n—%—1)!  (n—k—3)!
2% k!
= m (n+k—2)(n+k—3)...(n—k)[(n+Ek)(n+k—1)—
—(n—k—1)(n—k—2)] =
= 251 (k—1)! (”’27;’_“__12)2(71—1) = 2(n—1)a{™3.

Liatwo sprawdzamy réwniez, ze réwnosé (13) pozostaje w moey,
gdy k =n—1. Jezeli k > n, to obie strony zaleznosei (13) sg réwne
zeru. Wynika stad, ze wyrazenie (12) spelnia zaleinogeci rekurencyjne (11).

Z zaleznosci (12) wynika, ze af! =1, af) =2,a =2, a wiee
fulg) = af) =1; fy(2) = af) +aPz = 2(1+a). Stwierdzamy zatem, ze
przy n =1 i n = 2 otrzymujemy dla funkeji M,(2) i M,(z) wyrazenia,
ktore sy zgodne z zaleznoSciami obliczonymi poprzednio. Mozemy wiege
twierdzi¢, ze funkeja M, (2) wyraza si¢ wzorem

-z n—1 k
| _ e '('n--l-k)(g) 1 :
(14) Mo(2) = — "-Zo Mlgag)l3) =123

Z wgzoru (14) wynika, ze funkcja M,(z) (wyrazona w postaci calkowej
(1) dla rez > oy > 0) ma w punkecie 2 = 0 biegun n-go rzedu.

W monografii Watsona [3] obszerny rozdzial jest po§wigcony funkejom
zwigzanym z funkcjami Bessla. O funkeji M, (z) jest wzmianka na str.

341 1 342, przytoczona w dostownym thumaczeniu; ,,Oatka [ ¢2°%h¢cosh vt di
0

zostata obliczona wezeniej (§ 6.3); jednak [e~?°%t¢sinhvidt prawdopo-
0

dobnie nie da si¢ obliczyé w prosty sposéb; jej rozwiniecie wedtug wzra-

stajagcych poteg 2z mozna obliczyé z wzoru (4), §6.22,

[+ v}

2ginvr
f e~ #o%higinhyidt,
; v

I_.()+L(z) =2 f £2°%% 0058 ¥0 40 -
1:0

ale poniewaz

T

(—1)"sin»n v-+m v+m
!GOSMBGOS‘VGdo = m—zlﬂl(‘—mi 2 ' 1-—- 2 ;7 —1 ’
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wige rozpatrywana calka nie moze by¢ WyraZOna w zadnej prostej
postaci”. Podane w tej pracy obliczenie calki f e~*°blginh ptdt dotyezy

szczegélnego przypadku, gdy » = n jest liczbg na,tura,lnay, i daje dla tej
calki niezbyt skomplikowane wyrazenie (14).

Jezeli do wyrazen (1) i (4) podstawimy odpowiednio sinhpt ==
$(e” —e ") oraz coshpt = }(¢” +¢~ ™), a nastepnie te wyrazenia dodamy
stronami, to otrzymamy

oo

(15) [emzeohtiPtay — K, (2)+ M, (2).
0

WprowadZzmy nowsa funkeje okreslong zaleznoseig
(16) Gy (2) = K, (2)+ My (2).

Z wzoru (15) wynika, ze przedstawieniem calkowym funkeji @,(z) przy
rez > g, > 0 jest wyrazenie

(17) G, (2) = f g Eooshi+ Dl gy
0

Jezeli we wzorach (16) i (17) zastapimy p przez —p i uwzglednimy,
ze funkeja K,(2) jest parzysta wzgledem indeksu p, natomiast funkeja
M, (2) jest nieparzysta wzgledem tego indeksu, to otrzymamy

G_p(2) = K,(2)—M,(2),

(18) G_p(Z) ___fe—,.,cosht—mdt.
0
W przypadku gdy p = 0, mamy oczywiscie Gy(2) = K,(2).

Wiadomo, ze zmodyfikowana funkecja Hankela K,(2) jest funkejg
- wielowartodciows; wynika stad, ze i funkcja G,(2), okre§lona za pomocy
Wyrazenia (16), jest réwniez funkcja wielowarto§ciowa, przy czym punkt
P =0 jest punktem rozgalezienia.

Dowodzi si¢ w bardzo prosty sposéb, ze funkeja G,(z) dzieli wlas-
hogei (5) i (6) funkeji M, (z), a ponadto funkecja ta spelia niejednorodne
réwnanie Bessla (2). Wszystkie dowody powyzszych wlasnosci sg bardzo
Proste: poniewaz funkecja M, (2) spelnia zaleinoéci (5) i (6) oraz funkcja

K, (2) speknia powyzsze zaleznofci, w ktérych skre§lono wyrazy zawie-
rajace ¢~* przeto G,(z), jako suma funkeji M, p(2) 1 K,(2), ma te same
wlasnogei co i funkcja, M, (2).

Jezeli n jest liczbg naturalng, to |@,(z)| — co, gdy 2z — 0; istotnie,
Z rozwinigeia w szereg funkcji K,(2) (por. [2], str. 353, wzér 6.456) oraz
Ze wzoru (14) wynika, ze cze¢écia gtéwng funkeji @, () w otoczeniu punktu
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z = 0 jest wyraz a,/2". Latwo natomiast okazaé, ze funkeja G_,(2) dazy
do skonczonej granicy, gdy z— 0. Te granice obliczymy, korzystajac

z postaci catkowej (18) funkeji G_,(2). Calka [ e™2°*M"~"gi jest jednostaj-
1]

nie zbiezna wzgledem 2 w calej pélplaszezyznie rez > 0, gdy n > 1, a wiec,
przechodzace do granicy przy z — 0 tak, zeby nie przekroczyé osi urojo-
nych, otrzymujemy '

HmG_,(2) = lim [e 2eomt="ay = [ ¢t = 1/n.
20 250 { I

Wynika stad, Ze jezeli » > 1, to funkcje €_,(2) mozna przedstawié
w postaci
G_,.(2) = 1/n+o(2),

przy czym o(z) - 0, gdy z — 0. Nalezy jednak zwréci¢ uwage na oko-
liczno§é, ze wyrazenie o(z) oprécz wyrazéw zawierajacych 2* (k > 0)
bedzie zawiera¢ réwniez wyraz I,(2)lnz, dazacy do zera, gdy 2z -~ 0 pray
n =1,

Na rysunku 1 przedstawiony jest przebieg funkeji G_,(»), Go(2), G,(x)
dla rzeczywistyeh wartodei x.
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Rys. 1. Wykresy funkoji G_,(x), Gy(x), Gy(z)
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Rys. 2. Wykresy funkeji ger_;(x), ger,(x), ger,(x)

W zagtosowaniach elektrotechnicznych Wystel_)_uj@ funkcje G ,(2),
Przy czym zmienna niezalezna z = wexp(ir/4) = xVi, gdy 2 > 0. W tym
Przypadku wartosei funkeji Gn(mﬁ) 83 liczbami zespolonymi; rozkladajac
G.(xVi) na czesé rzeczywista i urojona, mozna napisaé
(19) @, (2Vi) = ger,(x)+igei,(x).

Na podstawie zaleznofei (5) i przy uzyciu wyrazenia (19) otrzymujemy
nastepujgce zwigzki rekurencyjne dla funkeji ger,(») oraz gei,():

o ETmn(@)—geTor = (nV2 ) (gera (@) -+ gein (2)) + 2mers (@),

geip ., (@) —gein_. (@) = (nV2/z)(gel, (¢) —gera (%)) +2 mei, (2).
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We wzorach tych oznaczono

_ exp(—a/V2) m( @ ”)

er,(x) =reM ml/; S —-—
Tigry () 1( ) @ ]/2 +4
(21) )
2Y - 4 T
mei, (x) = imM, (Vi) = — 9*9-(----;&@3) sin(, + :)
Vo o

W zaleznosciach (20) n moze przybieraé wartosei zaréwno dodatnie,
jak i ujemne.

Na rysunku 2 przedstawione sa wykresy funkeji ger_, (z), gery(x),
ger,(#), natomiast na rysunku 3 podano wykresy funkeji gei (),

geiy(2), gei, (). |

geip (A
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a i 2 J %4__— 5 x
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Rys. 3. Wykrosy funkeji gei_, (x), geig(z), gei, (»)
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Zs pomocy funkeji G,(2) mozna obliczyé wiele calek. Rozwazmy calke

7 exp(—eVw?+a?)dw
f(]/m2+a2ﬂ:w)pl/m2+a2’

przy czym a > 0 oraz rez > 0. Podstawiajae 2z = asinht otrzymujemy

% oxp(—2Var+at)dw [ exp(—azcoshi)acoshidi
J(1/m2+aziw)ﬂ1/5,,z+az fa ?(coshitsinht)’acosht

1
— f exp(- azeosht?pt)dt G;p(az)

W analogiczny sposob obliczamy:

f exp(—zl/wL!— a?)dw

(Var - a0y T 2470 [G50-1) (32) +G3y) (a2)]

0

fwexp(—sz*—l—az ) o1
0

(Vo + atya)® = 4a°° [Gspys(a2)—G3p_g (a2)],

mwexp(-—zl/w”'-% a?)dx 1
af Vor+ a2 LoVt a2 2077

Powyisze zwigzki pozosta;j'aé w moey réwniez wtedy, gdy 2 > 0 irea > 0.

i [Grpi1 (a2) —G oy (a2)].
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M. KPAKOBCHKHN (Ioms)
O HEROTOPEI X {DYHEHHHX, CBASAHHEBIX C OYHKIIHAMH BECCEJAA
PEBIOME

‘B paGore paccMoTpers yHurun Mpy(#) u Gp(2) Buga

0 . o0
My(z) = [e—sooshisinhptdt u  Gple) = 4' ¢—vooshi+pl i,
0



140 M. Krakowski

U8 paccy:rpennii BHTeKaeT, 4YTo aTH (YHKIMHM NMET cBoitcTBa, mojgolune cpoit-
creaM Moanmpunuposannodt Ppynkunn Tanxens Kp(2). IloxasmBaercs, uro Pynxuuw
My(z), 1A HATYPAIBHOTO YUCIAA N, MOKHO IPeACTABUTH PopmMymol

e ? & n+ky) (2 k
i TR mee— .' o »
Maiz) = ,;: k.(%_H) (z)

Oyurunn Kp(z), Mpiz) 1 Gp'2) cBABAHK COOTHOIEHHEM
Gp(2) = Kp(2)-+ Myl2).

Jdanbme IOKAasWBAETCHA, YTO HEOJNHOPOAHOe RUPPepeHUUATLHOE YpaBHEHNe

Beccenn
w1 P*) pe®
¥y (=) + e () — (l"""—zz )y(z) =

umeer ofmee pemenue BMjA
y(2) = Oy Ip(2)+0g Kp(2)+ Mp(2),

rae 0;,0; cyTh nocrosHHHe uuTerpuposaHiua, a Ip(2) osHavaer PyHxkuuw Beccear
»MHUMOTO apryMeHTa*, "

B konne paGoTH RaHH npuaomeHua Pysrnuu Gp(e) K BHuHCIeHKI HecobCTBON-
HBIX HHTErpanns B mpepexax or 0 mo oo.

M. KRAKOWSKI (Léds)
ON OERTAIN FUNOTIONS CONNECTED WITH THE BESSEL FUNOTIONS

SUMMARY

The author considers the functions Mjp(z) and Gp(2) with the integral forms

o0 oo
Mp(z) = fo‘“ﬂsh‘ sinhptdt and Gp(z) = fe“=°°8ht+rtdt.
0 : 0

The oconsiderations show that both functions have properties similar to the
properties of the modified Hankel funotion Kp(z). It is shown that the function
Mp(2), m-denoting a natural number, can be represented by the formula

n-1
6% n+k ) (2)"
= 1 £y,
M (2) z Zk (2&--{-1 2]’
k=0
the funotions Kp(2). Mp(2), and Gi, (2) are connected by the simple relation
Gp(ﬁ) = Kp(ﬂ)‘l‘ Mp(ﬁ) .

It is then proved that the non-homogeneous differential Bessel equation
2

o 1 ’ P _ pe""
y (z)+-z-y (z)—(H—?)y(z) =5
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has a general solution of the form
y(2) = O11p(2)+ 03 Kp (2)+ Mp(2),

U, and O; being the constants of integration and Ip(z) denoting the Bessel funection
of the ,,imaginary argument”. Finally, the author gives the application of the fune-
tion Gp(z) to the ealoulation of improper integrals in the interval from 0 to oo.



