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Sur quelques inégalités différentielles relatives
a des lignes polygonales

par A. SOBOLEWSKA (RzeszOw)

Soient un systéme de fonetions

(1) {1, 1), £, X), ..., ful(t, Y},

ou Y = (yy, Yz .--» Yn) €8t un point de l’espace & » dimensions, et un

point fixé (f,, ¥Y,) = (ty, Y10y Y201 -++» Yno) de Pespace & (n+1) dimensions.
Admettons que o '
1° chacune des fonctions f;(¢, ¥Y) (¢ =1,2,...,n) est continue par

rapport 4 la variable Y et bornée dans ’ensemble: Z = {(¢, ¥): {, <t < a,

—o0 <Y, < +oo (i =1,2,...,m)}

et

2° le systéeme de fonctions {f(¢, Y), ..., f,(t, Y)} dans 'ensemble Z
satisfait & la condition W_ par rapport & Y (). =

Divisons ensuite l'intervalle [¢,, a] en &k parties quelconques par les
points 1;,1%,,...,%,_, tels que

(2) to<t1<u-o<tk_l<tk=a'

et construisons la ligne brisée

(3) L ={L1,L27'--1Ln}1
ou la coordonnée L; est la ligne brisée déterminée par les sommets A;(%,,
Yio)y Aty Yar)y «oos Apg 1 (thrs Yi,x—1)y Air(ly, Ysx) contenus dans le plan

(t y;), les ordonnees de ces sommets étant données par les formules

Yo = Yoo +Filley Xo) (4 — 1),
. Yio = Y+ fi(t, :Yl)(tz—-tl){
4y e e e e
Yir = Yip—1HJelleory Y1) (G—%_1),

(*) J. Bzarski, Differential inequalities, Warszawa 1967.
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ol
Y, =Wy Yoy ooy Yn1)y Yo = (Y129 Yooy coo9 Yna)y ooy

Yo, = (?Il.k—u Yo k-1 -+ Ynk—1)+

Désignons par P’ la famille de tous les réseaux de la forme (2) tels
que le diamétre de chaque réseau appartenant & P’ ne soit pas supérieur
3 un nombre positif 6 fixé. A la famille de réseaux P’ correspond la famille
de lignes brisées ¥° = {#3, L3, ..., L2} définies par (3) et (4).

Observons que la famille de toutes les lignes brisées (3) est formée
de fonctions équicontinues et bornées dans leur ensemble dans ’intervalle
[te, @]- Rn tenant compte de ce fait on peut définir les deux fonctions
suivantes, continues dans l’intervalle (1,, a]:

(5) -Qd(t) = {.Q‘;(t), Q;(t), vrey 'Q:c(t)}’

(6) wd(t) = {a’g(t)y wg(t)i ceey w';(t)},

ot £5(¢) = sup L;(t), »?(t) = inf L;(t) pour te[ty,a] (1 =1,2,...,n).
: Ly L,

Nous établirons le théoréme suivant relatif aux fonctions (5) et (6):

THEORBME L. 8¢ les fonctions fi(t, ¥Y) (i =1,2,...,n) satisfont aux
hypothéses 1°, 2° et 8i & est fixé quelcongue, les fonctions (5) et (6) vérifient
dans Vintervalle [t,, a] les inégalités différentielles suivantes:

) D, () = filt, 2 (@)

(8) Dt wl(t) < filt, 0 (2) =h e

Démonstration. Nous nous bornerons a établir ’'inégalité (7), la
démonstration de l'inégalité (8) étant analogue. Supposons, pour la dé-
monstration par ’absurde, que P’on ait, pour un i, et un t* de l'intervalle
[t, @) P'inégalité

(9)- dl = -D+ -ng(t*) <fio(t*; -Qs(t*)) =d.
Cette inégalité entraine
, d+d
(9) @< g
2
Des inégalités (9) et (9') il résulte que dans chaque intervalle (t*,t*-+ k),
h >0, il existe un point #; tel que

2 (87) — i (%) < d+d

(10) - =
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d’ou l'on tire, apres quelques transformations,

d+d
(107 () < Galt") + T (E - ).

Supposons que le nombre k vérifie I'inégalité 0 < h < 4. De la définition
de la fonction Q°(t) il résulte que pour un nombre posmf quelconque

fixé e il existe une ligne brisée Le & telle qu’'un sommet A;
abscisse égale 4 t* et son ordonnée vérifiera 1’inégalité

ip BUT2 uUne

(11) Q) —e <Fopp < LB (1 =1,2,...,m).

On peut, de plus, admettre que pour te [t*, t* + 1) 'équation de la ligne
brisée L; sera de la forme

(12) %) = G+ (5 LENE—T) (1 =1,2,...,m).

De la continuité de la fonetion f;,(f, Y) par rapport & Y et de la condition
2° il résulte que si le nombre ¢ dans les inégalités (11) est suffisamment

petit, la ligne brisée f,,-o coupera la demi-droite d’équation

’

d+d

Yu(t) = (") + =t @t=t)

en un point d’abscisse {, telle que

ng (t*) _gip
d+d
2

(13) &y = _ .
Foolt*, L(£%)) —

- +tf < 1],

On tire de 13 et de linégalité (10’) la suivante:
(14) Liy(83) > 2 (8),

qui est en contradiction avec la définition de la fonction 2°(¢), ce qui
achéve la démonstration du théoréme I.

Remarque. Sous les hypothéses du théoréeme I les inégalités de la
forme (7) ou (8) sont en général en défaut pour les dérivées & gauche,
comme le montrent les deux exemples suivants:

1. Supposons f(t, y) définie dans I’ensemble {(t, y): te [0,2], —o0 <
<y < +oo} par la formule:

0 pour le[0,1], —co<y < + o0,

t =
1t 9) 1 pour te[1,2], —co<y < +o00
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et soit (¢4, ¥o) = (0, 0). Alors, pour <1, on a

2w =‘ 0 vpour te[0, 1],
t—1 pour te(1, 2]

et
D~ (1) =D_&1) =0 < f(L, 2°1)) =1.

2. Définissons la fonction f(¢, y) dans l’ensemble {(t,y): te[0,1],
— o0 < Yy < +oo} par la formule:

1 pour ¢ rationnels, —oc <y < 4 o0,

f(t, ) =[

0 pour t irrrationnels, —oo <y < 4 o0

et prenons (Zo, ¥,) = (0, 0). Alors, pour d <1 et te[0,1] on a 2°(f) =1
et
D=2 =D_@) =1>ft, L)

pour ? irrationnels.
Nous établirons maintenant le théoréme de comparaison suivant:

THEOREME II. Si les hypothéses 1°,2° sont vérifides et st
3° la fonction @(1) = (q)l(t), Pa(t)y oovy (pn(t)) est continue dans Uinter-
valle [t,, a] et satisfait & Dinégalité initiale
pi(a) < 2i(a)  (gi(a) = 0i(a)) (1 =1,2,...,m)

et aux tnégalités différentielles

Dy gilt) <filt, p(0) (DT @:l) > filt, (1))
pour te[ty,a) (2 =1,2,...,n), on a Dinégalité

g:(8) > () (p(t) < 03(?) (6 =1,2,..., %)
pour te [ty al.
Démonstration. Soit B = {t e [t,al:V (¢;(t) < 23(¢))}. Supposons,

pour la démonstration par I’absurde, que I’ensemble & est non vide. Soit
encore ¢ la borne supérieure de I’ensemble E. De la définition du nombre
t et des hypothéses du théoréme II on déduit 1'inégalité I < a.

D’autre part, on sait que

D) = Q) (i=1,2,...,n)
et
P = DD,  gif) > )  pour un iy te(t, al,

d’ou 'on tire I’inégalité
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P () —gi () 2 (1) — 2 (F) ]
1°t i'° > 0 — ° pour te (i, al.

En passant a la limite, nous en obtenons
-D+V‘io(z) = D+Q;‘-D(E).
D’autre part, on sait que
D, @) = f;t, 2 (B).
Puisque ’on a au point ¢ les relations
p;(}) = Qi(f) pour ¢ # jo,
5, () = 25 (D),

et que les fonctions de la suite (1) satisfont & la condition W_, il §’ensuit
que

fio(z1 ‘Qa(t)) >fjo(i7 ‘P(Z))a
d’ou Von tire l'inégalité

D* g;,(8) = f;, (, 9 (1),

qui est en contradiction avec les inégalités différentielles admises pour
la fonetion ¢(t). Pour établir I'inégalité contraire figurant dans la con-
clusion du théoreme on procéderait d’une facon analogue.

La famille 4 un parameétre de fonctions £2°(t) constitue pour de (0,
a —t,] une famille de fonctions bornées dans leur ensemble et équicontinues
par rapport a t, ainsi que croissantes par rapport a J. (Cela résulte de la
définition (5) et de l'implication suivante: si 4, >0, §, >0 et §, < d,,
alors £ < #%.) Il en résulte lexistence de la limite
(15) lim Q°(1) = Q,(1),

50

qui est une fonction continue dans Pintervalle [{,, a]. Des propriétés
gsemblables de la famille de fonctions o’(t) résulte ’existence de la limite

(16) lime®(t) = w,lt),
650

qui est une fonction continue dans l'intervalle [¢,, a]. Les fonctions limites
(1) et (16) satisfont aux inégalités

(17) Q) < Q4(1),  oult) = oi(t) (G =1,2,...,n)

pour e [2,, a] et d¢ (0, a—1,], tandis qu’elles ne vérifient pas, en général,
les inégalités différentielles du théoréme I.



60 A. Sobolewska

Cependant observons que les relations (15), (16) et (17) ainsi que le
théoréme II entrainent le théoréme de comparaison suivant:

TrtoREME III. 8i les fonctions f;(t, Y) satisfont aux hypotheses 1° et 2°
du théoréme 11, et si la fonotion Q(t) (we(t)) est la fonction définie précedém-
ment et la fonction @(t) = (1(f), ..., pa(t)) est continue dans DVintervalle
[to, @] et satisfait Vinégalité initiale:

pi(a) > 2y(a)  (pi(@) < wy(a))
et aux inégalités différentielles
Dygi(t) <filty (1)) (D*9u()) > filt, p(1)))
on a
Pi(t) > 26;(1) (@) < wgy(1))
pour te [ty, al.

La démosntration de ce théoréme est bien simple et on peut ’omettre.

Regu par la Rédaction le 20. 3. 1971



